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MATEMATICRO-FYZIKALNY CASOFIS SAV. 120 0, iu

KONGRUENCIE NA VOINOM SVAZE FL Q-2
KATARINA MOLNAROVA. Kosice

Pojemr volného sac¢inu svizov vysetroval Sorkin v praci [2]. Nech sviz 3 =
= FL(2 + 2) je volny su¢in dvoch reazcov, z ktoryeh kazdy obsahuje dva priky.
Sviz S bol opisany v praci [3]; jeho diagram je na obr. !. Cielom nasledujucei avahy
je ziskaf prehlad o mnoZine vietkych kongruencii na svize FL(2 + 2). Visledhy
checeme pouzit v dalSej praci na vySetrovanie uréitveh identit na svizoch. V 81
odvodime pomocné vety o kongruenciach na obecnyceh

'
F

svizoch. V § 2 st opisané — v istom zmysle explicioe
— urcité (,,minimalne*) kongruencic na sviize S.V § 3
sa dokazuje, Ze kazda kongrucncia na svize S je zjedno-
tenim niektorych .,minimalnych* kongruencii.

§1

V tomto paragrafe znak S oznacuic Tubovolny sviiz.
a, b, x, y,...suprvky svizu S (¢iastocné usporiadanic
a svidzové operécic v S oznacujeme =, N, U nepo-
rovnatelnost prvkov x. y oznacujeme symbolom x|y,
Pripomenime najprv nicktoré zname nazvy a oznade-
nia, ktoré dalej pouzivame (vécSina z nich je uvedena
v [I]).

Nech a < b. Mnozinu vSetkych prvkov v S,
vyhovujucich nerovnosti ¢ < x £ b, budeme nazyvart
intervalom a oznacovat {a, h). Interval {a,b) nazyvame
prvointervalom, ak obsahujc icn prvky a. b, a=h. Inter-
valy <{x, y>, {u, vy st transponované, ak plati alebo
ynu=ux, yuu=ur aicho xner=u xur =y
Uvedeny vzfah budeme oznaCovat (x.v) T {u
Intervaly 7, i* st projektivne, ak existuji intervaly i, = i.i,..... i, = i také, 7¢
intervaly 7, _,, # si transponované. Interval i je slabo projektivny s intervalom 7.
ak existuju intervaly iy = 7, i,, .... i, = i’ také, Ze interval i je obsiahnuty v istom
intervale i, transponovanom k intervalu i, -, (k = 1. ....n). Uvedeny vztah bude-

’

me oznacovat iSPi’.
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Bindrna reflexivna, symetrickd a tranzitivna relacia R na S je relaciou kongruent-
nosti (kongruenciou) na S, ak pre Tubovolné x. y, c € S plati:

ak v = 1(R), potom xuce =y udR), voe=yon (R). Budeme hovorit, zZe
intervol {a, ) sa anuluje pri dancj kongruencii R, ak a = H(R). Nech R, R, st
koagruencie na S. Ak zo vztahu x = p(R)) (v, y€ S) vyplyva x = y(R,), potom
budermie hovorit, Ze kongruencia R, je menSia alebo rovna kongruencii R,. Tuto
skutocnest budeme zapisovat Ry = R,. Nech M je mnoZina intervalov vo svize S.
Znokom R{M) oznacujeme najmensiu z kongruencii na S, v ktorej sa anuluju vietky
intervely mnoziny A, Ak M obsahuje jediny interval o, piSeme R(v) namiesto
R({e).

7 predostych definicii mozno odvodit jednoduchym postupom nasledujiice vety:

1.1, Veta. Ak intercal {x,v)> SP {u, v>, potom pre kaZdu reldciu kongruentnosti R
na S plaii:
ak v = v(R), potom u = v(R).

i, Veta, Nech i, i su preointercaly v S. Ak i T'1, potom R(i) = R(i’).

1.1.2. Veta. Nech R je lubovolnd kengruencia na S. Potom x = y(R) vtedy a len
ctedv ak v oy = v U (R).

1.2. Definicia. Nech S je sviz. neceihr intereal 1 = {a, by = S. Hovorime, Ze interval I
sa dd zloZir = intervalov 1. . . 1, ak [, = {a;_{,a;y, i=1,...,n, ay=a, a,=b.
Neeh M oje mnozina intervalov svizu S. Hovorime, Ze sa interval i = (¢, d)
sviizu S da slozit z intervalov mnoziny A, ked alebo a) ¢ = d, alebo b) ¢ = d
a existujd intervaly 7y, ... 4, € 3 wké, Ze isa da zlezit z intervalov iy, ..., .

Uvazujnic o nasledujucich podmienkach:

(b)) Ak e, by sa da ZloZit = intervalor mnoZiny M, ¢ € {a, b, potom intervaly
La, ¢y Leo by sa dajii zloZit = intervalov mnoZing M.

(F5) Ak Lao by sa dd zloZit = Sntervalov mnoZing M, ¢ > «, ¢ | b, potom interval
Ceceu by sa dd zloZit - intervalor mnoZing M. Dudline k tejto podmienke:

(1) Ak a, b)Y sa dd =loZif = intervalov mnoziny M, ¢ < b, ¢ | a, potom {anc, ¢)
Sa dd Zioir zintervalov mnoZing M.

Poznamka. Podmienka (V) je zrejme ckvivalentna s podmicnkou:

(i) AN <a by sa da zlozit z intervalov winoZiny M, (e, d>c<{a, by, polom
Coecdy sada zlozZit z intervaloy mneZiny M.V dalSom bez odvolania sa na poznamku
budeme nickde nahradzat podmicnku (1)) podieicnkou (E’,).

.20, Neoh Mo je mnoZina intervalov, spliujica podmienky (V). (V). (V).
Peiom M splita pasledujicu podmienku

Uy Ak Kao by sa dd zloZir z intervalov mnefing M, a ak ¢ je lubovolny preok
svedazie S0 opotom intervaly Iy = {ave,hbou ), I, =Llane,bnce)y sa daju zloZit
= intervalor mnoZiny M:

Dokaz. Dokazujeme tvrdenie pre interval /,: tvrdenie pre 7, sa dokdze dudlne.

a) Nech ¢ £ «. Potomau ¢ = a, b u ¢ = b; naSe tvrdenie je uz zrejmé.
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b) Nech ¢ > a. Ak ¢ = h potom ¢ =auc¢=huc. Tvrdenie pre interval
{c, ¢y je trividlne. Ak ¢ < b potoma uc = c, buc=h interval {(c.b>=la. h>.
Z toho a z podmienky (V) vyplyva. Ze interval <c.b> = (au c.bh U > wa di
slozit z intervalov mnoziny M. Ak ¢ | b, dokazované tvrdenic vyplyva 7 pod-
mienky (V).

¢) Nech ¢la. Oznatme ¢ U ¢ = ¢, potom ¢, >a. ave=auUc,. huce=
= bh U ¢; a tvrdenic plati podla b).

1.2.2. Nech M je mnoZina intervalov scédzu S. Detinujme na S reldciv #(M) 1ekito:
aR(M)b vtedy a len vtedy. ked interval {a ~b. a w by sa da zloZit = intervalor
mnoZiny M.

1.2.3. Veta. Nech M je mnoZina intervalov, spliajiica podiitienky (V). (1), Po-
tom reldacia #(M) je reldacicu kongruentnosti na S.

Dokaz. a) Reflektivnosi a symetri¢nost relacie (M vyplyva bezprostredne
z jej definicie. Nech a2(M)Yb, b#(M)c. Potom intervaly {e¢nb, au b).
<bne,buc) sa daja zlozit z intervalov mnoziny M. Oznaéme a nb n ¢ = p.
avbuc=g¢q. Nech ¢, =bnc. KedZze (anb)yncy,=p. (aub)nc, =c.
z podmienky (V) vyplyva, ze aj interval {p.b n ¢) sa da zlozit z intervaloy mno-
Ziny M. Dualnym postupom sa dokéaze analogické tvrdenie pre interval (h U ¢, ¢).
Interval {p,¢)> sa d& zlozit z intervalov {p.bncd>. <bne,bu ), <buc g).
teda aj z intervalov mnoziny M. Zrejmcje p S ane¢ < au ¢ < ¢. Z toho a z pod-
mienky (E’l) dostavame, 7¢ {a n ¢, a v ¢) sa da zlozit z intervalov mnoziny M.
teda a#(M) c.

b) Nech aZ(M)b, nech ¢ je Tubovolny prvok svizu S. Utvorme u = a n b.
v = a v b. Z definicie relacie #(M) vyplyva, Ze interval {u. v> sa da zlozit z inter-
valov mnoZiny M. Potom podla podmienky (V) aj interval (s U ¢, v U ¢) sa da
zlozif z intervalov mnoziny M. Dalej plati u uc < (auc)n(bue) £ (auc)C
u(buc) =< vue. Z podmienky (V,) teda vyplyva, Ze a U cA(M)b U ¢. Tvrdenie
pre prienik sa dokaZe dualne.

Nech M je mnoZina intervalov svizu S. Zavedme nasledujice podmienky:

(V) Ak La,b>e M, xe<a, by, potom intervaly {a.x), {x,b> sa daji zlozir
z intervalov mnoZiny M.

(V) Ak La,by e M, ¢ > a, ¢| b, potom interval {c,b U ¢) sa dd zloZit = inter-
valov mnoZiny M.

(V3) Ak La,bye M, ¢ < b, ¢|a, potom {anc,cy sa da zloZif' = intervalov
mnoZiny M.

1.2.4. Nech M je mnoZina intervalov, spliujiica podmienky (V{), (V3). (V3).
Potom M spliia podmienky (Vy), (V). (V).

Dokaz. a) Nech interval <{a,b) sa da zlozit z intervalov mnoZiny M. Nech
a < ¢ £ b. Dokazeme, Ze interval {c,b) sa da zlozit z intervalov mnoZiny M.
Ak a = b, je tvrdenie trividlne. Nech sa interval <{a, b) da zloZit z intervalov
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Lo 0, [, ={a_,.ayeM (i =1,....n). Dokaz urobime indukciou vzhladom
na Cislo n. Ak n = 1, tvrdenie vyplyva z podmienky (V). Predpokladajme, Ze tvrdenic
plati pre n — 1. Nech ce<a, by. Ak ¢ = a,, t.j. ce<a,, b), vtedy tvrdenic vyplyva
¢ indukéného predpokladu. Ak ¢ < a,, potom ¢ € {a,a,) a podla podmicnky (V)
imterval {c.ay)y sa da zlozit z intervalov mnoziny M. Zrejme potom aj <{c¢, by sa
da zlozit z itervalov mnoziny M. Ak ¢|a,., potom podla (V,) interval {¢, ¢;>.
kde ¢, = a; ue, sa da zlozZif z intervalov mnoZiny M. Prvok ¢, < b, teda
¢y ela; by, Interval {ei,b) (na zaklade indukéného predpokladu), a potom
aj interval e, by, sa daja zloZit z intervalov mnoZiny M. Tvrdenie pre interval
La. ¢y sa dokaze dudlne.

b) Spiacnic podmienky (V,) dokaZeme opit indukciou. Prvy krok (ak {a, b)> € M)
je zreimy z (V3). Predpokladajme, ze podmienka (V) je splnena pre intervaly, ktoré
sa daju zlozit z m intervalov mnoziny M, I < m < n — 1. Nech {a, b) sa da zlozit
s iintervalov mnoziny M, ¢ > a, ¢ | b. Zrejme alebo a; < ¢, alebo a, | c. Ak a; < ¢,
tvrdenie je jasné z indukéného predpokladu. Ak a, | ¢, potom z podmienky (V)
dostavame, Ze (¢, a, U ¢) sa da zlozif z intervalov mnoziny M. UvazZujme interval
Cay. by a prvok a, U ¢ = ¢,. KedZe b | ¢, musi by( alebo b | c,, alebo h < ¢,. Plati

huce, =bu(a,uc)y=0bBua)uc=>hbuc Akc,|b,zindukéného predpokladu
vyplyva, Ze interval (¢y, b U ¢> = {¢;, b U ¢) sa da zlozif z intervalov mnoziny M.
Ak ¢, > b, potom ¢, =buc¢, =buc. V oboch pripadoch (¢, hu ¢) sa da

slozit z intervalov mnoziny M. Splnenie podmienky (V) sa dokaze dualne.

1.2.5. Veta. Nech S je lubovolny sviz, nech M je mnoZina intervalov svéizu S spl-
najuca podmienky (V), (V3), (V3). Potom reldcia #(M) je kongruencia na S.

Dokaz vyplyva z 1.2.4, 1.2.1 a vety 1.2.3.

V nasledujtcej vete predpokladdme, Ze A je Tubovolna (ale pevne vybrand)
mnozina intervalov svdzu S. Nech v e 4. Nech A(v) je mnozina tych intervalov
z mnoziny A, ktoré sa anuluju v minimalnej kongruencii R(v). V nasledujicich
uvahach pouZijeme vetu, ktora urcitym sposobom popisuje mnozinu A(v).

1.3. Veta. Nech v je (pevne vybrany) interval svizu S. Nech Bc A je mnoZina
intervalov svdzu S, pre ktory plati

reB,

@ { ue B> vSPu,

(h) B spliia podmienky (V3), (V).

(¢) B spliia podmienku (V),

(d) ak sa interval ue A dad zloZit z intervalov mnoziny B, potom u e B.

Potom je

a) R(v) = A(B),

b) B = A(v).

Dokaz. a) Zrejme R(v) £ #(B). Nech x#(B)y. Potom {(xny, xuy) sa da
zloZit z intervalov /,, .., I, kde I; = {x;,_,;,x )€ B (i =1, ..., n), teda podla (a)
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v Zovety L vyplvva x nop Ry vy Z toho na zakiade voiy 0012

l.SP<'\ﬁif| LIRS
dostavame xR(v) y.

b) Z podmienky (a) a vety 1.1 vypiyva, 7¢ Bo A(r). Nezh we »f(.")r:/!. Potom
z rovnost R(v) = #(B) vyplyva, Ze u sa anuluje aj v kongruzneii 2(8), teda o -a
da zloZit z intervalov mnoZiny B. Podla podmicnky (d) je we B.

Poznamka 1. Z predosle vety vyplyva: ak jo dany interval ¢ a mnozing |,
potem je mnozina Ba A, splitujica podmicnky (a), (h), (¢), (d), icdnoznacne uréena.

Poznamka 2. Nech A je minozina in:crvﬂov sviizu S, Neen sa Kazdy mmterval
svizu S da zlozif z intervalov mnoziny A. Nech R je kongruencia na S, necin A(R)
j¢ mnozina vSetkych intervalov pm!"mu. do A, ktoré sa anuluji v kongrucactt R,

Zrejme je kongruencia R jednoznacne uréena mnozinou A(R).

wr
N

ymbol S = FL(2 + 2) znac¢i volny suc¢in dvoch retazcov, z Kiorveh Kaidy
obsahuje 2 prvky. V [3] bolo dokézané, 7¢ diagram sviizu S méa tvar ako na obr. |
{oznadenic je oproii pract [3] ¢iastocne pozmenend). Nech A4 je mnoZina nasledujiivich
intervelov sviizu S (index @ prebicha mnoZinu victkych prirodzenych Cisely:

Qi Pivyd = pi.

PLCy=ua, D 0> =ua, ;. {Ac A = as .

P D> =bh. . (Cin Qi = Da 4, (Bi. Bioyo =Dy .
D AD = ¢, (ML, Wy =c . M3 =

(Ci By = {‘,i* (M V) =d, 5. My Vo =d

Vi ¥y = W R =,

(Vy, Wi =y, Vs i)y =,

Mo, M =y, Vo,V =0 W W =0y

CAW D =8y 4, DMy = xo

B V1) = ¥ (O My =1,

a duoalne:

VI AN Sagt s L
SV B2 = Vg (M, € =y

rvaly mnoZiny A, ktoré nic sd pryvointervalmi. nazyvame hminymi inter aln,

Zrejine hardy interval sviizu & sa dé ziozit z intervalov mnoziny .
V odeskoch tohto paragrafu volime za ¢ \cdnoilivé intervaly mnoziny 4 a cheeme
k nim najst prisluSnd mininidinu kongruenciu R(v). K tonmiu staéi urdit mmozinu A(r).

teda mnoZinu tych intervalov z mnoziny A, ktoré sa anulujd v kongruencii R(r).

* Ak X [, ¢ A, potom dudlnym interviadom ku x rozumieme interval v - F'0 L0 o o
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Vo victkych odsekoch postupujeme tym spdsobom, Ze udame mnoZinu B a pre-
verujeme, ¢i st splnené podminky (a), (b), (¢), (d) z vety 1.3. Ak mnoZina B obsahuje
len prvointervaly, potom je pre B zrejme splnenda podmienka (c). Na vySetrenie toho,
¢i je splnena podmienka (d) z vety 1.3, stadi sa obmedzif na limitné intervaly u e 4
zloZzené z intervalov mnoZiny B, pretoZe ak u e A, je prvointerval zloZeny z inter-
valov mnoZiny B, potom zrejme u € B. Ak ma byt limitny interval u zloZeny z inter-

valov mnoziny B, musi mnoZina B obsahovat aspofi jeden limitny interval. Kvoli
zjcdnoduseniu pre v = (X, Y) zavedme eSte oznacenia:

Xw)={C:CeS,C>X,C|Y},
X@)={C:CeS, C<YC|X]}
nech dalej Y(v) znac¢i mnozinu tych intervalov ¢ € A4, pre ktoré plati t<{(C,C U Y)
aicbo 1={C"' n X, C’>, kde Ce X(v), C"e X'(v); SP(v) zna¢i mnoZinu tych inter-
valov z mnoziny A, ktoré su slabo projektivne k intervalu v.
Pre dand mnozinu B, pre ktor bude vZdy platif v € B < A, mame teda preverit,
¢i pre kazdé u € B platia vztahy
(a,) ue SP(v),
(b)) Y(r) < B.

Ak B obsahujc asponi jeden limitny interval, preverime tieZ podmienky (¢) a (d)
z vety 1.3,

2.1. Nech v = p;. Nech B je jednoprvkovd mnoZina {p;}. Potom B = A(p)).

Dokaz. Podmicnka (@) je zrejme splnend. Lahko sa preveri, Ze mnoZiny X(p,),
X'(p;) st prézdne, takze

(2.1 Y(p) =

teda Y{(p,) < B.

2.1.1. Dualne sa dokaze A(p;) = {pi;.

2.2, Neeh v = a, ;. Plati (2.2.1.) ay ;Ta, ;Tas ;; z toho na zaklade vety 1.1.1
vyplyva A{ay ) = Ala, ;) = A(ay_ ). Ozname tato mnoZinu A(a;).

2200 Neeh B = {a, ;i 20 Proivais 1o Pivaes Pivaisr ) (K =1,2,3:6=0.1,2....).
Potom .3 = A(a,).

Dokaz. a) Nech we B. Mame dokazal tvrdenie: we SP(a, ;). Postupujeme
indukciou vzhladom na &islo 7, vystupujice v ,,indexe prvku u. Zo vztahu (2.2.1)
vy 71\\ va, € SPa, ;) (k= 1.2, 3). Intervaly p;. b, ;. st podmrozinami intervalu
DDy > Tas ;. takze p;. [),_,H € SPa; ;). Dalej plati b, ;4 Tby i Ths ;4. teda

u] b i1 €SPay, ,)(/\ 2, 3). Intervaly p,,,, a, ;- st podmnoZinamiintervalu {C;, ,
Ci 2> Thy iy, preto ticZ patria do SP(a, ;). Tym je tvrdenic pre t = 0 dokazan¢.
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre 1. Potom by ;. 5, € SP(a, ;). Interval b3 ;42,44
VT (Ciinir- Cisagryy- Ztoho vyplyva ay ;4541 € SP(ay ). Dalej pri dokazovani
tvrdenia pre 1 + 1 postupujeme analogickym sposobom ako pri prvom kroku.

8 Matematicko-fyzikalny Cas. XII, 2 113



by Nech u =a, ; =<(P;,C;y (j=i+20=0 12 Poem Ma ;)=
=D, A;}.Plai D; O C; = Q. (D;.0D =ay ;. A;w Cp= A o0 =
= a, ;. MnoZina X'(«, ;) je prazdna. Teda
Yia, ;) = ias ;. ds, ;- (2.2.2)
Nech u=a, ;=(D;,0;> (j=1i+2t1="01.2,..). Plati X(a. ;} = ;.
A0 0= A5, {A;  Ajy > = ay ;. Dalej je X'a, ;) = {C;]. pricom 0 Dy =
= P;, {P;, C;> = a, ;. Potom
Yy, ;) = {ay ;. a5 ). (2.23)
Nech w = a3 ;= (Aj, Ay (j=10-+ 20 1 =0.1.2,...). Potom X(a; ;) = 0.
X'ay ) = {Djsy.Pjyi,0;,C;}. Ak C'e (D, Py, Q). potom C' 4. = D,
a kazdy interval 1€ A, t=<{D;, C’) je obsiahnuty v mnozinc {a, ;,.p;. by ;. ;.
Dalej plati CinA; =P;.(P;,C;> =a, ;. Teda

_f )
Y(a, ;) = ay j.az ;s Pj~ by i (2.2.4

Nech u=b,; (j=i+2t+1; t=0.1,2,...; k=12 3). Analogicky ako
pre a, ; sa dokaze
Y(bl,j) = {bz.j-b3.j},
Y(bZ.j) = {bl.j~b;s.j}s (2.2.5)
Y(bs.)) = {by,j-baj Py, jin}-
Nech u=p; (j=i+1t t=0,1,2,...). Podla (2.1.1) Y(p;)=0. Z toho
a z (2.2.2)—(2.2.5) sme dostali, 7Ze pre ue B je Y(u) < B.

2.2.2. Dualne pre v = a} ; plati

A@@) = {a; iv20 b iv2iers Pivy (kK =1,2,3:1=10,1,2,..)), (pouzivame ozna-
Cenie A(a)) = A(ay ;). k = 1,2,3).

2.3. Nech v = b, ;. Plati

bl,inz,ins,ia (

8]
.
.

teda A(b, ;) = A(b, ;) = A(b;, ;). Ozname tato mnoZinu A(b;).

2.3.1. Nech B = (b i 20 @ ivasrPivyy (k=123 1=0.12 ).
B = A®b)).

Potom

Doékaz je analogicky ako v 2.2.1. TaktieZ dualne plati:
2.3.2. Ak v = b} ;, potom

A(bé) = {bI:,i+2r> al:',i+2r+l 5 pi’+t} (k=1,2,3;1=0,1,2, c), [Pouzivame ozna-
Cenie A(b;) = A(b,:.,,.), k=12 13]
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2.4. Nech ¢ = v, . Plati
AN AU (2.4.1)

teda (v ;) = Ay, . Ozname tito mnoZinu A(x,).

241 Nech B = (X1 ivis Vidivists Qv Puiivioys pige (0= 120k =1,2.3:
1= 0,12, ... Potom B = A(x;).

Dovar, o)y Zrejme X ;€ SP(xy ) (/= 1.2). Intervaly x, ;4,, a3 i+, s pod-
mnozinami intervaiu vy, takZe patria do SP(x, ). Intervaly X, ;40 Pive> d2.i4 -
Ay icoire Privis e Yoivesr patria de SP(xy ), pretoZe su podmnoZinami inter-
valu v, ;. Kedze a, ;€ SP(x; ), potom podla (2.2.1) a; ;€ SP(xy ;). Dalej plati
Yo Ty oy,. intervaly ¥y iiioy. b3 iveeq SO podmnoZinami y; ;.. teda tiez
patria do SP(x, ;).

b) Nech w =, ; =<4, W,> (jzi). Potom X(x, ;)= X(x ;)=

J
= 1Ciire Qjire Piviiis Dysiors Myl (1=10, 1,2, ..). NechC' € {Q;1, Pjiri1-
Diviii Cioyoy. My} Potom C'n A; = D;. Lahko sa presved¢ime, Ze kazdy
interval 1€ A, r={D;.C’> jc obsiahnuty v mnoZine {az,jﬁ,pjﬂ.a,,_”,ﬂ.
Dijsivi~Xajare Vo jeee1y (0= 1,2:1=10,1,2,...). Pre prvok C; plati C; n A; =

= P, (P;,C;> = a, ;. Uhrnom sme dostali

y(-\'lﬂ,-) = {(Ik._,'+nb1_j+x+1-l’j+n ~\’2.j+n)’z.j+r+1} (=12,
(2.4.2)

teda Y(x, ;)< B. Nech u = x, ; = (D;, My). Potom X(x; ;) = {A4;:., Bj11s1)-
Plati A;., U M, = W, a kazdy interval re A, t = {A;,,, W) je obsiahnuty v mno-
Zine {Ny Gy i) Bivo1 WMy =V, a kazdy interval te A, tc (B, yy, Vi)
je obsiabnuty v mnoZine {¥; ;i 41, b3 j 44} Plati X'(x; ;) = {C;}; C;n D;j = P,

(P;.C;> =a, ;. Teda
Y(xy, ) = {xl,j+z~ A3sj+is Vi j+e+1s by, jrr+1, al,j}- (2.4.3)

Zreyme Y(xz,j) c B.
Nech w =y, ; (I=1,2,; j=zi+ 1). Analogicky ako pre u = x,; by sme
dostali .

Y(y. ;) = {bt.jH- A jri+1s Pites V2, j+eo xz,j+t+1}’ (2.4.4)

— Y
Y()’z.j) = {yl.j-H- bs.j+n Xq,j+e+1293, j+1+15 bx‘j;,

teda Y(y, )= B (I =1,2). Nech ue{p,,a ;, by j+1f (k=1,273; j=i). Zo
vztahov (2.1.1), (2.2.2)—(2.2.5) zistujeme, ze Y(u) < B.

¢) Nech interval ue B je limitny, t. j. u€{x,ite> Vi ites1) (=1,2; £ =0,
[,2,...). Bezprostrednou previerkou lahko zistime, Ze Tubovolny interval, ktory
jo podmnoZinou tychto limitnych intervalov, da sa zloZit z intervalov mnoZiny B.
teda podmicnka (c¢) je splnena.
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d) Nech we 4 je limitny interval, ktory sa da zloZit z intervalov mnoziny B.
Potom u musi obsahovaf ako podmnoZinu nicktory z intervalov v, ;. v, .,
(I=1,2, j=i). Dokdzme, Ze u € B. Ak u obsahuje x; ;. potom interval v moze
byt zloZeny z intervalov patriacich do mnoZiny {a; ;...\ ; (¢ =0.1.2....),
teda u =x; ;4, ¢ =0,1,2,...). Zrejme ue B. Ak ue 4 obsahuje x, ; {(j= ).
potom u mdZze byt zloZeny jedine z intervalov mnoZiny {a, ;.,.by ;oicq. X2 )
(k=1,2;j=2i,t=0,1,2,...). Z toho zrejme vyplyva v e {x, ;i 320, < B.
Ak u e A obsahuje interval y, ; (resp. vy, ;) j = i + I, tvrdenie sa dokaZze analogicky.

Dualne plati:

2.4.2. Nech v = x| ;. Potom A(xy ;) = A(x3 ;). Oznaéme tato mnoZinu A(x}).
Dalej plati A(x) = {X] it Vi ivee12Pives Triites bivier) (U=1,20 k=1.2.3:
t=0,1,2,..).

2.5. Nech v = y, ;. Potom A(y, ;) = A(y, ;). Ak oznalime tGto mnoZinu A(y,).
vedy  A) = ic e Yoiver 0 Pive biiv e @ieery (0=1.2.30 k=1
t=0,1,2,..).

DokaZe sa analogicky ako'pre v = x ;. TieZ duélne plati:

S 2l

25.0. Ak o=y, potom AD = (e N Pie e Dl o @i
(=12 k=123, 1t=01,2,...). [Pouiivame oznalenic A(y) = A ;.
1=1,2]

2.6. Nech v = r,, nech B = {r;}. Potom B = A{r,).

Dokaz. Zrejme r, € SP(r;). MnoZiny X(ry), X'(ry) st prézdne. takze

Y{ry) =0, (2.6.1)
teda Y(r) = B.
Poznamka. Analogicky ako v (2.6.1) ic
Y(r,) = Y(r}) = Y(rs) = (). (2.6.2)

Rovnakou dvahou ako v 2.6, dostavame pre intervaly r-. iy .15

2.5.1. A(r,) = [r,},

2.62. Alr) = {r/} (I =1,2).

2.7. Nech v = my. Plati m T m,. takZze A(n,) = AGn,). Oznadine (G0 ionc-
inu A(m).

274, Nech B = {m,,ms}, pplom B = A(mn).

Dokaz. Podmienka (a,) je zrejme splnenda. Neoch w = miy = (b, 1. Potom
X)) = {V5), WyoVy = W3, (Vy, Wi> =m,. MnoZzina X'(my) je prazdna,

takze
Y(my) = {m,}, (2.7.1)



teda Y(m) < B. Nech u = m, = {V5, W,). Potom X(m,) = @, X'(m,) = {W;}.
pricom Wi n Vy = V., (V,, W3> = my, teda

Y(m,) = {m,}. (2.7.2)
Zrejme Y(m,) < B. :

2.7.2. Rovnakym postupom ako v predoslom odseku sa dokaze:
A(m') = {my, mh)}
[pritom A(@m’) ma analogicky vyznam ako v 2.7.1].
Dokaze sa analogicky ako 2.7.1.
2.8. Nech ¢ = /. Lahko sa presved¢ime, Ze plati
hyThy Thy Thy Thy Thj, (2.8.11
takze A(hy) = A(h,) = ... = A(h3). Oznaéme tito mnoZinu A(h).

2.8.1. Nech B = {h; hyrp,rp (i =1,2,3:j = 1,2). Plati B = A(h).

Dokaz. a) Ziejme h;, hie SP(hy). Dalej plati r, <<V, . V,) Th,, teda r, €
e SP(/i;). Podobnym postupom sa presvedéime. Ze je ry, ry, iy € SP(h,).

b) Pre u=hy =My, My> je Xh) =V, Vo, Wi, M{, W,, Wy, Vil. Ak
Ce V.V, potom Cu M, = V5 a kazdy interval te A, r={C, V;) je cbsiah-
nuty v mnozine {r,, h,}. Pre prvok Wj plati Wy o M, = W, (W5, Wi> = h;.
Pre prvok M, dostavame M{ U M, = My, <M{, M;> = h{. Ak Ce{W,. W,|.
potom M, U C = Wy a kazdy interval 1 € A, t < {(C, W3 je obsiahnuty v mnoZine
{ry iyl Dalej Viu M, = V,, (Vi, V3> =h;. Mnozina X'(h,) je prazdna.
Uhrnom sme dostali

Y(hy) = {ri h; ki r} e B (j=2,3;i=1,2,3).

AR u=hy = {1, V), potom X(hy) = {W3, M{}. Plati Wj U Vs = W;.
W WSy = hy: MU Vy= M. (M{, M =h{. Mnosina X'(hy) = {M,.
My Vy= M, (M, M;> =h,. Potom

Y(h,) = {hy, hy, Iy} < B.
Nechu = iy = (W5, Wiy, Potom X(hiy) = {M{}; M{ U W, = M,;{(M{, M)

= 2/
=Ny, Dalej je X'(hy) = {Vs5, M,}. Plati Vyn Wy = V,. (V,, V3> =h.:
My W= My (M. M) = h,. Z toho

Y(hy) = {h{.h, . h,| < B.

Nech we (hi} (i = 1, 2. 3). Duélne ako pre v € {h;} sa dokaze, Ze prisluiné mnoziny
intervalov ¥Y(u) si podmnoZinami mnoZiny B.

2.9. Nech ¢ = ¢, ,. Plati
2 Tep  Te;Te[ Tel T (i=1.2.3,...). (2.9.1}

teda A(e, 2) = A(c, ) = ... = A(c}). Oznalme tGto mnoZinu A(c).
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29.1. Nech B = B, U B, u By, kde

— » . ! N
By = {cLin ¢y e ¢,

= : .
By = {Pis broiwrs ty iy Viivns Nacivas Ty I
By = {x:x dudlne k inteicelom mnoZiny B, (1= 1.2.3:k = 1,200 = 1,23, 3.
Potom B = A(c).

Dokaz. a) Tvrdenic ¢, ,

podla (2.9.1). Mech 7 jo (pevne vybrand) nrirodzend Cislo. Pri

€ SP(e, ) je trividine. intervaly v e

mnoziny B, pairia do SP{e, -y vyideme z intervalu ¢, Ked7e

mnterval p, je pedmnozinon satensvalu (G0 A, Tep plad pre S

[ i

LRI T 1 PR p:,)kl!'.?‘.!‘.‘i?'ﬂlf;] wiodntervaiu By MDD oo ke s, 0
ary € SP(ep o). Poron viak do SPe s) musin pateit of intervaly 2 oiozin e )
v ) A(m)y; tedn pm_i%’f} .3.5.. 26, 270 ay intervaly by Vo Ve

Cfho= 1,20 !’2,3‘; sty omooziny SP(¢ o). =y M T
1cd:1 roa 8Pep L) Unrnon siee dostali, 2o 8, < S ¢ ai o
rovinkou Gvaheu by sme du‘ zodi, s By SPe, ).
D) Mech w = Cuo = f’\M~ Wiy, Eabka sa presvedSime, 7o Ao, o= D0 00
i, i,!".{, Jo W, WA G 10203, ). Myodostioame o v
N M: ) = ey Neeh Ce DV 0L W Potom C iy = V] 0 Rar o
interval e Ay je oosiabnuiy v mnoZine ‘, CoroLel g Neeh (e

Wl W !-‘otmm Cu Wy o= My kazdy intervai re A fa (C M D 0 obsiain
v omnezine {my, i, ¢pare Gstivejd ebte prvky A pre ticto plati o = Dy

V.
CAG, DD == ¢p (0= 1,2.3,..0. Daley je X'(ep )= 14,0 (=122 ) Plad
A, v My = D, (D, 4; = ;. Uhrnom sme dostali

’ ’ ’

V(e 5) = 1 (o ¢ Clon € Chabi Iy i iy = B

Neeh i = ¢y g = (M. W), Potom Xw, Y= VL WL T A = A,
Ak Ce V4, Wi W), potom Cu Wy = My a kazdy intenvai re A, 1o CCo Mo
jo obsighnuty v mmno#ine {n1,, ry, <';_‘3, Pre A plati A7 0 Wy = D (AL DD =
(; = 1,23, ). Dalej jo X'(ep ) = {Wo WA (= 1,23 ... Pio Ce il

1 plati C NM, = M,a ka/d/ imcrval te At (M, C"je obsichinuty v mno-
zine e, 5.5} P_rc cplati A, 0 M, (D 4> = ¢,. Uhinom sme dostali

Y(e, ) = l¢i e 2z ( My by, Tyl < B

Nech v = ¢; = (D,, ApD. Pomm Y((-, D=ACi s Pivisis Divioy Gy o Mo,
My By Vi Ve Wil Vel Wi WL AN (1= 0.1,2, . j = 1.2.3...). Nech
CelQiviy Pivivir Divigilh potom CUA =A,,,., a kazdy intenval e A,
t<{C, Ay, 4y Je obsiahinuty v maoZine {piy . Dy iy irrs Civern)- Pre prvok Cponys
dostavame Ciyp, U d; = A, ,,, a kazdy interval 1e A, 1 = {Ciyy oy Ajop20 IS
obsnahnuty v mnozinc 1/72.,.,,,,._,, Piviiir Biivieas Civrsal. Dalej M, »1 =1,
LW, > - cL LMy UA = W (M WD = e, Ak Ce !B, -

(t .2,.0). potom Cu A, = M{ akardy interval 1€ 4. i<« ('. Yy
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je obsiahnuty v mnozine [y, iy i. Paiviere Py, cp g (0=0,1,2,.0). Ak
Ce (V. Wi, Wi}, potom Cu A, = M a kazdy interval 1€ 4, 1< {C, M3> je ob-
siahnuty v mnoZzine (-, r,, ¢/ ). Pre prvky Aj plati 470 A; = D}, (A}, D)) = ¢;
(= 12,30 Dalej X'(cp)= {4, ((=1,...i—1). Plati 4,n D; = D, {D,,
A,y = ¢, Uhrnom sme dostali
o) = {('la Civrgr-Cppe ",;,Ju (; Pices Daivears Viiviet

iy (=00 0=t =0,1.2....; k=012, j=01,2,..., n1 =12 3).
Moezing ¥{c¢;) ic podmnozinou mnoziny B. Dualnc by sme dokazali. Z¢ mnoZiny
Y(e; 5. Vel o, Yie) st podmnozinani mnozZiny B.

Pro e £, podla (2.1.1), (2.2.2)—(2.2.5) (2.4.2)—(2.4.4), (2.6.1), (2.6.2), (2.7.1).
(2.7.2y dostévarae Y(u) < 5. Analogicks tvedenie plati pre intervaly z mnoZiny By.

¢) Nech mterval # e 3 je Hontny, teda

HE N fras Fevio 1o Y2 Very ) (K= L2000 =1,2,3...)

Besprostredaou previerkou nahliadneme, Ze Tubovolny interval 1, kiory je podmno-
saon intenaiu ¢, da sa zlozif 7 intervalov mnoZiny B.

) Nech ze A4 je hmitny interval zloZeny z intervalov mnoziny 2. Dokazensc.
7ooa< B Zraime limiiny interval o musi obsahovat nicktory interval mnoZiny

(b =1,2;i=12273 ...

0\ , v )
VR k2 Vi s N ey Mgy 4

i+ 2), potom moze byt zlozeny jedine z intervalov
3,

\

\
it

AR u obsuhuie mierval vy (F
5

L)y teda w= Xy, (= 1,230 Zrejme

MNOZINY Gy . X (T= 1.2,
uc B Ak o obsahuje intervai v, ; (j = i 4 2), potom interval u moze by( zloZeny
jedine 7 intervalov mnoZiny {ay ;0. by vy, Yy ) (K=1,2; i=1,2,3,..), teda

UC Yy ivvs Vo) < B Analogicky sa dokaze splnenie podmienok (d), ak ue A
itk =1.2; 72 i+ 1), alebo dualne intervaly k pred-

obsahuje limitny interval p,
chadzajucim oy (K= L2072 7+ 1)

L. Neeh o= d, . Plad d, ,Td, (TdTd] ,7d] Td] (i=1,2.3,..), teda
A ) = Ald ) = = A, Oznaéme thto mnoZinu A(d).

2.10.8. Nech B = B, U B, U By, kde By = {d, ., d;, d i, di}, By = {p;, a;.ir¢,
By o Nt Veitos Fes M. By = {x:x dudlne k intervalom mnoZiny B,}
(/== 1,2,3: K=1,2;i=1,2,3,..)). Potom B = A(d).

Dokaz je analogicky ako pre v = ¢, ,.

§3
Pouzivame rovnaké oznacenia ako v §2. Vysledky §2 zhrnieme do nasledujucej
vety:
3.1. Vcta. Plati:
a) A(p) = {pi.
A@) = (@ 20 b isniers Piveg (K= 1,2,3;10=0,1,2...),
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A(b) = ‘{bl;,i+z.~. ai;,i+21+1sl7i+r} (k=1,2,3;1=0,1,2,...1.
AN = (X g Viives s Pives Qives by iopay)
(/=12 k=1,23;1t=0,1,2,..),
A = Wi Xiiver o Pive biivas A ivrs )
(I=1.2:k=1273,1=0,1,2, ...,
A(r) = {r;) (I = 1.2),
Am) = {m)} (I = 1,2).

b) Pre mnoZiny A(py), ..., A(m’) platia analogické rovnosti,
cj Ah) = {h, hi,r,or}y (k=1.2,3;1=1.2).
g = . _ U
A(cy = B, U B, u By, kde By = {c, . ci. ¢l . i),
By, = {pio biivys Grivas Viivas Neivz- P B By = (X 0x dudlne Ko inrer-
valom mroZiny B, (1= 1,2,3, k =1,2; i =1.2.3,...).
Ald) = By O By By, kde B, = {d; . di.df  d]}. By = {poag. o D s.
Neivis Voiva- Fee ), By = {31 X dudlne Kk iantervalom mmoZiny B, (I = 1.2.3:
k=1.2:1=1273 ...

3.2. Nech R, R, su lTubovoiné kongruencie na S. Potom R, < R, vicdy a len
viedy, ked A(R,) < A(R,). A(R,) + A(R,).
Tvrdenie je zrejmé.

3.3. Medzi kongruenciami R(r), v € 4 platia tieto \ztahy (index 7 prebicha mno-
7inu vsetkych prirodzenych Ciscl):

R(p;) < Rla).* R(p,) < R(b;). (3305
Rb,.) < Ra). Ria.,,) < Rb,). (3.3.2)
R(xi\ ) < R(x). RO, < R(ro). (3.2.3)
R(yisq1) < R(x).  Rlx;o)) < R(»)), (3.2.4)
R(a;) < R(x;). R(b,) < R(y)). (3.3.5)
R(r) < R(l). [ =12 (2.3.0)
R(p,) < R(c), R(y,) < R(c). Rir)) < R(e). (3.2.7%
R(py) < R(d), R(x,) < R(d). R(r;; < R(d). (3.3.8)

AK v,. ;€ A. R(ry) < R{v,), potom tento vztah moéZeme dosiat 7o vztehon (3.3.1)
az (3.3.8), alcbo z analogickych vzfahov tykajtcich sa dudinveh intervatos. pomoco
tranzitivnosti relacic kongruentnosti.

Dokaz vyplyva z 3.2 o 3.1.

Zavedme nasledujce oznacenia:

R, = (R(a;), Rb, . )} (i =135 ).
R, = [R(b). Rla;s )} (i=1.35 ).

Dk i, 2, 3; analogiciy v dalsich pripadoch.

* Pifeme Riap) namicsto Ry,
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R,
R,

{R(x)} (i=1,2,3,..),
(R(y)} (i=1.2,3,...).

Il

’ v s ’ . ~r R L — o
Pre prislusné dualne intervaly pouZivame oznacenie Ry, R;, R}, R}.

Nech R je mnoZina vSetkych kongruencii tvaru R(v), ve A, ¢ + p;, v % p;.
i=1,2,3,.... nech R' je mnozinovy su¢et mnoZin R,, R}, i=1.2.3,4, R*> =
= R — R".

3.4. Nech je (1.2, 3,4}. Nech NCI%. N == . Potom N obsahuje najvicsi
pryvok.

Tvrdenice plati podfa (3.3.2), (3.3.3).
Analogické tvrdenie plati. ak NcR;. N =+

3.5. Veta. 4k R = U R;, kde {R;} <R, potom R je zjednotenim konecného poctu
kongruencii = mnoZiny {R;}.

Dokaz. Ked%e R = R' U R? a ked7e R? je kone¢na mnoZina. vietky prvky
7 {R;\. s vynimkou koneéného poétu patria do R', t. j. do niektorej z mnoZin
N; =R, n{R;}. Nj = R;n{R;}, j=1.2.3.4. Tvrdenie vyplyva teraz z 3.4.

3.6. Veta. Nech R je lubovolnd kongruencia na S. Potom R = R, U R, . pricom R,
je ziednotenim konecného poctu kongruencii parriacich do R a R, je zjednotenim
wrcityeh kongruencii taru R(py). R(p)).

Dokaz. Nech 4, je mnoZina vSetkych intervalov p;, pi, i = 1.2, 3. ..., ktoré sa
anuluju v kongruencii R, nech A, = (A(R) n A) — A,. Zrejme plati R = R, U R,,
kde Ry = U R(v), R, = U R;(u), pricom v prebicha mnoZinu A, a u prebicha
mnozinu A,. KedZe -{R,(u)}CE, je poedla 3.5 R, zjednotenim konecného poctu
kongruencii z mnoziny {R,(v)}. Tym je nase tvrdenic dokazané.

V' nasledujucej vete pouZivame rovnaké oznacenia a predpoklady ako v od-

scku 3.0.

3.6.1. Nech Ay = {h, omy, e (P=1,23:1=1,2). Ak A, — A, je
neprdzdna minoZina, potom mozZeme volit R;. R, tak, Ze R, je zjednotenim konecného
poctu kongruencii R(ir), ue A,.

Tvrdenic vyplvva zo vzfahov (3.3.1), (3.3.2). (3.3.9), (3.3.7), (3.3.8).
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