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Matematicky €asopis 18 (1968), No. 2

0 JEDNOM TYPU MULTIPLIKATIVNICH SVAZU

BOHDAN ZELINKA, Liberec

G. Birkhoff [1] definuje pojem multiplikativniho svazu (kratce m-svazu)
nasledujicim zpisobem.

Multiplikativni svaz (kratce m-svaz) je svaz s bindrnim nasobenim spliujicim

abVec)y=abVac, (aV b)ec=acV be.

Souéasné v [1] je vysloven problém &. 92: rozvinout teorii m-svazi, v nichz
soudasné plati i

abANc)=abAac, (aADbc=acA bc.

Takovymito svazy se zabyval A. C. Choudhury [2]. Zde uvedeme nékteré
dalsi vysledky této teorie za pfedpokladu, Ze nasobeni v takovémto svazu je
asociativni a komutativni. Takovyto m-svaz L je tedy souéasné komutativni
pologrupou. Budeme mu ¥{kat mm-svaz. Nejprve budeme zkoumat cyklické
podpologrupy mm-svazu L.

Véta 1. Je-li A koneénd cyklickd podpologrupa mm-svazu L wvytvofend
prokem a, pak jejt perioda md délku jedna.
Dukaz. Predpokladejme, Ze by pologrupa 4 byla typu (k,d) (viz [3]),
d = 2. Prvky periody pologrupy 4 by byly a”, ar*1, ..., attd-1,
a-1 da-1

Utvoime vyraz b = ( \ at*) ( A a?*). Plati:

i-0 =0
d-1 d-1
b=V (@ A ).
-0 =0
Upravime vyraz v zavorce:
d-1 d-1 d-1
ah"l’i A ah‘{"] — A a2h+i+j — A ah‘l’j,
=0 j=0 j=0

ponévadz jde o d navzijem riznych prvka periody, tedy o vSechny prvky
periody. Je tedy:
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Z duality mezi operacemi V a A vSak plyne, Ze také

d-1 d-1 d-1
b = A ‘V abti —= V ahlti,
j=0 =0 =0
Plati tedy:
d-1 d-1
V att = A ar¥,
=0 j=0

tedy spojeni vSech prvki periody pologrupy A se rovni jejich priseku. To
vSak je mozné pouze tehdy, jestlize se vSechny tyto prvky sobé rovnajf, coz
je spor s pfedpokladem, Ze d = 2.
Nyni zavedeme pojem tiplného a o-tplného mm-svazu analogicky [1].
Rikédme, Ze mm-svaz L je Gplny, jestlize kazd4 jeho omezend podmnozina
mé spojeni a prusek, piidemz pro tato spojeni a priseky plati distributivni
zékon, tedy

a\ bu =V aba, a \ bsy= A aby,
kde « probihéd néjakou mnozZinu index.
Rikdme, %Ze mm-svaz L je o-iplny, jestlize toto plati pro kazdou omezenou
spodetnou mnozinu.
Méjme tedy dan o-uplny mm-svaz L, ptedpokldadejme, Ze obsahuje nulovy
prvek svazu 0 a jednotkovy prvek svazu I — tedy kazd4d jeho podmnozina
je omezena.

Véta 2. Necht A je cyklickd podpologrupa o-vplného mm-svazu L vytvortend
prvkem a. Pak plati

(=] o] Q0 (o)
V Aad= A V.
i=1 =i k=1 1=k

Pritom tento prvek je nulovym prokem vzhledem k ndsobent pro vdechny prvky
pologrupy A.
Dukaz. DokiZeme nejprve, ze jak \/ A o/, tak A V o jsou nulové
=1 g k=1 1=k
prvky pro vSechny prvky pologrupy 4 vzhledem k nisobeni. Budiz a™ prvek
pologrupy 4 (m je piirozené &islo). Plati

) o0 [+ o] @ e} e} o] e}
am V. Ad=V @ Ad)=V Aat=Y\ Ad
il jei im1 j=i il e in1 jemei

[~
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Jelikoz posloupnost { A a/}?, je neklesajici, spojeni mnoZiny jejich prvka
i=i
se nezméni, odstranime-li koneény poéet jejich &lent.

Tedy:
o0 s 2] -] e}
V Ao= A @,
=1 j=m+i t=1 j=t
[ee] o] o] @ 0 0
mV ANo=V A@=V Aw
=1 j=t i=1 j=m+1 i=1  §=j

0 e )

a prvek 'V A @ je nulovym prvkem pro vSechny mocniny a. Z duality

i=1  j=i

plyne, Ze rovnéz

ST
k-1 1k k-1 1=k
Utvofme nyni soudin:
vV ADA V= ALV Aa)(V a)]=
=1 j=1 k=1 I=k k=1 i=1 j=i 1=k
ANV Adll= A VIV Aaoy= V A a.
k=l 1k i1 i k=1 -k i-1  j-i i=l =i

Pouzitim duality bychom opét odvodili

A @)

=1 k=

al) = 7\ {O/ al.

s
>3
<s

[
<.

(

1=

=

1=

&
x
n

-
~
1

o

Timto je dikaz proveden.
Snadno bychom se také presvéddili, ze plati dalsi véta.

o =] o]
Véta 3. Proky o, \ af, N a* pro vdechna ptirozend i a prvek \/ A\ o
j=i k=i i=1 j=i
tvoft podpologrupu mm-svazu L.
Plati také dalsi véta.

Véta 4. Je-li A cyklickd podpologrupa o-iplného mm-svazu L vytvofend
prokem a a plati-li am < am+tn (resp. am > amin) pro nékterd pfirozend m, n,
pak podmnofina pologrupy A slofend z mocnin a s exponenty vét§imi nebo
rovnymi m a ndleZejicimi do téke zbytkové t¥idy modulo n je 1iplné usporddand.

Dukaz. Postupnym nasobenim vztahu am < am+7 prvky a», a27, ....
dostavame

am < aqmtr L gmt2n < gmidn < <L gmtin <L

Nésobenim tohoto vztahu postupné prvky a, a2, ..., a®~1 dostdvame
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am+l < gmintl < gmimmtl < < gmHntl <

am+2 < gminte < gmin+2 < <L gmtint2 <

agmtn—1l L gmt2n—1 L gm+3n—-1 < === <L gmt@E+hn-1 <L |

Exponenty kazdé z téchto posloupnosti nilezi do téze zbytkové tiidy modulo n
a jsou vétsi nebo rovny m. Piitom tyto posloupnosti zfejmé vyderpavaji
viechny tyto zbytkové tiidy. Oznaéme Ax podmnozinu sloZenou z prvki
amtk+in pro ¢ = 1, 2, .... a budiZ ax spojeni vSech prvku mnoziny 4. Uréime
soudin axa; (je ztejmé ax in = ar).

apay = v am+k-+in) (V am+1+in) =

i=1
© © ©
— V V a2m+E+i+{+)Hn — V a’m+tk+li+in — Oy lim -
=1 j=1 . =2

Utvofme nyni spojeni a prasek vSech ax a znasobme tyto vyrazy:

0

V @) (A @)

=0 i
Plati vsak také:

\.0/ ax) 7\
k=0 =0

>3
<s

[eo]
v ary —

Il
>3

Akt lym =

E>8

@ ©
Va=V a
=0

k=0

I
(=
Lol
(=]
~
Il
(=]
ol
|
(=]

>3
>3

-V

H
<s
>3

e o] ¢ o)
Okt lym = V A ap =
k=0 1=0

a.
k=0 1=0 k=0 =0 =0
© o]
Tedy A a1 = \ o, proto také vSechny a; jsou si rovny. Analogicky
1-0 k=0

bychom postupovali v piipadé am > am+tn,
Vsimnéme si nynf specidlné prvki 0 a 1.

Véta 5. Necht L je mm-svaz s nulovgm prokem svazu 0 a jednotkovym prokem
svazu I. Pak platt:

0<02<PB<....
I>12>13>....
Je-li L o-uplnyg mm-svaz, pak existuji proky 0 = {o/ 0, I® = ;{ I
Plati o nich: - -
0 <0° <I*»<It pror=1,2,....
Interval (0=, I°) je idedlem mm-svazu L vzhledem k ndsobens.

Dtkaz. Ponévadz 0 je nejmensim prvkem mm-svazu L, je 0 < 02. Z toho
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postupnym ndsobenim prvky 0, 02, 03, .... dostavame
0<0r2<r<0r<....
Analogicky bychom odvodili
I>I2 >3 >1* >....
Je-li a libovolny prvek svazu L, plati 0 < a, z éehoz plyne
0k <alkl <a20k2<....<ak
pro libovolné piirozené k. Analogicky bychom z a <1 odvodili a¥ < I%.

Proto je

0r < Ik,
Tedy také
0> =V 0 LI\,

i=1
Io= A Ik >0k
i=1

pro libovolné piirozené k. Z toho tedy koneéné plyne

0> =V 00 < A It = I~
i-1 i-1
Snadno bychom (analogicky dikazim predeslych vét) dokazali, Ze 0°0% = 0=,
I°It = I® pro kazdé k. Budiz nyni b € (0%, I*®), c € L. Mame:

be > 0%c > 0°0 = 0>,
be < I®c <I®] = I,
tedy bc € (0=, I°>.

Véta 6 Pokud existuji v mm-svazuw L proky 0%, I®, je prvek o = 0°I®
nulovgm prvkem mm-svazu L vzhledem k ndsobeni a je obsafen v intervalu
O®, I®}.

Dikaz. Mame (o = 00°I® = 0®I® = o, 0ol = 0*I®*] = 0*I® = 0. Je-li
nyni @ libovolny prvek mm-svazu L, plati 0 <a < 1. Z toho vyplyva o =
=00 <ao <Io=o0, to jest ao = 0. Ponévadz nulovy prvek pologrupy
nalezi do kazdého idealu, je o € (0%, I°>.

Dokazeme jesté dalsi vétu, ktera ukazuje souvislost mezi intervaly a pod-
pologrupami.

Véta 7. Uzavieny interval mm-svazu je podpologrupouw prdvé tehdy, jestliZe
druhé mocniny krajnich proka do ného ndleZeji.
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Dukaz. Budiz {(p, ¢ interval mm-svazu L. Nutnost podminky vyplyvéi
piimo z definice podpologrupy. Necht tedy podminka plati. Budtez nyni
aclp,q>, belp, ¢>. Ponévadi tedy p <a,p <0, je p? <ap <X ab. Ze vztahtu
a <¢q,b <qopét vyplyvad ab < aq < ¢2.

Je tedy ab € (p?, ¢*) < <P, P.

Diisledek. Uzavieny interval, jehof krajni proky jsow idempotenty, je pod-
pologrupou mm-svazu L.

Véta 8. Je-li interval {p, q¢)> podpologrupou mm-svazu L, je ji 1 kazdy interval
{pt, ¢ pro vdechna pFirozend ¢ a j.

Dukaz. Je-li {p, g) podpologrupou mm-svazu L, je p2 € <{p, ¢, q2 € {p, ¢,
tedy p < p2, ¢ > q% Z toho dostaivime, Ze pro k <1 je p* <p!, q*¥ > ¢’
Tedy p% > pi, ¢¥ > ¢f. Ze p' < ¢ a %e tedy interval {pi, ¢/) vibec existuje,
dokidZeme analogicky jako vztah 0¥ < I¥. Tedy p2% € {pi, ¢/>, q% € {pt, ¢/)
a tento interval je podle véty 7 podpologrupou.

Analogicky bychom dokazali dalsi vétu.

Véta 9. Interval {p, ¢ je idedlem mm-svazu L vzhledem k mdsobent prdvé
tehdy, je-li p0 > p, ¢I <q.
Z ni vyplyva opét véta.

Vé&ta 10. Budi {p, @) tdedlem mm-svazu L vzhledem k ndsobenti, Mnofina A
(resp B,resp C) proki a (resp b, resp. ¢) z intervalu {p, q) takovyjch, Ze a0 #* p
(resp. bl # q, resp. souasné c0 +#~ p, cI #~ q) je také idedlem mm-svazu L
vzhledem k ndsobent.

Dukaz. Budiz a € 4, r € L. Je zfejmé al > p, tedy ar0 > a0 > p, z toho
ar € A. Dikaz pro B je dudlni. MnoZina C = A N B tedy jako prinik dvou
ideala je idealem.

Budeme nyni zkoumat mm-svazy, které maji jednotkovy prvek vzhledem
k nasobeni.

Véta 11. Necht v mm-svazu L existuje jednotkovyj prvek e vzhledem k ndsobeni.
Pak 0 a I jsou idempotenty (pokud existuji).

Dikaz. Protoze 0 <e, je 02 < 0e = 0, tedy 02 = 0. Podobné 12 = I.

V takovémto piipadé ovSem 0 je nulovym prvkem vzhledem k nasobeni.

Zjistime nyni vzdjemny vztah nulového prvku ¢ a jednotkového prvku e
(vzhledem k nésobeni).

Véta 12. Existuje-li e a o, plati bud o = 0, nebo 0 = I, nebo e || o.

Dukaz. Je-li e <o, je el <ol, to jest I <o, tedy o= 1. Je-li e >o,
je e0 > 00, to jest 0 > o, tedy o = 0.

Nyni si v§imneme bliZe vztahu jednotlivych uzavienych intervalt mm-sva-
zu L. Jsou-li {p, ¢), {r, s) dva intervaly, budeme psat:
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{p, @ . <r, 8 = pr, ¢s),
<P,‘1>V<7a3>=<17/\7',qu>,
P ONL ) =L{pVr,gAs), pokudpVr=<gqgAs,

o, ONL =0 v ostatnich p¥ipadech,
<P, q> . ﬂ = ﬁ’

o, OV =<p, O,

<]7, Q> A 0= ﬂ,

0.0=0VO0=0A0=090.

Je ziejmy intuitivni smysl téchto definic. Soudin {p, ¢) . {r, s) je nejmensi
uzavieny interval obsahujici vSechny souéiny ab, kde a € (p, ¢, b e {r, ).
Spojdni <{p, g> V {r, s> je nejmensi uzavieny interval, ktery obsahuje oba
intervaly {p, ¢)> a <{r, s). Prisek {p, ¢> A {r, s) je mnozinovy prunik intervala

{p, O, <r, 8. Tentyz smysl maji operace i tehdy, jestlize néktery z intervala
je nahrazen prazdnou mnozinou.

DokéizZeme vétu.

Véta 13. Mnofina & slofend ze vsech uzavfenych intervald mm-svazu L
a z prdzdné mnofiny je m-svazem (nikoli obecné mm-svazem) viéi vyde defino-
vanygm operacim ., \ , \. Nejvét§im prokem m-svazu L je 0, I) (pokud existuje)
nejmensim O, nulovym prokem vzhledem k ndsobeni opét 9, jednotkovym prvkem
{e, ey, pokud existuje e. Ndsobeni v tomto m-svazu je komutativni a asociativni.

Dukaz. Je ziejmé, ze £ spliiuje axiomy teorie svazli, je tedy svazem.
Méjme nyni tii intervaly {p, ¢>, {r, s>, <{t, u), které vSechny nalezeji do .Z.
Mame:

<p7 - (r, 8>V <G, uy) = <_p,q>.<1‘/\t,8\/ uy = <Z"'/\Pt: gsV quy =

= <pr, q8> V <pt, qup =<p, @ . <1, NV Lp, @ - b, up.

Totéz by ovSem platilo, kdybychom néktery interval nahradili prdzdnou

mnozinou. Tim jsme dokézali, Ze & je m-svazem. (Komutativnost a asociativ-

nost nasobeni je ziejmd.) £ neni obecné mm-svazem, nebot existuje-li v.&

nulovy prvek vzhledem k nasobeni o a vezmeme-li dva disjunktni intervaly

{r, 8>, {t, uy v £ a interval <o, 0>, mame

0,0 . (Cry ) A Kb up) =<0, 05 .0 =9,
{0, 0) . <ry sy A\ Ko, 0) . {t, uy = (o, 0> A <0, 0> = 0,0y F# 0.

Podobné jako jsme uvazovali nulovy prvek o = 0®I® mm-svazu L, mtizeme
uvazovat existenci nulového prvku i v libovolném intervalu <{p, ¢>. Je-li
{p, @ pologrupou a existuji-li prvky V pf{, A ¢’, pak jejich soudin leif

=1 t=1
v {p, ¢> a je nulovym prvkem ke vSem prvkim tohoto intervalu. QvSem
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i v jinych piipadech muZe v intervalu {p, ¢)> existovat nulovy prvek tohoto
intervalu.

Véta 14. Budif o1 idempotent mm-svazu L. Vechny wuzaviené intervaly,
které obsahujt 01 jako svij nulovy prvek (vzhledem k ndsobens ), tvots mm-svaz L(oy)
vadi operacim ., V, A\ vyde definovangm.

Dikaz. Budtez {p, ¢, <r, ) dva uzaviené intervaly mm-svazu L a necht
oba obsahuji o1 jako svij nulovy prvek. Tento prvek je i nulovym prvkem
spojeni {p, ¢> V {r, s), protoze

oiflpV r)=o01p \owwr =01 A\ 01 =01,
01(gV 8) =019V 018 =01 V 0, = 0.

Prisek {(p, ¢ A {7, 8) je neprazdny, protoze obsahuje o1. Prvek o; je zfejmé
i nulovym prvkem tohoto priseku. Soudin {p, ¢>. {r, s) = (pr, ¢s) ma opét
za nulovy prvek o;, nebot ziejmé

01pr == (01p)r = 017 = 01

a analogicky 019s = o1. Déle je ziejmé o; € (pq, rs). Platnost distributivniho
zdkona pro spojeni byla dokdzdna v dikazu véty 13. Dokédzeme ji tedy jeSté
pro prusek.

<p’ q>' (<7‘, 8>/\ <t3 u>) = <P, (I>-<"‘Vt:8/\u> =
=<prV pt, gs \ quy = {pr, gs) \ <pt, qup =<p, @) . {1, ) ALD, ) -
Lt u.

Tim je véta dokézana.
Analogicky se dokaze dalsi véta.

Véta 15. BudiZ o, idempotent mm-svazu L. Viechny intervaly které obsahuji o1,
tvoFt mm-svaz vili operacim ., \/, A\ vyse definovanym.

Dikaz. Tato véta se lisi od véty 14 pouze tim, Ze nepfedpoklads, Ze o; je
nulovy prvek zminénych intervala. Je vSak ziejmé, Ze spojeni i prisek dvou
intervalti obsahujicich o; obsahuje také o;. Z p <o1, r <o1 vyplyva, Ze
pr <0y a analogicky gs > o;. Platnost distributivniho zdkona by se ovéfila
jako ve vétach 13 a 14.

Piikladem takovéhoto mm-svazu muzZe byt mnozina vSech uzavienych
intervali piirozené uspofddané pologrupy kladnych redlnych é&isel, které
obsahuji &slo 1. Pfirozené uspofddand pologrupa kladnych redlnych &éfsel je
oviem sama mm-svazem.

Pozndmka. V dikazech vét 5 az 12 jsme misto distributivnich zidkoni
pouzivali slabsiho pfedpokladu, Ze z @ < b plyne ac < bc pro libovolné prvky
a, b, c.
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ON A TYPE OF MULTIPLICATIVE LATTICES
Bohdan Zelinka
Summary

In this article mm-lattices are investigated. An mm-lattice is by definition a lattice
with a binary multiplication which is commutative and associative and for which two
distributive laws a(b \VV ¢) = ab V ac, a(b A ¢) = ab A ac hold (for arbitrary a, b, c).
The paper proves some theorems on cyclic subsemigroups of an mm-lattice, some theorems
on its unit and zero elements with respect to the multiplication and with respect to the
lattice operations and the lattice of closed intervals of an mme-lattice is investigated.
Studying the properties of mm-lattices was suggested by G. Birkhoff.
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