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Matematicky &asopis 18 (1968), No. 1

POZNAMKA K ISTEMU FERMATOVMU PROBLEMU
PAVEL BARTOS, Bratislava
Jeden znamy Fermatov problém ziada uréit také pytagorejské trojuholniky,
ktorych obsah je §tvorcom celého ¢isla. Algebraicky ide o rieSenie rovnice
(1) wy(a? — y?) = 22

v prirodzenych ¢islach. Je dokazané (pozri napr. [1], str. 206), Ze rovnica (1)
takéto riesenie nemd, a teda neexistuje ani trojuholnik Ziadanej vlastnosti.
V tejto poznamke dokazeme dve vety, ktoré s tymto problémom v istom
zmysle stvisia.
Veta 1. Nech n je lubovolné prirodzené é&islo, k, m = 1, 2. Vietky riesenia
rovnice

(2) y [akn A (—1)my2kn] = kz2?
v celyjch Cislach x, y, z si tieto:

1. v pripade k =1, m = 2:
(3) r=0,y=a,2=0;, z=a,y=0,2=0,
kde a je Tubovolné celé &islo;

2. vpripade k =1, m =1a k = 2, m = 1 rieSenia (3) a este
(4) r=y=a,z2=0,
kde a je lubovolné celé Cislo;

3. v pripade k = m = 2 rieSenia (3) a este
(5) x:y:a,z:azn-l-l; x:y:a’z:_a2n+l
kde a je lubovolné celé éislo.

Poznédmka. Rovnica (1) je §pecidlny pripad rovnice (2) prek = m = n = 1.

Doékaz. Predpokladajme, Ze rovnica (2) mé rieSenie v celych &islach z, y, z.

Hladajme najprv rieSenia, v ktorych aspoil jedno z &isel z,y, 2z je nula.
Ak je x = 0, alebo y = 0, je aj z = 0. Stadi teda uvaZovat o rovnici

xy [x2kn + (_l)mkan] =0
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a k jej rieSeniam pripojit z = 0. V pripade m = 2 m4 len korene x = a, y = 0
ax =0,y =a, kde a je lubovolné celé ¢&islo, ¢o dava riesenia (3). V pripade
m = 1 dostdvame korene x = a, y = 0; x = 0, y = a; * = y = a, z ktorych
dostavame riesenia (3) a (4).

Teraz uvazujme o rieSeniach, v ktorych aspon jedno z ¢&isel z, y, 2z je zaporné
a xyz # 0. Ak je rieSenim z, y, 2, je rieSenim aj x, y, —z. Stadi teda uvazovat
o zapornych hodnotdch x a y. Kedze k22 > 0, musi byt v pripade m — 2
<0, y<<0 a v pripade m =1 bud x <0, y >0, x| <y, bud = > 0,
y <0,z <l|yl, bud x <0,y <O, || > |y]. V prvom a poslednom pripade
vykonajme v rovnici (2) substitGciu x = —&, y = —n, v druhom pripade
substiticiu x = —», y = & a v trefom pripade x =7, y = —& Tu &, n st
prirodzené &isla a v pripade m = 1 plati & > #. Vo vSetkych pripadoch dosta-
neme rovnicu

En [£2kn 4 (—1)my2kn] = Lez2

Z toho vidno, Ze ak rovnica (2) ma rieSenie (z, ¥, 2), m4 aj rieSenie ( z|, v , 2|)
alebo (|y|, |x|, |2|). Stadi teda hladat jej rieSenia v prirodzenych ¢&islach, k ich
rieSeniu sa teraz obratime.

Predpokladajme, e (x,y) = 1 (¢o nie je na ujmu vSeobecnosti) potom aj
(@, x2kn 4 (—1)ymy2kn) = (y, g2kn 4 (—1)my2kn) = 1.

Ak je k = 1, mézeme pisat x = u2, y = 02, a2n + (—1)my2n — w2, Z toho
vyplyva utn 4 (—1)mpin = w? a tdto rovnica nemd rieSenia v prirodzenych
¢islach u, v, w (pozri [2] veta 3, dosledok 1, str. 54 a veta 4, str. 88).

Ak je k = 2, rozli¥me dva pripady:

1. z je parne, y neparne ¢islo. Vtedy mozno pisat z = 2u2, y = 2, a47 +
+ (—1)my4n = w2, Posledné rovnica vSak — ako uz vieme — nema riesenia
v prirodzenych &islach z, y, w. Ak je x neparne a y parne &islo, dostaneme
rovnakym postupom ten isty vysledok.

2. Ak su obe ¢&isla z, y nepiarne, mozno pisat = = u?, y = 02, udn 4
+ (—1)mvdn = 292,

Ak je m = 1, mame rovnicu (ut? + v47) (udr — vin) = 2u2. Kedze (u, v) =
= (x,y) = 1 a u, v st neparne &isla, 2 | ui? 4 v4n, ale 22 ruin 4 vin, a teda
(udn 4 vin, yin — pin) = 2 a tak moZno pisat w4? + vin = 2wi, uin — pin =
= w?2. Posledni rovnica vSak nemé rieSenia v prirodzenych &islach u, v, ws.

Ak je m = 2, m4 rovnica u8” - v8® = 292 len rieSenie w = v (pozri [2]
str. 60) a kedze (u,v) =1, je u=v=w =1, x =y =z = 1. Vsetky rie-
Senia tejto rovnice v prirodzenych &islach z, ¥,z potom st =y = q,
z = a?**1, kde a je lubovolné prirodzené ¢&islo. Z nich vyplyvaji riesenia (5)
rovnice (2) v celych éislach z, y, 2.
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Tym je veta dokazana.
Veta 2. Nech n, m st lubovolné privodzené &isla. Existuje také prirodzené
Cislo ko ko(m), Ze rovnica

(6) ay(@2n — y¥'n) =m,

kde k > ko je tieZ prirodzené Eislo, nemd rieSenia v celyjch Eislach x, y.

Dokaz. Z dokazu 1. vety vyplyva, Ze aj tu stadi hladat rieSenia v pri-
rodzenych ¢islach, lebo ostatné riesenia v celych &islach z, y, pre ktoré tu
plati zy - 0, sa z nich daji odvodit. Predpokladajme preto, Ze existuje
riesenie rovnice (6), v ktorom x, y s prirodzené é&isla a (z, y) = 1,(1) a teda
aj (x, a¥n  y2n) = (y, 2% — y2'n) = 1. Kazdé prirodzené &islo m mozeme
pisat bud v tvare m = m?, bud v tvare m = pips ... pimi. kde [ =1
a pi1, P2, ..., pi sS4 navzajom rozne prvoéisla. Zvolme k = ko =1 4 3 (v pri-
pade m  mj polozme ! = 0). Potom

(7) a¥n 2 = (x2'n — yz”n) (a2 4 y2'n) (20 J- y2'n) ., (22 4 yz""n)

Rozklad (7) mé k — 1 &initelov a — kedZze k = ko =1+ 3 — asponn I 4 2
dinitelov, ktori st vécsi nez 1, lebo rovnice x4 + y4 = 1 (¢ lubovolné pri-
rodzené dislo) nemaja rieSenia v prirodzenych &islach. VSetky st navzajom
bud nesudeliteIné (ked x, y s roznej parity), bud maji kazdé dva z nich
najvicsieho spolotného delitela 2. To nahliadneme takto:

Zrejme (xin — yin, pin | yin) < 2, teda aj kazdy d&initel tvaru a?'n |-
+ y¥7(2 < 1 £ k — 1) je so stidinom 22'» — y2'» v¥etkych jemu v rozklade (7)
predchadzajucich ¢initelov bud nestdelitelny, bud je ich najvaési spoloény
delitel 2. Avsak najvidsi spoloény delitel d &initela 22'» 4 y2'» a Tubovolného
dinitela, ktory ho v rozklade (7) predchadza, nemoéze byt vaési. Teda d < 2,
a to zrejme d — 1, ked z, y st roznej parity a inaé¢ d = 2. KedZze podet tychto
Cinitelov je aspoil I -+ 2 a podet navzajom roznych prvodisel p; je I, vyplyva
z toho, Ze v rozklade (7) existuje asponl jeden ¢&initel tvaru a2"’n | ¢2"'n
(j 0,1,...,k — 3), pre ktory musi platit

R 2+ 2+7 _ 124 22+J 247 . 2
a2 4 27 =z alebo a2 m 4 Y2 = 227,

Ako uz vieme, prva z tychto rovnic nemd riesenia v prirodzenych d&islach
x, ¥, 21 a druhd mé len rieSenie, v ktorom x = y, o je vSak pre rovnicu (6)
vylucené, lebo m £ 0.

Neexistuje teda riesenie rovnice (6) v prirodzenych é&islach x, ¥ a tak ani
v celych &islach. Tym je veta dokdzana. Treba eSte poznamenat, Ze podla
vety 1 stadi v pripade m = m? uz aj volba kg = 1 a v pripade m = 2m? ko = 2.

(1) Ani tu nie je tento predpoklad na ujmu vseobecnosti, pretoze v opa¢nom pripade
v dalsom urcené ¢islo I sa nezmeni, ked prejdeme k rovnici s nestdeliteInymi nezndmymi.
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Pozndmka. Z rozkladu (7) na zdklade tejze Givahy ako v ddkaze vety 2,
vyplyva, Ze ani rovnica
ka’n — yzkn —m

kde n, m st Iubovolné prirodzené &isla v tom pripade, Ze prirodzené &islo
k = ko =1+ 3, nemd rieSenia v celych &islach z, y.
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NOTE ON A PROBLEM OF FERMAT
Pavel Bartos
Summary

The article deals with the solution of the equation (2) in integers (n is an arbitrary
natural, k, m = 1, 2).

It is shown that the equation (2) has only trivial solutions (i. e. at least one of x, y,
zis0)inthecasesofk =m = 1;k =1, m = 2;k = 2, m — 1. In the caseof k& m 2
there is a solution x — y = a, 2 — 4 a?7*1, where a is an arbitrary integer.

It is shown further that for an arbitrary natural m there exists a natural number A(m)
such that equation (6) is not solvable for any k = k(m).
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