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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 3-1959

Z TEORIE KONECNYCH GRAFOV
S LINEARNYM FAKTOROM 11

ANTON KOTZIG, Bratislava
3. Nasytené grafy
Graf (7, v ktorom existuje linearny faktor, budeme nazyvat nasytenym

grafom, ked Iubovolné dva jeho uzly, ktoré st v reldcii .1, st v  spojen¢
aspon jednou hranou. Je zname, ze lubovolny kompletny graf s parnym

Yz
"2 b2s
Y, ha Y3
hyg has
Y%
Obr. 4.

po¢tom nzlov obsahuje linearny faktor. Priamo z definicie nasyteného grafu
vyplyva, Zze kompletny graf s parnym poc¢tom uzlov je nasyteny. Nasyteny
graf nemusi v8ak byt kompletny, ako ukazuje napr. graf na obr. 4.

Ako ukazeme v dalSom, plati toto: nech v istom grafe (7, obsahujicem
linearny faktor existuju také dva uzly nespojené hranou, ktoré st v reldcii . 1:
t. j. nech (¢, je nenasyteny graf. Ak ku grafu ¢/, pridime hranu spojujicu
takéto dva uzly, vznikne graf @, ktory ma to isté jadro ako graf (7. Pridivat
postupne dalsie a dalsie hrany spojujuce predtym hranou nespojené uzly.
ktoré st v prislusnom grafe v relicii .1 a tvorit tak postupne z grafu ¢, grafv
Gy, .
kym v ¢/, existuje dvojica uzlov nespojenych hranou, ktoré su v relacii .1,
Teda len tak dlho, kym isty graf &, nie je nasyteny, ind¢ povedané, kym
pridavanim hran pévodny graf ,nenasytime' (odtial nazov nasyvteny graf).
Snadno nahliadneme, ze pocet , krokov‘, ktoré treba urobit, aby g¢raf bol
nasyteny, je vidy koneény.

Veta 14. Nech (1, je lubovolny graf, v ktorom existwje linedrny faktor L,

(7, — bez toho, ze by sa jadro zmenilo — mozno len tak dlho.
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a nech w == v si lfubovolné dva jeho uwzly. Utvorme z grafu G, graf G tak, Ze

ku grafu G, pridame novic hranw h spojujicu uzol w s uzlom v. Plati:

(1) v grafe Gy existuje linedrny faktor,

(2) je Gy == (‘" prave vtedy, ked uzly w, v sii v grafe G, v reldciv .1; ak v que O,
nie s wzly w, v v reldcii A, potom h patri do (rl a 0,, je podgrafom grafu (1] ,

(3) ak uZ v grafe G, existuje istd hrana b’ spojujica uzly w, v, potom je US = UL, |

(4) ak graf G, je nasyteny, je tiez graf G, nasyteny.

Dokaz. (1) Graf G, je podgrafom grafu (¢;, mnoziny uzlov v oboch tychto
grafoch s rovnaké a v @, existuje linearny faktor L,. Podla lemmy 3 linearny
faktor L, grafu @, je tieZ linearnym faktorom grafu ;. Preto v (| existuje li-
nearny faktor.

(2) Nech uzly u, v st v relacii A v grafe G,. Predpokladajme oproti tvrdeniu
vety, 7e ista hrana b, € Gl nepatri do Gn. Potom v8ak v ¢, existuje ~-kruznica
vzhladom na L, (oznatme ju K,) obsahujica hranu h,. KruZnica K, nepatri
cela do 7, (ind¢ by A, patrila do G, — spor s predpokladom). To je len tak
mozné, ze hrana h (nepatriaca do (7, a teda ani do L) patri do K. Cesta (|,
ktord vznikne z K, ak v nej zrusime hranu £, patri celd do G, a (] je zrejme
v-cestou vzhladom na I, ktord spojuje uzly w, » v grafe G,. To je spor, lebo
sme predpokladali, ze uzly w, » st v rela’wii A v grafe ;. Preto neexistuje

hrana patriaca do (/; a nepatriaca do @, ak je udv v grafe (. Pretoze (I(, je

podgrafom grafu G], je nutne potom ¢, = ("’ Ak uzly u, v nie su v relacii .1
v gmfe (,, t. j. ak v (4, existuje ~-cesta vzhladom na L, , ktord spojuje uzly

, potom této cesta spolu s hranou kb tvoria v grafe (7, istd kruznicu K, ktora
je v-kruznicou vzhladom na L, v g afe (. Z toho ihned vyplyva (lebo K obsa-

huje #), ze hrana kb patri do (:1 a pretoze h nepatrl do ¢, (teda ani do (/)),

je nutne G, == G,. Ze jadro G(, je podgrafom jadra 7;, je zrejmé.

(3) Nech uz v G, existuje hrana &’ spojujica uzly », v a nech w, { st Iubo-
volné dva uzly z G, (a teda tiez z (). Ak plati wft v grate G, plati tiez w2
v grafe (f; (lebo Tubovolna cesta spojujiica uzly w, t v grafe G, je cestou spoju-
jucou uzly w, t aj v grafe (; a lubovolny linearny faktor z G, je tiez linedrnym
faktorom grafu (7, — pozri lemmu 3). Nech teraz je wQt v grafe (7, t. j. nech
v ({; existuje cesta ('} spojujuca uzly w, t, ktorej lubovolna hrana je hranou
aspon jednoho linearneho faktora grafu (/,. Ak cesta (', neobsahuje hranu £,
je zrejme (') tiez cestou v () a kazda jej hrana patri aspon do jednoho linear-
neho faktora v (7, ¢ize je potom wQt aj v grafe 7. Predpokladajme, ze (',
obsahuje hranu h. Nech L, je ten linearny faktor grafu ¢/, ktory obsahuje
hranu 2. Ak v L, nahradime hranu k hranou &', dostaneme tak isty linearny
faktor L, grafu ¢/, ktory je tiez linearnym faktorom v (7, (pritom L| obsahuje
hranu A'). Hrana £’ je teda hranou aspon jednoho linearneho faktora grafu @, ,
preto ak v ceste (', nahradime hranu /& hranou 2, dostaneme tak cestu (]

1>
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ktora spojuje uzly e, 70 celd patri do () a kazda jej hrana je hiranou aspon
jednoho lincarncho faktora v @/ ¢ize je v v grate (7. Preto ak uzlyv v s
v grafe (/) spojené hranou, plati U = U] .

(+) Nech (7 je nasyteny grai, t. j. v (/) neexistuji také dva nzly nespojenc
hranou, ktoré by boli v relacii /1. Teda ak dva uzly vt v () nie st spojend
hranou, potom v grafe (¢ existuje w-cesta vzhladom na L. ktord spojuje
uzly e, o Tato cesta je viak ~-cestou vzhladom na L, aj v grafe (70 Preto ne-

5

maézu v ografe (7] existovat také dva uzly, ktoré by neboli spojené hranou

a napriek tomua by boli v reldcii A0 ¢ize (/) je nasyteny graf. Tym jc dokaz
vety vykonany.

Yeta 15. Lubovolny nasyieny graf je siristy.

Dokaz. Nech @7 je nasyteny eraf. Predpokladajme oproti tvredeniu vety,
ze {7 ma aspon dve komponenty a nech uzly . » patria do roznyeh komponeit
arafu (7. Nech L je Tubovolny linedrny faktor v (/. V7 erafe (f neexistuje cesta
spojujiica azly w, » a teda neexistuje v (f ani ~-cesta vzhladom na L. ktorad
by spojovala uzly u, r. Je teda wAr a pretoze w, ¢ nie =@ spojené hranou (patria
do réznych komponent), plati nutne: 7 nie je nasyteny graf. To je spor s pred-
pokladom.

Veta 16. Nech (7 je Tuborolny nasiteny grof. o Korom existuje aspoic jedno
ke hrana hy, Ktord spojuje wzliy w,, vy pairiace do riziyeh tried roziladn
Ui = (U, Uy oo U €U vy Ui a2 )0 Plall:

(1) hrana by nepatri do Zindneho linedrneho faktora grefu (.

(2) bud kaZdy wzol z U, je » grafe O spojeny n<jmmene] jednon franon
s uzlom vy, alebo kaZdy wzol = U je v grafe G spojensj wajimenci jednow hranon
s uzlom .

Dokaz. Hrana £, nemoze patrit do ziadneho linearncho faktora araf s 67,
lebo indc¢ by platilo «,Qv, a uzly w;, #; by patrili do tej istej triedy rozkladu
€ Ui — spor s predpokladom.

Nech L je Tubovolny linedrny faktor v grafe ¢/. Oznacine znakom w, (resp. )
ten uzol z (7, ktory je hranou z L spojeny s uzlom u, (resp. r;). Kebyv v (7 exis-
tovala hrana A, spojujica uzly w,, v,, potom by hrana h, spolu s hranou /,
a s hranami z L spojujicimi uzly w,, w,: vy, vy a s uzlami wy, », w,. 0, tvorila
~-kruznicu vzhladom na L; ¢ize hrana &, by patrila do jadra ¢/ a existoval by
linearny faktor v grafe (7, ktory obsahuje hranu ;. To je spor = tvm, ¢o sme
o hrane A, dokazali vyssie. Tedy v 7 neexistuje hrana spojujiica uzlyv w,, r,.

Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, ze ani uzly w,, o, ani uzly w,, » nie
st spojené hranou v grafe (. Potom vi3ak nemdze byt (pozri definiciu nasy-
teného

grafu) ani w.Tv, ani w,cdeg: teda existuje cesta ('), (resp. (', ), ktord je

~-cestou vzhladom na L a spojuje uzly w,, v, (resp. uzly u,, r;). Podla vety 12
exituje potom v grafe (7 aj cesta (', spojujica uzly w,, r; aj cesta (', spoju-
juca uzly u,, vy, ktora je ~-cestou vzhladom na L. Hrana /, spolu s ~-cestou (',

tvori ~-kruznicu vzhladom na L — spor s prekladom, lebo Ay napatri do
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jadra G Predpokiad, Ze neexistuje v @ ani hrana spojujaca uzly u,, vy, ani
hrana spojujica uzly wu,, vy, viedol ku sporu. Preto bud existuje v ¢ len hrana
spojujiea uzly ., »y (prvy pripad), alebo existuje v ¢ len hrana spojujiica
uzly e, vy (druhy pripad). Treti pripad, t. j., Ze existuji v ¢ obe tieto hrany,
nic je mozny, lebo potom by tieto hrany spolu s hranami z L, ktoré spojuji
uzly ey, wys vy, vy tvorili ~-kruznicu vzhladom na L, ¢o vedie ku sporu s pred-
pokladom, ze uzly wu,, v, patria do roznych tried rozkladu Ug. Rozoberme
pryvy pripad: v ¢/ existuje hrana A, spojujiica uzly u,, », a existuje tiez hrana

)

spojujica uzly uy, vy. Ak trieda U; & (/] obsahuje len uzly »;, v, (. j. ak hrana
spojujica uzly »y, vy patri do kazdého lineirneho faktora v (), sme s dokazom
hotovi. Predpokiadajme, ze trieda U, obsahuje okrem uzlov vy, v, eSte dalSie
uzly. Potom hrana g spojujica uzly v, v, je hranou jadra ¢} a pretoze je v Ay,
wy Ay plati (podla vety 10) v, Aw, pre Tubovolny uzol v, € U;. Z toho ihned
vyplyva - pretoze (¢ je nasyteny graf — e kazdy uzol z U; je spojeny aspon
jednou hranou s uzlom wu, . Uplne rovnakou tvahou zistime, ze v druhom pri-
pade je kazdy uzol z U, spojeny aspon jednou hranou s uzlom v,.

Teda ak uzol w, = U; je spojeny hranou s uzlom », € U, (v + j; U, U; & U%)
v nasytenom grafe ¢, potom bud kazdy uzol z U, je spojeny asporn jednou
hranou s uzlom v, alebo kazdy uzol z U; je spojeny aspon jednou hranou
s uzlom w,. Dokaz vety je vykonany.

Veta 17, Neeh G je nasyteny graf a nech U, je lubovolnd trieda rozkladu U
Ak trieda U,
aspolt jednow hranow s lubovolngm ingm uzlom z U, a lubovolnd hrana z G spoju-

, obsahaje viac ne? jeden wzol, polom lubovolnij uzol z U, je spojenij
Juea dira uzly w U, nepatri do Ziadneho linedrneho faktora grafu (.

Dokaz. Nech u, v st lubovolné dva rozne uzly z U, . Je teda wAv a pretoze
je nasyteny graf (pozri definiciu nasyteného grafu), uzol u je v grafe ¢ spo-
jeny aspon jednou hranou (ozna¢me ju ) s uzlom ». Keby isty linearny faktor L
obsahoval hranu A, potom cesta wu, i, v by bola v-cestou vzhladom na L a ne-
platilo by wA» — spor s predpokladom. Preto £ nepatri do ziadneho linearneho
faktora grafu G, ¢o bolo treba dokizat.

Veta IS, Nech (F je lubovolnyy nasgjteny graf, U;, U;, nech si laké dve rizne
tricdy rozkladu UZ, Ze istij uzol w z U, je spojenyj aspofi jednow hranow s kazZdjm
wzlom = Uy a mech V., je td trieda rozkladu U# | ktord obsahuje uzol w. Potom plati:
luboro ™y nzol 2z Vi je spojentj v G aspon jednow hranow s lubovolnym wzlom
triedy U,. Ak v je lubovolny uzol z U, nepatriace do V,, potom wzol v nic je
rografe (¢ spojeny hranow so Ziadnym uzlom z U;.

Dokaz. Nech L je [ubovolny linearny faktor grafu (7. Podla definicic roz-
kladu U%je V,CU,. Nech V, obsahuje okrem uzla u eSte aspon jeden uzol «'.
Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, Ze uzol «’ nie je spojeny hranou
s istym uzlom t € U;. Pretoze (7 je podla predpokladu nasyteny graf, existuje

v (Fcosta ('p =y, hyy, s, oo, by, ps,, Wy, spojujlica uzol w; = w’ s uzlom
wy, =1, zCsauzly, h . 2z s0 hrany, hrana k, . spojuje uzlyw, 4w, . ),
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ktorda je x-cestou vzhladom na L. Hrana Ay, patri teda do L a uzol w, € (7
patri zrejme do U,. Je w, 4 u (ind& by neplatilo wAw’ = ) a hrana 5, ne-
moze byt hranou kazdého linearneho faktora v ¢/, lebo v opatnom pripade by
do triedy U, patrili len dva uzly «' = w, a w, — spor s predpokladom. ze
w patri do U;. Preto hrana h,, patri do jadra . Podla vety 10 plati w.lu,
pre vietky uzly w, € U, — to je spor, lebo uzol w nie je v reldcii .1 s tvm
uzlom z U,, s ktorym ho spojuje hrana z L. Predpoklad, ze [ubovolny uzol
uw' € V, nie je spojeny hranou s istym uzlom t € U;, viedol ku sporu. Preto
lubovolny uzol z V, je spojeny aspon jednou hranou s Tubovolnym uzlom
z U;.

Nech » je I'ubovolny uzol z U,

i

nepatriaci do V,. Uzol » nie je v reldcii .1
s uzlom w; existuje preto v ¢ cesta C'y = v, ¢1 5, Vo,. vy Yo 1205 Lo
uzol w = v, s uzlom v = v,,,, ktord je x-cestou vzhladomna L (hranag,, , €’
spojuje uzly v, =+ v, ., € (). Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, ze uzol
je spojeny hranou s istym uzlom t € U;. Nech t' je ten uzol z U;, ktory je
spojeny hranou h’ € L s uzlom {. Hrana 4’ neméze patrit do cesty (', pretoze
potom by bud uzol {, alebo uzol ¢’ bol spojeny istou ~-cestow vzhladom na L
(¢iasto¢nou to cestou cesty (') s uzlom w a to nie je mozné, lebo uzly . /" su

spojujica

spojené hranou s uzlom w a tato hrana spolu s uvedenou cestou by tvorila
v-kruznicu v ( — spor s predpokladom, 7e uzly w,  (resp. uzly u, t') patria
do roznych tried rozkladu Ug. Teda hrana &' nepatri do ('. (festa (' spolu
s hranou spojujicou uzly v, t a s hranou A’ (spojujticou uzly ¢, t') tvori v-cestu
vzhladom na L, ktord spojuje uzly u, t'; ¢ize hrana spojujica uzly . t' patri
do jadra a4, To je spor, pretoze podla vety 17 uzly w, t' st spojené hranou.
ktora nepatri do Ziadneho linearneho faktora grafu (7. Predpoklad existencie
hrany spojujiacej uzol z U;—V, s uzlom =z U; viedol ku sporu. Preto ne-
existuje v (¢ hrana spojujica takéto dva uzly, ¢o bolo treba dokazat.

Veta 19. Nech (! je lubovolny nenasyteny graf, v ktorom existuje linedarny
fuktor, potom existuje taky nasyteny graf G', o ktorom plati:

(1) " obsahuwje vietky uzly « len uzly z (i

(2) Q" ohsahuje vsetky hrany z G a lubovolnd hrena z ' nepatricca do (;
nepatri do Ziadneho linedrneho faktora grafu G
(3) je ' = (;

5 o

(4) je " = (.

Doékaz. Pretoze (7 nie je nasyteny graf, existuja v ( také uzly w, = » .
ktoré s v relacii A a nie st v grafe (7 spojené hranou. Ak pridame ku grafu
({, = ¢ hranu h; spojujicu uzly u,, »,, vznikne tak graf (;, ktory — okrem
toho, Ze nemusi byt este nasyteny — ma vietky vlastnosti, ktoré pozadujeme
od grafu (. Ak by graf @; bol nasyteny, polozme (; = (" a sme s dokazom
hotovi. V opacnom pripade mozno pridanim istej hrany ku grafu 7, vvtvorit
graf (,, dalej graf (7; atd. a vytvorit tak postupnost grafov ¢/, G\, ... (7 .

’ bl
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o ktorej plati: lTubovolny ¢len postupnosti f; (1 = 1, 2, ..., p) obsahuje vsetky
uzly grafu (f, (graf @, je podgrafom grafu ;) a lubovolna hrana z 0, nepatrla
do ¢/, nepatri do ziadneho linearného faktora grafu G; je G =G, a je G = (1"
a o potte z; tych dvojic uzlov, ktoré st v grafe G; v relacii A a nie st v grafe (/;
spojené¢ hranou plati: m, > n; > ... > 7m,. Pretoze ¢islo 7, je koneéné, musi
pre isty graf (7, platit z, = 0, ¢ize graf ¢, je nasyteny. Nasyteny graf G’ = (/,
existuje a ma vSetky pozadované vlastnosti.

Veta 20. Nech G je lubovolny nasyteny graf, L lubovolny jeho linedgrny faktor
a nech w 4= v si lubovolné také dva jeho uzly, ktoré nie si v relacis A. V grafe (7
existuje cesta C ., ktord (1) spojuje uzly w, vy: (2) je x-cestow vzhladom na L:
(3) obsahuje najviac dve také hrany, ktoré spojuji uzly z réznych tried rozkladw U,

Dokaz. Pretoze podla predpokladu uzly «, » nie st v relacii A, existuje
v grafe (7 aspon jedna cesta C' = wy, by, wy, ..., by, Wy, = v (W, = u),
ktora ma vlastnosti (1) a (2). Je zrejmé, ze uzly w,, ,, w,, cesty C, s ktorymi je
incidentna hrana hy, . (patriaca do L) si v reldcii £ a teda patria do tej
iste] triedy rozkladu Ug. Keby cesta (' obsahovala najviac dve také hrany,
ktoré spojuji uzly z réznych tried rozkladu Uy, netreba ni¢ uz dokazovat
(je (" = (). Nech by 00515 Pogg00yi15 -+ -5 11211,,211) akden; <ny <, ..., <)
st vietky tie hrany cesty €, ktoré spojuju dva uzly patriace do réznych tried
rozkladu U; a nech p > 2.

Oznacme znakom U; ti triedu uzlov z Uy, do ktorej patria uzly Wy,
Wy gs ooy Wy, (0=1,2, ..., p -+ 1: kladieme ~, = 0; «,,, = n). Pozname-

21,020

SO

najme, ze tej istej triede z U moze pripadne pri tomto oznadeni patrit aj
viac oznaceni. Uzly w,, , Wy | patria viak do réznych tried rozkladu Uj a je
teda Uy 4 U, 5=, ..., 4= U, ;. Pretoze uzly w,, , w,,,., st spojené hranou a (7 je
nasyteny graf, plati (pozri vetu 16): bud Iubovolny uzol z U, je spojeny aspon
jednou hranou s uzlom w,, ., alebo lubovolny uzol z U, , je spojeny aspoi
jednou hranou s uzlom w,, .

ozoberme najprv tieto pripady:

Pripad (A): uzol w,,, je spojeny hranou s kazdym uzlom z U, a uzol w,,, .,
je spojeny hranou s kazdym uzlom z U,. Tvrdim: v ( existuje hrana Posy, 21y 1+
ktord spojuje uzol w,,, s uzlom w,, .,. Dékaz: keby takito hrana neexistovala,
znamenalo by to (pretoZe ¢ je nasyteny graf), Ze existuje v G cesta ” spoju-
jica uzly w,, , w,,, 1, ktora je x-cestou vzhladom na L. Predpokladajme, Ze ("
obsahuje hranu hy, i14,:2. Potom vSak podgraf G’ grafu ¢ pozostavajici

prvkov cesty (", hrany h,, 5, » a z hrany hy, s, 2 (spojujicej uzol w,,,
s uzlom w,,, , € U,; takdto hrana v (/ zrejme existuje) obsahuje x-kruZnicu
vzhladom na L, ktora bud obsahuje hranu A, .41, alebo obsahuje hranu
Paty e 2- To nie je mozné, lebo uzly wy,, 1, Wy, 2 patria do U, a uzol wy,, do U,
a nemoézu byt preto uzlami tej istej x-kruZnice. Preto cesta (' neobsahuje

hranu Ay .y 2q40- Potom vSak cesta (" spolu s hranami Ao a0 i1, Poeyiq 20, 2
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a s hranou spojwjicou uzol wy, ., s uzlom wy, | tvori ~-kruznicu vzhladom
na L. Opitt spor, lebo uzly w,, , 10a, o nie st v velacii 2. Predpoklad, ze ne-
. vedie vzdy kusporu. Hrana spojujicea uzly o,

Lt

existuje v (f hrana oy, o.,
1y, v oarafe (7 existuje.

7 dokazandého tvrdenia vyplyva ihned tento ddasledok: ak » - 2. potom
v pripade (A) existuje v (7 takd v-cesta vzhladom na L (oznacme ju ('), ktora
spojuje uzol w == wy s uzion ¢ ==y v ktorej potet hran spojujicich uzi
z voznyveh tried rozkladu Uy rovnd sa p — 1. Cestu (' s pozadovanymi vlast
nostami mozno tiez najst takto: ti cast cesty (', ktord obsahuje prviky leziee

medzi uhlom 2y, a uzlony iy, . nahradime jedinou hranouw fo o, .

Pripad (B): nzol wy,, je spojeny hranou s kazdym uzlom z 7, a uzol iy, je
spojeny hranou = kazdym uzlom = U, Tvrdim: v grate ¢ existuje hrana

I, 00,0y spojujucea uzly w,, ey, . Dokaz: keby neexistovala v 60 hirana

hay s, 1 znamenalo by to, ze existuje v (7 takd v-cesta (oznacme ju (7). ktod
spojuje uzly ey iy, . Cesta (7 nemdze obsahovat Ziadnu = hedn hy o .
Wow. 19ey 2» Pasy 0w, (pozri dokaz tvrdenia v pripade (\)) a preto costa 7 spolu
s uvedenymi hranami tvori v-kruzaicu vzhladom na L obsahujiicu uziy z ¢,
nych tried vozkladu 870 — spov. Preto hrana by, L, existuje a v pripade (13
mozno cestu (" obdobnym sposobom ako v pripade () skratit na - -cestn
vzhladom na L spojujicu uzly «, ¢, ktora obsahuje iba p 1 hrdn spojujicich
uzly z roznych tried rozkladu (77,

Zdver: v pripade, ze je o 2 a nmol g, je spojeny hranou s kazdyvm uzlooy
7 Uy, dd sa cesta O skratit tak, ze vanikne v-cesta vzhladom na Lospojurien
uzty w, o, ktord obsahuje vz len p - 1 hran spojujicich uzly z roznyveh tried
rozkladu U, 7 predoglého vyplyva tiez toto: ak uzol 1o jC Spojeny hiranot
s kazdym uzlom = Uy a je p - 2, potom existuje v ¢/ hirana A o, Spolujiica
uzol wy,, s uzlom iy, 0 Gize: v-cestu (F mozno skrdtit tvm. ze Gsek tojto
cesty od uzla wy, do uzia w,,,  nahradime jedinou hranou Ay, ., .. Takto
skritend cesta md o jednn hranu spojujicn uzly z roznyeh tried vozkladuw 7
menej nez cesta (' Dalsie désledky: ak je p o 2, potom ~-cestu (7 mozno
skratit na v-cestu vzhladom na L spojujicu uzlyv w, ¢ a obsahujacu lon poo |
hran spojujicich uzly z roznych tried rozklada U aj viedy. ked uzol e,
je spojeny hranou s kazdym uzlom z Uy, resp. aj viedy, ked uzol iy, o je
spojeny hranou s kazdym uzlom z U7, (k tomuto ziverw snadno dojdeme. ked
uzly cesty (F oznadime znakow wp, wy, oo, voobrditenom poradic i, "
wp = v). Teda ak p o= 2, skratena v-cesta spojujiica uzly w. rexistuje aj viedy.
ked uzol iy, je spojeny hranou s kazdym uzlom u Uy aj vtedy, ked uzol vy,
je spojeny hranou s kazdym uzlom z UU,. Pretoze vsak podla vety 16 hudd
uzol iy, je spojeny hranou s kazdym uzlom z €7, alebo uzol wy ¢ je spojeny
hranon s kazdym uzlom z U,, znamend to, 7e ak p = 2, potom cesta
s vzidy skratit, Postupnyim skracovanim cesty ¢ mozno doeielit to. 7ze isii
ta vzhladom na L (oznatme ju (') spojujtca uzly w, » hude obsahoy




najviac dve také hrany, ktoré spojuju uzly z réznych tried rozklada U7, (esta
(' s pozadovanymi vlastnostami existuje, ¢o dokazuje vetu.
Veta 21, Nech (7 je Tubovolniy nasyteny graf, L lubovolngj icho linedirny [aktor

a neeh w e s luboirolné taicé dea jeho uzly. ktoré siv v reldcie 2 a nie si v re-

ldcii 1. Polom v (G existuje tald ~-cesta vzhladom na L spojujica wzly u, v,
ktore esethy wzly patria do tej istej iriedy rozkladu Upg.

Dokaz. Pretoze uzly w, » nie stt v relacii /A, existuje v (7 ~-cesta vzhladom
na Lospojujiea tieto dva uzly. Podla vety 20 existuje v (f aj takd ~-cesta !
(vzhladom na L), v ktorej najviac dve brany spojuji uzly z rdéznych tried
rozkladu U,;. Potom viak bud vsetky uzly cesty €' patria do tej istej triedy U/,
rozikiadu U2 a netreba ni¢ dokazovat, alebo cesta ' okrem uzlov triedy (/,
(do ktovej patria uzly u, ») obsahuje uz len uzly zistej triedy U; € U, (U, - U)).
febo ind¢ by cesta (! obsahovala viac nez dve hrany spojujice dva uzly z roz-
nyveh tried (po ceste ¢ vyjdeme z uzla v € U, a do uzla ¢ € U; sa napokon
po ceste (Cmusime vratit), Nech (1 =y, hyo, s, ooy by 0, 10, je takdito
cecesta, kde w =y, = v oa nech do triedy U, patria uzly ey, o, 105 s

Syt (D). Ostatné uzly z ¢ patria do triedy U;. Hrany fyy, a0, .
10,y % (1 spojujit dva uzly z réznych tried rozkladu U Podla vety 16
bud uzol u,, je spojeny hranou s kazdym vzlom z U, alebo uzol 1y, je
spojeny hranou s kazdym uzlom z {7, dalej: bud uzol w,,, je spojeny hranou
s kazdym uzlom z U;, dalej: bud uzol wy,, je spojeny hranou s kazdym uzlom
2 U alebo uzol wy,,,, je spojeny hranou s kazdym uzlom z U;.

Ak by uzol wy, bol spojeny hranou s kazdym uvzlom z U,
ita,, . bol spojeny hranou s kazdym uzlomz U,), potom (pozri dokaz vety 20)

(resp. ak by uzol

by existovala v hrana hy,, 5, nepatriaca do L spojujica uzol wy,,, s uzlom
a1~ Po nahradent prvkov cesty (' od uzla w,, po uzol w,, , touto hranou
vznikla by z cesty (7 cesta €', ktora by spojovala uzly «, », bola by ~-cestou
vzhladom na . a obsahovala by len uzly z U, ¢ize cesta (! by bola hiadanou
cestou.

Predpokladajme, ze ani uzol wy,, ani uzol w,,, ., nie je spojeny hranou s kaz.-
dym uzlom v U;. Potom vSak podla vety 16 nzol wy,, , a tiez uzol w,,, je
spojeny s kazdym uzlom z U,;. Ozna¢me znakom € tu cast cesty (', ktord
spojuje uzol iy, - s uzlom w,,, . Cesta ') je v-cestou vzhladom na L. Hrana b, ,,
dalej hrana spojujiica uzol w; = u s uzlom wy,, spolu s cestou ('} a hranou
spojujicon uzly s, @, spolu s prislusnymi uzlami tvoria ~-kruznicu vzhla-
dom na L. ktord obsahuje uzly aj z triedy U, aj z triedy U;. To nie je moznd.

Predpoklad, Ze ani uzol wy,, ani uzol w,,,,, nie je spojeny hranou s kazdym

\
20y

uzlom z U, vedie ku sporu. Preto podla predoslého existuje cesta ' spojujica
uzly e, ¢, ktora je ~-cestou vzhladom na L a vSetky jej uzly patria do tej
)

istej triedy rozkladu U/, ¢o bolo treba dokazat.
Veta 22, Nech (1 je lubovolny nasijtenyy graf a nech Ui = {U,, U,, ..., U

’ wye

Oznalme znakomw (I (1 =1, 2, ... n) podgraf grafu (I, ktory pozostdva zo
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vietkijch vzlor triedy U, , neobsahuje wz Ziadne iné wzly a obsahuje tic hrany
a lem tie hrany z @, ktoré spojujii dva wzly z U;. Preluborolné i € (1.2, ... n)
plati: Graf (; je nasyteny graf a lubovolné dva jeho wzly si v reldcit O, t. ].
Ul = U}

Dokaz. Predpokladajme naopak, ze (7, nie je nasytenyv: t. j., ze existuju
v (; také dva uzly w # », ktoré nie st spojené ziadnou hranou v ¢/, a v (7,
plati uA». Nech L je lubovolny linearny faktor grafu (¢ a nech L; je podgraf
linedrneho faktora L patriaci do G;. Podgraf L; je zrejme linearnym faktorom
grafu;, lebo kazdy uzol z ¢Z; je incidentny prave s jednou hranou z L a takato
hrana spojuje dva uzly z U,. Pretoze podla predpokladu je wAv v grafe ¢/ .
neexistuje v (; taka «-cesta vzhladom na L;, ktord by spojovala uzly u, .
Potom vSak neexistuje ani v grafe (7 cesta spojujica uzly w, v, ktora by bola
~-cestou vzhladom na L a obsahovala by len uzly z U;. To je spor s vetou 21.
Je teda graf G; nasyteny. Druhé tvrdenie vyplyva hned odtial, ze kazdé dva
uzly z U; st v relacii £ aj v grafe ;.

7 prave dokazanej vety ihned vyplyva tito veta.

Veta 23. Nech G je lubovolnij nasyteny graf « mech G je graf, ktory vinikn:

w

grafu G, ak v fom zrusime vietky hrany « len tie hrany, ktoré spojuji uzly
z roznych tried rozkladu Ug. Potom o grafe G plati: (1) luborol nd kom ponenta
grafu (1 je nasjteny graf; (2) je UZ = | T2 (3) lubovolnyj linedrny faktor grafu €
je tieZ linedinym faktorom grafu G a naopeak.

Dokaz je zrejmy z vety 22.

Vety 22 a 23 maja tento zaujimavy désledok: lubovolny graf (7 s linearnym
faktorom, ktory nie je nasyteny, mozno pridanim hran spojujiacich uzly
z roznych tried rozkladu Ug = (U, U,, ..., U,} doplnit na nasyteny graf
(tak, Ze sa nezmeni mnozina hran grafu, ktoré sa vyskytuju v aspon jednom
linearnom faktore grafu) len vtedy, ked [ubovolny z jeho podgrafov (v; (graf (7,
pozostava z uzlov mnoziny U; a z tych hran grafu ¢, ktoré spojuji dva uzly
z U;) je nasytenym grafom. Teda nasytené grafv ¢;, v ktorych Iubovolné

"

dva uzly s v relacii £2, s teda v horeuvedenom smysle akymisi zakladnymi
podgrafmi takych nasytenych grafov, v ktorych rozklad U: obsahuje viac
ako jednu triedu. Ak teda chceme dany graf (/, v ktorom existuje linedrny
faktor, nasytit tym, ze pridime k nemu hrany, ktoré sa vSak nebudi vyskyto-
vat v zZiadnom linedrnom faktore nasyteného grafu (a mnozina tych hrin
nasyteného grafu, ktoré sa vyskytuji aspon v jednom linearnom faktore
nasyteného grafu, ak ma byt ta istd ako v grafe (7), nevystacime vizdy len
s pridavanim hran, ktoré spojuji uzly z roznych tried rozkladu U7, Takéto
doplnanie podla viet 22 a 23 treba rozdelit na dve tlohy: doplnit grafy 7, na
nasytené grafy a potom spajat novymi hranami uzly patriace do réznych
tried rozkladu Uj.

O tom, aké st moznosti pospajat hranami (nepatriacimi do Ziadneho linear-

T2

neho faktora) jednotlivé nasytené grafy G, (v ktorych U — (U,}), aby tak
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vznikol nasyteny graf ¢, v ktorom je Uy = {U,, U,, ..., U}, hovoria na-
sledujice vety. Az po zvladnuti tejto problematiky ziskame opravnenie zuzit
svoju pozornost na vlastnosti a konstrukciu nasytenych grafov, v ktorych
[ubovolné dva uzly st v relacii Q.

Veta 24, Nech (7 je lubovolny graf s komponentami G', Q" a nech kompo-
1" su nasytené grafy. Nech M’ je lubovolnd takd n()pm’dna podmnozina
mnoZiny uzlov komponenty G', ktord md tielo vlastnosti: (1) bud M’ obsahuje
Jedingy wzol, alebo lubovolné dva uzly z M’ si v grafe G' v reldcii A; (2) lubovolnyj
w0l z (" nepatriact do M' nie je v reldcit A aspoi s jednym uzlom 2z M’. Utvorme
= grafu G graf G takto: v grafe G spojime aspoii jednow hranow kaZdy wzol = M’
s kaZdygm uzlom z G".

Plati:

(a) (G, je nasytenyy graf;

(b) ,(/mf @, ma to isté jadro ako graf (;

(¢) U, = Ut

(d) lubovolnd hrana z G, mepatriaca do G nepatri do Ziadneho linedrneho
falktora v G, t. j. [ubovo|nd hrana h z G, patri aspoit do jednoho linedrneho
faktora grafu G, prdve viedy, ak h patri do @ a ak h je hranouw aspoi jednoho
linedrneho faktora grafu G.

Dokaz. Nech L je lubovolny linearny faktor grafu (7, potom L je zrejme
tiez linearnym faktorom grafu G,.

Ak uzly w == v nespojené v ¢, hranou st oba z (', alebo si oba z ", potom —
pretoze aj G’ aj " je nasyteny graf a oba tieto grafy st podgrafml grafu d, —
existuje v @, cesta spojujiuca uzly u, », ktord je x-cestou vzhladom na L.
Preto ak neplati udv v grafe ¢, neplati uv ani v ;. Nech u € G’ v € " s1
[ubovolné dva uzly, ktoré nie st spojené v grafe G, ziadnou hranou. Uzol «
nepatri do M’ (ina¢ by uzly «, v boli spojené hranou v G, — spor). Podla
definicie mnoziny M’ existuje v grafe (' taka x-cesta vzhladom na L (ozna¢me
ju ("), ktora spojuje uzol w s istym uzlom u’ € M’. Nech ¢ je ten uzol z G,
ktory je v grafe (/" spojeny hranou A” z L s uzlom ». Uzol u’' je v grafe @,
spojeny istou hranou ¢ s uzlom »’ € ¢” a hrana g nepatri do L (lebo ¢ nepatri
ani do @). Cesta C v grafe G, pozostavajica z cesty €' a okrem toho u% len
z hran ¢, " a uzlov v, v je x-cestou vzhladom na L, ktora spojuje uzly wu, ¢
LubovoIné dva uzly nespojené v ¢/, hranou st spojené x-cestou vzhladom
na L. Preto G je nasyteny graf.

nenty (',

Lubovolnd hrana Jadra e je tiez hranou jadra (,(, Dokazme, ze aj l'ubovolna

hrana z (r(, patrido a. Predpokladajme naopak, Ze v grafe (7, existuje ~-kruznica
vzhladom na L (oznaéme ju K), ktora obsahuje aspon jednu hranu nepatriacu

do (7. Kruznica K musi obsahovat také hrany (a to parny pocet takych hran)
ktoré spojuji uzol z ¢’ s uzlom z " — v opac¢nom prlpade by K bola ~-kruz-

nicou vzhladom na I aj v grafe ¢ a patrila by celd do G — spor. V kruznici A
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musia preto existovat také dve hrany nepatriace do G (a teda nepatriace
do L), Ze vietky medzi nimi leziace uzly v kruznici K (pri istom smysle po-
stupu po prvkoch kruznice) patria do G’ a cely tsek kruznice A leziaci medzi
tymito hranami je x-cestou vzhladom na L, ktora spojuje dva uzly z (.
Tieto dva uzly — pretoze st incidentné v (7, s hranami nepatriacimi do (7
patria do M’. Cize: dva uzly z M’ st spojené x-cestou vzhladom na L. ktori
cela patri do (. To je spor s predpokladom, ze Tubovolné dva uzly z M’ =i
v relacii 4 v grafe (7. Preto neexistuje v (7, taka ~-kruznica vzhladom na L.
ktora by obsahovala hranu nepatriacu do (7 a plati (7, = (7.

Hrany z (, nepatriace do (7 (t. j. hrany spojujice uzol z M’ s uzlom z (77)
nepatria do ziadneho linearneho faktora v (4,. Tieto hrany nepatria totiz do
a pretoze podla predoslého nepatria do @, nemdze ziadna z nich patrit do
Ziadneho linearneho faktora v ;. Z toho ihned vyplyva, ze o Tubovolnych
dvoch uzloch u, v v grafe (¢ plati uQ2v» prave vtedy, ked plati «Qv v grafe (7
a lubovolnd hrana z ¢, je hranou aspon jednoho linedarneho faktora v (7
prave vtedy, ked je hranou aspon jednoho linearneho faktora v (/. Dokaz
vety je vykonany.

Poznamka 4. Pri konstrukeii nasyteného grafu (7, z grafu ¢/, ktorého
komponenty G, (" boli nasytenymi grafmi, ukdzala sa dolezita taka pod-
mnozina M’ mnoziny uzlov grafu (', ktora ma tieto dve vlastnosti: (1) bud .M’
obsahuje jediny uzol, alebo ak M’ obsahuje viac uzlov, potom [ubovolné
dva uzly z M’ st v grafe @' v relacii /1; (2) [ubovolny uzoi z G’ nepatriaci do .M’
nie je v relacii 4 aspon s jednym uzlom z M’. Natiska sa prirodzene otazka.
¢i v lubovolnom nasytenom grafe ¢’ existuje aspon jedna mnozina M’ s uve-
denymi vlastnostami. Na tuto otdzku mozno odpovedat kladne. Ba mozno
dokonca pozadovat, aby M’ obsahovala isty pevne zvoleny uzol u; grafu (/.
Mnozinu M’ s uvedenymi vlastnostami, ktord obsahuje uzol u, € (", mozno
totiz najst takto: ak uzol u, nie je v relacii .1 so ziadnym inym uzlom z (',
staci polozit M’ = {u,}. Ak u; je v relacii <1 aspon s jednym uzlom z (7',
oznaéme znakom wu, lubovolny takyto uzol. Ak uz v (' neexistuje taky uzol.
ktory by bol v relacii /1 s oboma uzlami z {u, u,}, staci polozit M’ = Ju,. u,!.
V opa¢nom pripade ozna¢me znakom wu, lubovolny taky uzol z ¢/, ktory je
v relacii A4 s uzlami z {u,, u,}. Po koneénom pocte takychto krokov dostaneme
istd mnozinu M’ = {u,, u,, ..., u,} uzlov grafu (', o ktorej plati: lubovolné
dva uzly z M’ st v grafe ' v relacii <1 a v (/' neexistuje uz ziadny taky uzol
nepatriaci do M’, ktory by bol v grafe (' v relacii /1 s kazdym uzlom z /"
Mnozina M’, ktora ma pozadované vlastnosti, existuje preto v l[ubovolnom
nasytenom grafe.

Veta 25. Nech G, je lubovolny nasgtenyj graf, v ktorom rozklad UL = U,
U,, ..., U,} mi najmenej dve triedy (t.j.m > 1). V grafe G, existuje aspoi
jedna takd mnoZina hran H,, Ze po zruseni véetkyjch jej hran vznikne z grafu G,
graf G, o Ltorom plati:
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(1) G md prave dve komponenty G'. G" « kaZdd z tijchto komponent je nasy-
tenym grafom,

(2) lubovolnd hrana z II0 &po]u/e v grafe G, wzol z G' s uzlom z G,

(3) Ui = U ¢ =G, G =G,

(4) Tubovolny uzol z G" je v grafe G, incidentny aspori s jednow hranou z H,,

(h) mnoZina M' tych uzlov z G', ktoré si v grafe G, incidentné asposi s jednou
hranow z H,,, md tieto vlastnosti: (a) bud M’ obsahuje jediny uzol, alebo ak obsa-
hwje viac nef jeden uzol, potom lubovolné dva wzly z M' si v grafe G’ v reldcii A;
(b) ak w je lubovolnyj taky wuzol z G', ktory nepatri do M', potom v M' existuje
aspoli jeden uzol, ktory nie je v grafe G' v reldcit A s uzlom w.

Dokaz. Oznaéme znakom L [ubovolny linearny faktor grafu (. Utvorme

podla grafu @, orientovany graf X takto: (1) graf X obsahuje uzly z,, 2,,
1 (2) uzly x; & x; s spojené hranou, a to jedinou hranou prave vtedy,

ERIEUI

ked v G existuje aspon jedna hrana spojujica uzol z U, s uzlom z U;; (3) ubo-

volna hrana h; ; spojujica uzly x;, x; (ak takd hrana v X existuje) je orientovana
takto: h; ; smeruje z uzla x; do uzla x; prive vtedy (resp. smeruje z uzla z; do
uzla x; prave vtedy), ked kazdy uzol z U; (resp. z U;) je v grafe G, spojeny
hranou s kazdym uzlom istej triedy V; € Ut (vesp.s kazdym uzlom z V; € U¥),
kde I”; je podmnozinou mnoZziny U (resp. kde V; C U,). Z vety 16 vieme,
ze ak v nasytenom grafe @, existuje hrana spojujtca uzol z U, s uzlom z U,

.
potom nastane prave jedna z uvedenych moznosti; preto hrana A, ; v grafe X
bud smeruje z uzla x; do uzla z;, alebo smeruje z uzla x; do uzla ;. Uvedenym
predpisom je preto kazdému nasytenému grafu G, (ak m > 1) priradeny prave

—
jeden orientovany graf X o m uzloch.

Tvrdim: graf X neobsahu]e ziadny cvk]ub Dokazme to. Predpokladajme
naopak ze v grafe X exlstuje isty cyklus K. Oznatme znakmi Xiyy Tiyy « v -5
Zi,., = x, uzly cyklu v poradi, v akom cez ne prechddzame obiehajic po
tomto cykle v smysle orientacie jeho hran vychadzajic z pevne zvoleného
jeho uzla ;. Z prijatého predpokladu (pozri konstrukciu grafu )—()) vyplyva,
ze v triede U;, € Uy, existuje asponl jeden taky uzol, ktory je v grafe ¢, spo-
jeny aspon Jednou hranou s kazdym uzlom z U,,_, (y = 1, 2, ..., n; kladieme

7,). Nech », je Iubovolny taky uzol z U,,, ktory je spojeny v grafe G,
ktory je v grafe (¥, hranou

’0 =

s kazdym uzlom z U;, | a nech w, je ten uzol z U,
patriacou do L spojeny s uzlom »,. Utvorme postupnost P prvkov grafu (4,

takto:
P = V1, gl,l > Wy, 91,2’ Vs, -(]2,2, Wy, .’72,3 s e Uy gn,na Wy, , gn, wt1s U1 = VUp,

kde g.. je hrana z L spojujl’lca uzly »,,w, a g, ., je hrana z (/, nepatriaca
do L, ktora spojuje uzly w., v,,, z roznych tried rozkladu Ug, — pozri vetu 16.
Prvky postupnosti P tvoria x-kruznicu vzhladom na L v grafe (3, ktora obsa-
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huje uzly z viac nez jednej triedy rozkladu Uy, a to nie je mozné. Predpoklad
existencie cyklu K v orafe X viedol ku sporu. Graf X nemoéze obsahovat
cyklus.

-

II. Tvrdim: v grafe X existuje aspon jeden koncovy uzol a.(k € {1,2, .. ..
m}), t. j. uzol, ktory je koneé¢nym uzlom vSetkych hran z X s nim incidentny ch.
Platnost tohto tvrdenia vyplyva priamo zo skutoc¢nosti, 7e ‘T neobsahuje
cyklus.

—

ITI. Tvrdim: nech x, je lubovolny koncovy uzol z X, ktory je konetnym
uzlom kazdej hrany =z X s nim incidentnej, potom kazdy uzol z Iubovolnej
triedy U, € U, je v grafe G, spojeny hranou aspoil s jednym uzlom z U .
Dokazeme platnost tohto tvrdenia. Pre z = k je platnost tvrdenia zrejma.
Predpokladajme, ze pre isté z 4= k existuje uzol » € U,, ktory nie je spojeny
hranou so ziadnym uzlom z U,. Nech « je niektory uzol z U,. Pretoze (7,
je nasyteny graf, existuje v (¥, takd ~-cesta vzhladom na L (oznaéme ju (),
ktord spojuje uzly w, v a ktord obsahuje najviac dve hrany spojujtice uzly
z roznych tried rozkladu UY, (pozri vetu 20). Cesta (', musi obsahovat aspon
jednu taktGto hranu (lebo uzly u, » patria do réznych tried rozkladu U73).
Keby cesta (; obsahovala jedind takdto hranu, potom podla vety 16 (pretoze
neexistuje hrana spojujica uzol v s niektorym uzlom w € U,) kazdy uzol
7 U, by bol spojeny hranou s istym uzlom z U, (inym neZ uzol v) a hrana /. .

2 X by mala tiito orientaciu: uzol @, by bol konetnym a uzol x, poc¢iato¢nym
uzlom hrany 4, .. To je spor s predpokladom, zZe x; je konetnym uzlom kazde]
hrany, ktord je s nim incidentna. Preto cesta (', obsahuje prave dve také
hrany, ktoré spojuji uzly z réznych tried rozkladu U, . Jedna z nich (oznaéme
jug,,) spojuje uzol z U, s uzlom z istej triedy U, (z + f,t =+ k), druha (oznac¢me
ju g¢,.) spojuje uzol z U, s uzlom z U,. Pretoie podla predoslého nemozno
r-cestu () uz skratit na tak x-cestu spojujicu uzly u, v, ktora by obsahovala
len jednu hranu spojujicu uzly z réznych tried, vyplyva z toho (pozri dokaz
vety 20), Ze isty uzol z U, je spojeny v 7, hranou s kazdym uzlom z U, t. j.,
ze hrana k, , € X smeruje z uzla x. do uzla x,. Opéat spor s predpokladom. Preto
neexistuje taka trieda, v ktorej by kazdy uzol nebol spojeny aspon jednou
hranou s uzlom triedy U,, ¢o bolo treba dokazat. Z tvrdenia II1 viyplyva
ihned tento désledok:

— —
IV. V grafe X existuje prave jeden koncovy uzol a takyto uzol je v grate .\
—
spojeny hranou s kazdym inym uzlom grafu X.
1 > 7 e v ’ . . ’
Nech x; je ten uzol z X, do ktorého smeruji vietky hrany s nim incidentné

. . . ., v 1 v N
a ktory podla TV je spojeny hranou s kazdym uzlom z X (inym nez ).
O triede U, € Uy, podla T1I plati: fubovolny uzol z lubovolnej triedy roz-
2oJe « H , v . P )
kladun Uz, je spojeny hranou aspont s jednym uzlom z U, a vzhladom na
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viastnost uzla x; 7z grafu X (pretoze @, je nasyteny graf) plati nutne o Tubo-
volnej triede U; rozkladu Uy, (kde U, & U,) toto: Iubovolny uzol z U, je
spojeny v grafe ) hranou s kazdym uzlom istej triedy V; € U% (kde V, € U,)
a ziadny uzol z U; nie je spojeny v grafe (7, hranou s uzlom mnoziny U, — V;
(pozri vetu 18).

Nech {V, Vy, ..., V,} je systém tych tried rozkladu U, ktoré (1) st
podmnozinami triedy U, a (2) ktorych uzly st spojené v grafe  aspon

s jednym uzlom nepatriacim do U,. Oznaéme pre y € {1,2, ..., p} znakom
S, = {U,,U,,....,U,} systém vietkych tych tried rozkladu Ug,, ktoré
maji tato vlastnost: kazdy uzol z U,, (i == 1,2, ..., q) je v grafe (7, spojeny

hranou s kazdym uzlom z V),

V. Tvrdim: ak pre isté y € {1,2, ..., p} plati &, # Uy, , t. j. ak existuje
trieda 7, rozkladu Uj, nepatriaca do ©,, potom plati: ziadny uzol z U, nic
je spojeny hranou v grafe (4, so Ziadnym uzlom Iubovolnej triedy systému ©,, .
Dokdzme to. Nech trieda U, € Uy nepatri do &,. V triede U, existuje istd
podmnozina V (s € {1,2, ..., p}), o ktorej plati: kazdy uzol z V, je spojeny
v grafe (7 hranou s kazdym uzlom z U, a uzol nepatriaci do V_ nie je v grafe ¢/,
spojeny hran()u so ziadnym uzlom z U,. Pretoze U, nepatri do &,, je nutne
e+ 1,. Predpokladajme oproti nasmu tvrdeniu, ze isty uzol w € U, je
v grafe (7, spojeny hranou & s uzlom » € U, € S,. Oznatme znakom u’ (resp. ')
ten uzol z U, (resp. z U,,;), ktory je spojeny hranou linedrneho faktora /L
s uzlom w (resp. s uzlom »). Oznaéme dalej znakom w lubovolny uzol z V
a zhakom ¢ fubovolny uzol z Vy. Pretoze uzly w, t nie st v relacii < (patria
do roznych tried rozkladu Uf: je w eV ,teV, , V, = V,) a patria do tej
istej triedy rozkladu U, (lebo oba patria do U ), existuje v (7, podla vety 2i
taka v-cesta vzhladom na L (oznacéme ju (', ), ktord spojuje uzly w, t a vietky
jej uzly patria do U .

Ak ku ceste (7, pridame uzly w, «’ a hranu z L tieto dva uzly spojujicu,
dalej uzly ¢, v" a hranu z L tieto uzly spojujicu a okrem toho hranu spojujicu
uzly o', w a hranu spojujicu uzly »', 1 (obe tieto hrany v (/) existuji a zrejme

nepatria do L), dostaneme tak cestu €', ktord spojuje uzly u, » a je ~-cestou

e
vzhladom na L: cesta €, spolu s hranou % (ktord spojuje uzly u,» — jej
existenciu sme predpokladali) tvori v-kruznicu vzhladom na L, ktora obsahuje
uzly z roznych tried rozkladu Uf,, ¢o nie je mozné. Predpoklad existencie
hrany spojujicejisty uzol z U, s istym uzlom z U, viedol ku sporu, ¢o dokazujoe
platnost nasho tvrdenia.

Nech yoje Tubovolné ¢islo z {1, 2, pia &, =1{U,,U,, ..., Uy,
systém vietkych tveh tried IO/kI«l(lU U,”, kt()ry(-ll kazdy uzol je v (; spojeny
hranou s kazdym uzlom z V (V, € : 1V, € U)). Oznatme znakom (7, podgrafl
arafu (/) ktory pozostiva zo thl\\ ch uzlov patriacich do tried sy .stcmu g,

(oznac¢me mnozinu tychto uzlov znakom W, ) a z tych hran grafu ¢, ktoré

spojuji dva uzly z I, . Ozna¢me znakom (¢, podgraf grafu (Z;, ktory obsahuje
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vietky uzly z 7, nepatriace do W, a vietky tie hrany z (7, ktoré takéto dva
uzly spojuju.

VI. Tvrdim: grafy (;,,,Z:y su nasytené grafy. Dokaz tvrdenia. Ta ¢ast linedr-
neho faktora L, ktord patri do &, (ozna¢me ju L), je linedrnym faktorom
grafu G,. Nech u, » s Tubovolné dva uzly z (7, ktoré nie sit v &, (a teda ani
v (,) spojené hranou. Pretoze (7, je nasyteny graf, existuje v (7, cesta (' spo-
jujtca uzly «, v, ktora je x-cestou vzhladom na L. Predpokladajme, ze cesta ('
obsahuje okrem uzlov z G, este aj taky uzol, ktory nepatri do ¢,. Nech

Y 2 : 2. — 1 — gy
C=wy, hyy,wy, .o by, 05, (0 = u w0y, = v).

Nech w, je poradim prvy uzol z €' a w,; poradim posledny uzol z (', ktory
nepatri do . Je zrejme w, €V, w,€V (V,CU,) a hrana h,_,,,
hrana h,,,, nepatri do L (lebo spojuje uzly z réznych tried rozkladu UZ).
Potom v8ak je w, #+ w, (v opa¢nom pripade by uzol w, = w, cesty (' nebol
incidentny s hranou z C patriacou do L — spor, lebo (' je x-cesta vzhladom
na L) a ta dast cesty C, ktora spojuje uzly w,, w; je x-cestou vzhladom na L.
To je spor, lebo uzly w,, w, patria oba do V, a st teda v grafe G, v reldcii .1.
Preto cesta (' obsahuje len uzly z ¢, a je tiez x-cestou vzhladom na L,. V G,
neexistuji také dva uzly nespojené hranou, ktoré by boli v reldcii .1. Teda (7,
je nasyteny graf.

Obdobne sa dokazuje, zZe graf Gy je nasyteny: c¢ast linearneho faktora L,
ktora patri do (7, (ozna¢me ju L,). je linearnym faktorom grafu G,. Nech . »
st Tubovolné dva uzly z G, ktoré nie st v (7, (a teda ani v () spojené hranou.
V @, existuje x-cesta vzhladom na L (ozna¢me ju ('), ktorda spojuje uzly u, »
a pritom také, ktord obsahuje najviac dve hrany spojujice dva uzly z réznych
tried rozkladu Ug,. Keby cesta (' nepatrila celd do (7,, znamenalo by to, ze
spomenuté dve hrany by spojovali uzol € V, s uzlom € (7, a tieto hrany ne-
patriliby do L. Cestu C' potom mozno rozlozit na tri tiastoéné cesty (', (', (',

pricom cesta ', spojuje uzol u s istym uzlom w € V,, cesta 'y spojuje isty
uzol t € V, s uzlom » a cesta Cy spojuje uzol w s uzlom ¢ a vietky ostatné jej
uzly patria do ¢/;. Z uvedeného vsak vyplyva, ze cesty (', (', si ~v-cesty
vzhladom na L, (obsahujt len uzly a hrany z @,) a pretoze ir, t sit dva rozne
uzly z triedy V, (si teda v reldcii /1), musi v G existovat hrana k spojujiica
tieto dva uzly a zrejme nepatriaca do L (resp. do L ). Potom vsak cesty (', (',
a hrana A tvoria v @, takd ~v-cestu vzhladom na L, ktora spojuje uzly u, »
a neobsahuje ziadny uzol z 7. Tato cesta je preto x-cestou vzhladom na /,,.
V @, neexistuja preto také dva uzly, ktoré nie st spojené hranou a ktoré
v G, st v reldcii /1. Preto tiez (7, je nasyteny graf, ¢o bolo treba dokazat.

Teraz uz snadno dokond¢ime doékaz vety. Polozme (7 =G o (77 =(/,

resp.

a ozna¢me I{; mnozinu tych hran z (7, ktoré nepatria ani do ¢/, ani do (7.
Po zruseni vSetkych hran € I vznikne zrejme graf (7, ktorého komponentami
st nasytené grafy &', (7". Pretoze lubovolna hrana € I, spojuje v (¢, uzol € 1",
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(kde 1", € U,) patriaci do ¢, s uzlom niektorej z tried U, , U, , ...,
ktory patri do (7,, plati tiez, Ze Iubovolna hrana z H, spojuje uzol z ' s uzlom
7. (7", Pretoze ziadna z hran z H, nepatri do Ziadneho linedrneho faktora v (7,

U.w» € Ué',

‘00

(pozri vetu 16), je nutne G = (O}“; (=G, a tiex Uz = #.- Podla definicie
grafu @ = G, je v grafe G, lubovolny uzol z (" incidentny s hranou z H,.
Hrany € H, spojuji totiz kaidy uzol z " s kazdym uzlom € V, . Nech M’
je mnozina tych uzlov z @', ktoré st v grafe (7, incidentné aspon s jednou
hranou z H,. Plati zrejme V, C M’ a pretoze okrem uzlov z V, Ziadny iny
uzol z (' nie je incidentny s hranou z H,, plati dokonca V, = M'. Pretoie
ziadny uzol z ' nepatriaci do V, = M’ nie je v relacii 4 s uzlom z V, , ma
mnozina M’ =V, obe pozadované vlastnosti. Teda mnozina hran H,, grafy
7. (7 a mnozina M’ maja vietky pozadované vlastnosti. Tym je dokaz vety
vvkonany.

Poznamka 5. V dékaze vety 25 dokazali sme viac, nez hovori samotna
veta. Opisali sme totiz aj sposob, ako najst mnozinu hran H,. V lubovolnom
nasytenom grafe ¢, v ktorom rozklad U ma viac ako jednu triedu, existuje
prave jedna mnozina U, s pozadovanymi vlastnostami; pocet ¢ tych tried,
rozkladu U¥, | ktoré st podmnozinami mnoziny U, a ktorych uzly s spojené
hranou s uzlom aspon jednej triedy (/; & U, rozkladu U}, je mensi, alebo sa
rovna poc¢tu réznych mnozin H, v grafe G,, ktoré maji vsetky pozadované
vlastnosti. Vyznam vety 25 v8ak spoc¢iva hlavne v tom, Ze ukazuje, ze spo-
sobom pouzitym vo vete 24 mozno — ak vychddzame z istého systému na-
sytenyeh grafov, v ktorych Tubovolné dva uzly st v relacii 2 — skon$truovat
Tubovolny nasyteny graf (7, podgrafom @ ktorého je dany systém nasytenych
cerafov.

Pozndmka 6. Bez dokazu uvadzam tato vetu: Nech G je lubovolny na-
syteny graf, 7,(¢/) pocet tried rozkladu UZ a 7,(() pocet tried rozkladu U.
Nech u,; je pocet réznych mnozin uzlov M grafu G, ktoré maji tieto dve
viastnosti: (1) bud M obsahuje jediny uzol, alebo ak obsahuje viac uzlov,
potom lubovolné dva uzly z M st v relacii .1; (2) lubovolny uzol z ( nepatriaci
do M nie je v relacii <1 aspon s jednym uzlom z M. O polte u, potom plati:
fo = Tll) — Tl + 1.

Vysledky z viet 24, 25 ako aj tdto nedokazovana veta poukazuji na to,
aky ma vyznam pri konstrukeii nasytenych grafov rozklad Uf. Domnievam
sa, ze¢ tym vyznam tohto rozkladu z daleka nie je vycerpany a tato otazka
zasl(zi sioeste dalsie a hlbsie stadium.

1. Graty a nasytené grafy s nulovym jadrom

Npecialnu triedu grafov s linearnym faktorom tvoria grafy s najjednoduch-
Sim t. j. s nulovym jadrom. Tymto grafom venujme teraz pozornost a odvodme
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z poznatkov o nich ziskanych niektoré dosledky pre pravidelné grafy s linedr-
nym faktorom.

Veta 26. Nech G je [ubovolny graf s linedrnym faktorom, ktory mda nulord
jadro, potom v G existuje prave jeden linedrny faktor. Obrdlene: (raf s jedinijm
linedrnym faktorom ma nulové jadro.

Dékaz. Predpokladajme, Ze v (7 existuja aspon dva rozne linedrne faktory
Ly &= L,. Kompozicia L, X L, je teda nenulovy grafa podla vety 1 je taito kom-
pozicia podgrafom jadra G. Teda (7 je nenulovy graf. Ak ma obratene (7 jediny

linearny faktor, je (/ zrejme nulovy graf.

Veta 27. Nech (7 je lubovolnyj graf s jedingm linedrnym falktorom L: t. .
nech G je nulovy graf. Potom rozklad Uy je rozkladom mnofiny uzlor (/m/u «
nw dvojice uzlov, kloré sit spojené hranow linedrneho faktora L.

Doékaz. Oznaé¢me ako obvykle znakom : podgraf gratu ¢/, ktory obsahuje
vietky uzly a len uzly grafu ¢ a ktory obsahuje tie hrany z (/) ktoré patria
aspon do jedného linearneho faktora v (/. Plati zrejme (i = L a [ubovolny
uzol z ( je v relacii 2 s jedinym inym uzlom z (7, a to s tym uzlom, s ktorym
ho spojuje hrana z L. Z toho ihned vyplyva tvrdenie vety.

Veta 28. Nech (7 je lubovolny nasijteny graf s nulovym jadrom, potom r (1
existuje aspoil jeden most « tento most patri do (jediného) linedrneho faktora
grafu .

Dékaz. Podla lemmy 1 Tubovolny graf s linearnym faktorom (a teda aj
graf (/) ma parny pocet uzlov. Nech 2m je pocet uzlov grafu /. Ak je m = 1.
veta zrejme plati, lebo potom (7 pozostava iba z dvoch uzlov a z jednej hrany
tieto uzly spojujicej, ktorda patri do linearneho faktora L = (/ a je mostom
v grafe (/. Predpokladajme, ze m > 1. Potom podla vety 27 rozklad U} obsa-
huje prave m tried, teda viac nez jednu triedu, pricom kazda z ty-chto tried
obsahuje prave dva uzly, a to také, ktoré si v grafe (¢ spojené hranou jediného
linearneho faktora L grafu (. Ziadne dva uzly patriace do tej istej triedy z U7}
nie su v relacii 4, pretoze dva uzly takejto triedy spolu s hranou z L. ktord
ich spojuje, tvoria v-cestu vzhladom na L. Z toho vyplyva, Ze Tubovolna
trieda rozkladu U} obsahuje prive jeden uzol grafu.

Podla vety 25 (pretoze (7 je nasyteny a rozklad Uj obsahuje viac nei jednu
triedu) existuje v ¢/ taka mnozina hran I, ze ak zrusime v grafe 7 vietky
hrany z I, vznikne z grafu (7 graf, ktory pozostiva z dvoch komponent (77, (7"

N

a kazdd z tychto komponent je nasytenym grafom. Trieda uzlov z U7 (pre
ktortt sme pri dokaze vetv 25 prijali oznacenie (7.), ktord ma ti viastnost.
ze Tubovolny uzol z inej triedy nez z U, je v grafe /7 spojeny hranou aspon
s jednym uzlom z U7, pozostava v nasom pripade prave z dvoch uzlov a kazdy
z nich je jedinym prvkom triedy rozkladu U}, Teda mnozina. pre ktori sme
prijali pri dokaze vety 25 oznadenie |7

Yo

obsahuje jediny uzol. Oznac¢me tento

»

uzol znakom ¢, a drohy uzol z U, oznadme znakom w . Z ddokazu vety 25
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vieme tiez, Ze kazdy uzol z (7 je spojeny hranou s uzlom v, a Ziadny uzol
7 (" nie je spojeny hranou s uzlom u.; dalej: graf G’ bud okrem uzlov triedy
U, = {u.,v,} neobsahuje uz uzly ziadnej inej triedy z Uy a potom hrana
spojujtca uzly w,, v. je mostom v @, ktory patri do L; alebo G obsahuje okrem
uzlov z U, eSte uzly z dalSich tried rozkladu U, ale ziadny takyto uzol nie
je spojeny hranou ani s uzlom z G” (pozri tvrdenie V z dokazu vety 25) ani

s uzlom ;. Preto po zruseni hrany spojujtcej uzly u,, v. (ozna¢me tito hranu

AT P

Obr. 5.

znakom k) by stratil graf G stvislost. Cize h, je mostom v grafe (. Uzly u,, v,
st spojené hranou z L a touto hranou je hrana £, lebo keby okrem 4, existovala
efte dalsia hrana hy, spojujaca uzly «., v., tvorili by hrany 4., b, a uzly w,, v,
istii x-kruznicu grafu G. To je spor, lebo (¢ ma nulové jadro. Je preto %, € L.
Teda graf ¢ obsahuje most h,, ktory patri do L, ¢o bolo treba dokéazat.

Na obr. 5 st znazornené $tyri (najjednoduchsie) nasytené grafy s nulovym
jadrom.

Veta 29. Nech G jelubovolny graf, v ktorom existuje jedinyg linedrny faktor L.
Potom. (I obsahuje aspor jeden most patriaci do L.

Dokaz. Ak (7 je nasyteny graf, veta zrejme plati (pozri vetu 28). Pred-
pokladajme, Ze (7 nie je nasyteny graf. Podla vety 19 existuje taky nasyteny
araf () ktory méa nulové jadro (teda existuje v nom taktiez jediny linedrny
faktor L) a plati pritom: ¢ obsahuje vSetky uzly a len uzly z (7; (¢’ obsahuje
vietky hrany z (¢ a okrem tychto hran obsahuje uz len hrany nepatriace
do L'. Pretoze (¢ je podgrafom grafu ¢ a tieto grafy maji rovnaké mnoziny
uzlov, je nutne L' = L. Podla vety 28 graf (¢ obsahuje isty most &, ktory
patri do L"a patri teda aj do L. Je viak zrejmé, ze taka hrana, ktora je mostom
ist¢ho grafu, je mostom kazdého jeho podgrafu, ktory ju obsahuje. Preto
hrana 4, ktord je mostom v (7 a patri do L, existuje. Dékaz vety je vykonany.

Zaujimavy je tento dosledok vety 29: Tubovolny taky eulerovsky graf.
v ktorom existuje linedarny faktor, ma nenulové jadro (pretoze v eulerovskom
arafe nemdze existovat most — pozri Konig [4], str. 194 — a graf s nulovyim
jadrom podla nasej vety 28 obsahuje vidy most). Z toho ihned vyplyva, ze
pravidelny graf parncho stupna s linedrnym faktorom ma nenulové jadro.
Ba dokdzeme v dalSom, Ze tento zaver moZno rozsirif na vsetky tie grafy
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s linearnym faktorom, ktoré si pravidelnymi grafmi stupnia vyssieho nez
prvého. Prv viak odvodime si dve lemmy o pravidelnych grafoch tretieho
stupna.

Lemma 5. Nech (/ je lubovolny graf treticho stupiia obsahujict wspoii jeden
most. Potom v (I existuje taky ¢élen, ktory obsahwje prave jednw artikuldcin z (i
Takyjto Elen obsahwje nepdrny pocet uzlov, najmenej vsak tri uzly.

Dékaz. Je zrejmé, ze oba uzly, ktoré spojuje lubovolny most v /', si
artikuldciami grafu G' (most spolu s uzlami, ktoré spojuje je vzidy ¢lenom
grafu a oba tieto uzly — pretoze su tretieho stupna — patria este do dalsieho
¢lena grafu). Obratene: ak uzol w € ¢ je artikulaciou grafu @, potom aspon
jedna z troch hran s nim incidentnych je mostom grafu . Nech 4, je Tubovolny
most v G a nech h, spojuje uzly u,, v,. Ozna¢me znakom G breh mosta A,
obsahujicd uzol u,. Ak ¢, neobsahuje most, neobsahuje ani taky uzol, ktory
by bol artikulaciou v ¢, a (¢ je potom hladanym ¢lenom obsahujicim jediny
uzol (uzol w,), ktory je artikuldciou grafu (. Nech (7, obsahuje most (oznac¢me
ho h,). Jeden z brehov mosta k; (oznaé¢me ho (7;) neobsahuje uzol w,. Nech w,
je ten uzol brehu ¢, s ktorym je incidentna hrana A, v grafe (. Ak 7, ne-
obsahuje most, je (/; hladany ¢len. V opa¢nom pripade ozna¢me znakom #h,
Tubovolny most grafu (7, znakom ¢, breh mosta h; neobsahujici uzol u,
a znakom wu, ten uzol z (7,, s ktorym je incidentna hrana A,. PretoZze pocet
mostov v grafe (¢ je koneény, musi nds§ postup po koneénom poéte p krokov
skonéit tym, ze v istom brehu (7, nevyskytuje sa uz most a (¢, obsahuje jediny
taky uzol u,, ktory je artikuldciou v grafe . Preto ¢len (¢, s jedinym takym
uzlom, ktory je artikulaciou grafu ¢/, existuje.

Je zrejmé, ze v ¢lene (¢, je uzol w, uzlom druhého stupna a pretoze lubovolny
¢len grafu ma najmenej dva uzly, existuje v (, okrem uzla u, este aspon jeden
dalsi uzol. Tento dalsi uzol je vSak nevyhnutne uzlom tretieho stupna v (7,
a pretoze v Tubovolnom grafe pocet uzlov neparneho stupna je parny. musi
¢len (7, okrem uzla wu, obsahovat este najmenej dva uzly, a to uzly treticho
stupna, z ¢oho ihned vyplyva tvrdenie vety. Dokaz je vykonany.

Lemma 6. Nech (¢ je lubovolny pravidelny graf treticho stupia, r ktorom
existuje aspoh jeden linedrny faktor L. Potom plati: G md nenuloré judro.

Dékaz. Uz Petersen v [1] dokazal, Ze ak (/ neobsahuje most, potom lubo-
volnd hrana z (/ je hranou aspon jednej ~-kruznice vzhladom na /L. Preto
ak (¢ neobsahuje most, je ¢ = a lemma plati. Predpokladajme, ze

mé aspoil jeden most. Podla lemmy 5 existuje v ( ¢len (7, ktory obsahuje
prave jeden taky uzol w,, ktory je artikuliciou v (/. Ozna¢me znakom [,
podgraf ¢lena (7, ktory pozostava z prvkov z L patriacich do (7, s vynimkou
uzla w,. Hrany z (7, incidentné s uzlom w, (ozna¢me ich g, , ¢,) nepatria do 1. .
lebo do L patri most z (/] ktory je incidentny s uzlom . (fubovolny lindreny
faktor pravidelného grafu neparneho stupna obsahuje vSetky mosty grafu:

pozri Konig [4], str. 195). Nech hrana g, (resp. ¢,) spojuje uzol u, s uzlom r,
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(resp. v,). Je zrejme v, == v,, lebo v opa¢nom pripade by uzol v, = », z (, bol
artikulaciou grafu (7 — spor s predpokladom, Ze (¥, obsahuje jedin artikuliciu
gratu (7, t. j. uzol u,.

Ak z grafu (7, utvorime graf ¢ tak, Ze hrany ¢,, ¢, a uzol u, nahradime jedi-
nou hranou A* spojujicou uzly v, v,, potom ¥ je suvisly pravidelny graf
tretieho stupna, ktory neobsahuje most. Graf L, je podgrafom grafu (5 a je
jeho linearnym faktorom.

Podla lemmy 5 ¢len G, obsahuje najmenej tri uzly, teda L, obsahuje naj-
menej jednu hranu. Oznaéme znakom g* lTubovolnd hranu z L,. Je zrejme
g+ g* 4= ¢, a teda je g* == h*. V praci [9] pri dokaze Petersenovej vety
dokazal Schonberger toto: ak A;, A, st lubovolné dve hrany pravidelného
grafu tretieho stupna G, ktory neobsahuje most, potom v ' existuje taky
linedrny faktor, ktory neobsahuje ani hranu A{, ani hranu A;. Z toho vyplyva,
ze v nasom grafe G existuje taky linedrny faktor L¥, ktory neobsahuje ani
hranu A*, ani hranu ¢g*. Oznaé¢me znakom H’ tito mnoZinu hran grafu (/:
do H’ patria vsetky hrany z L% a okrem toho vietky hrany z L, ktoré ne-
patria do ,. Je zrejmé, Ze lubovolny uzol z ¢ je incidentny prave s jednou
hranou mnoziny H’, teda H' je mnozinou hran istého linearneho faktora 1.’
grafu . Pritom L’ neobsahuje hranu g¢g*, ktord vSak (ako sme predpokladali)
patri do linedrneho faktora L. Preto kompozicia L X L' jenenulovy graf a graf (/
md nenulové jadro. Ddékaz lemmy je vykonany.

Prikro¢me teraz k dékazu vety, ktorej platnost sme uz ohlasili:

Veta 30. Nech ¢ je lubovolny pravidelny graf vyssieho stupiia ako proého,
r ktorom existuje linedrny faktor. Potom (I md nenulové jadro; t. j. v G exvstuji
najmenej dea rézne linedrne faktory.

- Dokaz. Pre parny stupen je platnost vety zrejmda. Veta plati podla pre-
doslého aj pre pravidelné grafy tretieho stupna. Doékaz treba urobit pre
pravidelné grafy neparneho stupna, a to stupna vyssieho nez tretieho. Nech ¢/
je Tubovolny pravidelny graf (2n 4- 1)-ého stupnia (n > 1), v ktorom existuje
linearny faktor L. Hrany grafu ¢/ nepatriace do L spolu so vSetkymi uzlami
7z (! tvoria podgraf (', ktory je pravidelnym grafom 2n-tého stupna. Je zname,
ze pravidelny graf 2n-tého stupiia da sa rozlozit na n faktorov druhého stupna
(pozri |4], str. 161). Nech F je lubovolny faktor druhého stupna grafu (/.
Kompozicia L X F = (" je faktorom tretieho stupna gratu (7, teda je podgrafom
grafu (/ a ma tieto vlastnosti: (1) obsahuje vSetky uzly z ; (2) je pravidelnym
grafom tretieho stupna: (3) existuje v nom linearny faktor L. Podla lemmy 6

Y

ma (" nenulové jadro. Z toho ihned vyplyva (lebo z grafu ¢ dostaneme
araf (7 pridanim istych hran; pozri vetu 14), Ze jadro G” je podgrafom jadra (/

a (7 je nenulovy graf. Teda graf ¢ ma nenulové jadro a z vety 2 vyplyva, zce
v (7 existuju najmenej dva rdézne linearne faktory. Veta plati aj pre pravidelné
grafy neparneho (vyssieho nez prvého) stupna. Dokaz vety je vykonany.
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N3 TEOPUNM RONEYNBINX TPADOB
CJANHENRNBM MHOMUTEJEM

AHTON KROILNr
BuiBo;inl

Slacisneiiinmm nosITHeM , BBOAMMBIM HPH BCCICL0BAITEY 1'PAOB ¢ JMNCHNLIM MUOMKATE 1CM
uonsTHe nacehiennoro rpaga. I'pag G, B KOTOpoM CyNIECTBYCT JIMHCHNDIIT  MIOKATC L
HABLIBACTCSE HACKINEHLIM rpadoM, Korjla jiBe J100bIX TAKHX Pa3HBIX BCPUIMIL, KOTOpbIC
B oTnonieny A naxo;urest 8 rpadge G cocMiennl e Meubue, yeM O HbM pebpoM. 1psivo
w3 e nacsiiennoro rpaga BuiTekaeT, UrTo KOMIseTblii rpad ¢ 9eTHLIM KOJMMCCTBOM
BOPUITN SIBSICTCs HAchiieiibiM - rpadgom. OkasuBacrest, Ym0 CYHICCTBYIOT HACBHIIICHIIBIC
rpagul, KOTOpHIC 1e SBASIOTCSE KOMILICTHBIMU. () nachiiiienibix rpadax JoKkasuiBacres ¢ie-
avionee: 000l nacuinenitic rpad sipasierest Beerja ¢BsisnbiM rpagom. 1yern G nacninen-
nbti rpad 1 onyers Uy siBasterest JI0OBIM KJIACCOM  PaBIoMKen st U%. Jlobbic jse BCPIIATDI
s g cocuniennl B (e Menbiie, YeM 0;1HIM pedpoM 1 HT0 pedpo He HPHIA/VICIKUAT 111 B KAKOH
Jmneiinnii Miuokures s rpaga G. Eceanm B rpade G cymecTByer JHMneinblil Mio;kuTe n u oG
HE SIBASICTCST HACKIICHITBIM, TO CYICCTBYCT nacnineninit rpag G°, xoropuiit: 1. cojiepmur
BCC BCPIHILL M 10/ ILRO Bepindinl rpaga G 2. cojlepkur Bee pehHpa U3 G 1 KPOME TOIO TO.1HLKO
pedipa e npunauiesKaloniee 1 B Kakoi amnelinnii Muoxknrean rpaga G0 3. 1 MMCeT MecTo
cOeLyIonee: (}" = (. Ho-jpyromy crasano: /woboii nenacsiennniii rpadg G ¢ amnmeiinnm
MHMKHTCICM siBsieTest ojrpadom ne Mennbiie daeM ojinoro rpaga, y KOToporo i e Bep-
HIHLL 3T DTO JKe sUIpo KAk vy rpada G. Buinie npuse/ieiioe noKasbiBaeT BaXKIOCTL PO,
ROTOPYIO HIPAIOT nacweiienimie rpadnl B Mee/1¢,10BaIAT OCHOBILIX CBOUCTB rpada ¢ JAmiciinnm
smuosknresiem. Hooromy ocofoe BUMManme e s1eTesi Ueedej0Balmio Hachieninix rpagos.
Jloraspiacres caeayioniee: e G - a06oi nacsiennnii rpag u ¢ — rpad, Bosnukiysimmii
3 rpada G rakum oGpasoM, 4To U3 itero HyLyT yerpauensl Bee pedpa, coeMsonme Bep-

782

HUTHLL, pHiaVIcKalomIre B pasibie RJACCHL pas. 10 enus G, TO: 1. 11000l KoMIToHeuT

rpaga G nacsinennnii rpad; 2. jo0nie J\BC BePIMMUBLL KOMIIOHCHTA SIBJSHOTCSE B OTHO-
mennn 23 3. l’((’—) = Ij;é, 4. /106oii smneiinii MuosKre: L rpaga G siBIJASICTCsI TOMKE JAnneinnim
Muonreiem rpada G naobopor.

O roM, KakuM oOpaszoM B nachiniennom rpage G BepIIMILI, HPHHALICHKAIONHAC B PAHBIC
KAQCCH pas1omenis U coguenint peipaMi (510 T¢ pedpa, KOTOPhC HYMIO YCTpaiuT,
s BOsHIKIOBenns rpada G, PUBELCITION0 BHIIIC) JOKABLIBACTCS ¢ lyOHICe: ecAH pasiio-
senne Uf COACPIKIT e MeNbIIe, UeM [IBa KJacca, TO ¢YIECTBYCT 1e MCHBIIC, YCM 010
MIOIKCCTBO pedp [y maie Menble, UeM o;(10 HellyeToe MHoKecTBo eptunin My rakum oOpa-
30M, UTO HMCCT MECTO: a) nocjie verpaneunst pedp us /1, Bosnukuer u3 rpaga G rpad, woro-
Pt COICPKHT TOUNO ABa KoMHotenTa G’ G7; 6) aobGoe pedpo uz H, coemnsier B rpade G

.

Bepumy 1wy G ¢ pepmmnoin m3 G7; B) Bee Bepumnnt u3 M, npunajiieskar B G7) npuuem
Kanglast sepmdna us My B rpade G coc;innena pedpom u3 [y ¢ Ram 10l Bepmmnoi ns (7
I HIRaRast Beprmna u3 G2 e Mg ne siBiasierest nnigrenioi pedpy ns /g, ) Muoseero M,
I COACPIRIT 0,1y M TOJILKO 0,0y BEpHUIy, WA COJACPIKUT HOJILUIC UeM OJIHY Beplmny
WoB OTOM coyuae Juodnie jiBe Bepmmnnl w3 My naxojstes B rpage G (m rose B rpade ()
B orTHoteny A; ) suobas Bepumna u3 G Biue M, ne naxoiTest B ornomenun A e Mennnie,
HeM ¢ ool Bepumnoii u3 Mg; e) B rpadie ¢ romionentaMu G2, G” 910 KE sULPO U DTO e
PABI0IKCNIC MIOFKCCTBA BOPILUIT 1A KJ4CCHLI BEPIIMI NaXoisiyecsi ¥ B ornomienun Q2
B ornontenn A, wak B rpafe G.

JlorasuiBacrest ro, 4To naodoporT UMeer Mecro: nyern G, G — JHo0bIe 1Ba HACKHITICHHIX

157



rpaga 6c3 00NmMN dJeMenToB; 1t nyerh M J1000C TAKOC MHIOFKCCTBO Bepiumn 0a (7. 110
BCC €0 BCPUIMHDLL HAXOBSITCs B orHomenny A 1 otas Bepimia 3 (7 e npmnau iesmRaontas
B My ne naxojurest B ornouienuu 1, ne Menniie, ueM ¢ o;uioit Bepuumoii u3 My (Tasoe
MHOMKCCTBO OUEBMJUIO B HAchinieniom rpage cynieersyer) 1 nyerh rpad G BOSHITKNCT TaRITM
0hpasoM, UTO KA Y0 Bepmny 3 My coc M 1He MCHBIIE M OUM PeOPOM ¢ Razk 1o
BepIIMION 13 (7, To HMeer MecTo: (0 SIBJSICTCH HacklieninnM rpadgom; spo G COLCPARIT
BCC DJICMCHTHE ¥ TOJLKRO DACMCHTDE U3 511 ?,, T =08 4. Ha ocnose npuseennnx
PE3YALTATOB OTRPLIT METO,| KOHCTPYHPOBAIMs Hachiennoro rpadga ¢ oM ke sipoM
M ¢ ITHMH 3KE JMHCHHBIMH MIOAUTC SIMU, RAK J10001 neeBsi3nblil rpad. KaM# i RoMuonenr
KOTOPOrO SIBJSICTCSE Hachinenubim rpagom.

OT;ieannast vacth padoThl HoceBsiena crpyrRType rpadgoB ¢ JHIHCHHBIM  MUORIITC. 1M,
PO KOTOPLIX nysieBoe. [lokaswiBacrest caeLyioniee: ecaw B rpade (¢ Jmiciinbiy Mo
TEACM TYJICBOC SLIPO, TO B G CYIICCTBYCT TOJALKO OAMI JHHelnbI MiuomEuTes s W rpad
COACPIRAT HEe MCULUIC O0T0 MOcTa, UPUHALICKAIONICI0 B OTOT JIMHCHHBIL MHOAHTC. 1,
Jadapie: 060l perydasipuntit rpad Buicimell, yem 1epBoil cTeneny, cojleprRalonmi JTmeinini
MHOKHTEC1L, MMCCT SLIPO He SBJASIONICCCs HYJICBLIM, T. ¢. B TAROM rpade ¢VIecTRVCT Jie
MCIBLIIC, YeM [(BA PA3HLIX JIMHCRHLIN MINOMKUTC 1.

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN GRAPHEN
MIT DEM LINEAREN FAKTOR 11

ANTON KOTZIG
Zusammenfassung

Der weitere Begriff, der bei der Untersuchung der Graphen mit dem linearen Faktor
niitzich ist, ist der Begriff des satten Graphen. Ein Graph G, in welchem mindestens ein
linearer Faktor existiert, wird satter Graph genannt, wenn jede seine zwei verschiedene
Knotenpunkte, die in der Relation A stehen, mindestens eine Kante aus G verbindet.
Direkt aus der Definition des satten Graphen ist klar, daBl ein vollstindiger Graph mit
gerader Anzahl von Knotenpunkte iminer satt ist. s wird gezeigt, dafl auch satte Graphen,
die nicht vollstindige sind, existieren. Es wird folgendes bewiesen: Ein beliebiger satver
Graph ist immer ein zusammenhédngender Graph. Es sei (f ein satter Graph und (7 eine
heliebige Klasse der Zerlegung Uy;. Beliebige zwei Knotenpunkte aus {7, verbindet in (7
mindestens eine Kante und diese Kante gehort zu keinem linearen Faktor des Graphen (.
Wenn im Graphen (f ein linearer Faktor existiert und ¢ nicht satt ist, dann existiert ein
satter Graph G, welcher (1) dieselben Knotenpunkte wie (¢ besitzt; (2) alle Kanten aus (7
und auBerdem nur solche Kanten, die zu keinem linearen Faktor des Graphen (77 geharen,
enthilt und (3) von welchem gilt: G = ?v‘

Es sei G ein satter Graph und es sei G ein Graph, der aus dem Graphen (¢ durch Ent-
fernung aller solchen Kanten, welche die Knotenpunkte aus den verschicdenen Klassen
der Zerlegung (’(” verbinden, entsteht. Dann gilt: Kin beliebiger zusammenhangender
Bestandteil (f; des Graphen (¢ ist cin satter Graph; zwei beliebige Knotenpunkte aus (};

. . ) 0 . A . N .
stehen in der Relation Q3 U 5= Uis ein belicbiger lincarer Faktor des Graphen (7 st

auch lincarer Faktor des Graphen ¢ und umgekehrt.

Es wird weiter die Struktur der satten Graphen studiert. Folgendes wird bewiesen:
P g

v . Ty . . . . . . .

Wenn die Zerlegung (U mindestens zwei Klassen enthilt, dann existiert mindestens eine

i
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Kantenmenge H, und eine nichtleere Knotenpunktmenge M, so, daf§ es gilt: a) durch
Entfernung aller Kanten aus H,, entsteht aus dem Graphen G ein Graph, welcher genau
zwei zusammenhiingende Bestandteile 7, 7 besitzt; b) eine beliebige Kante aus H,
verbindet im Graphen ¢ einen Knotenpunkt aus 7 mit einem Knotenpunkte aus (/7;
¢) alle Knotenpunkte aus M, gehoren zu (/; jeder Knotenpunkt aus M, wird durch eine
Kante aus H, mit beliebigem Knotenpunkte aus (7 verbunden und jede Kante aus H,
mit. einem Knotenpunkte aus M, incident ist; d) beliebige Knotenpunkte aus M, in
dem Graphen 7 (und auch im Graphen @) in der Relation A stehen; e) beliebiger Knoten-
punkt aus ¢/, welcher zu M, nicht gehort. steht nicht in der Relation 4 mindestens mit
cinem Knotenpunkte aus M; f) der Graph mit den zusammenhingenden Bestandteilen
(", (" hat derselben Kern und hat dieselbe Zerlegung auf die Klassen der Knotenpunkte,
welche in der Relation £ und auch in der Relation /A stehen, wie der Graph .

Es gilt auch umgekehrt: Es seien G, G” beliebige satte Graphen, welche keine gemein-
same Klemente besitzen. Es sei M, eine beliebige solche Knotenpunktmenge aus (7,
daf} alle thre Knotenpunkte in der Relation A stehen und ein beliebiger Knotenpunkt
aus (7, der zu M, nicht gehort, steht nicht in der Relation /4 mindestens mit einem Knoten-
punkte aus M, (es ist klar, daB eine solche Menge .M, in einem satten Graphen @, immer
existiert). Wenn wir jeden Knotenpunkt aus M, mit jedem Knotenpunkte aus 7 durch
mindestens eine Kante verbinden, entsteht ein Graph ¢, welcher satt ist, und welcher
folgende Eigenschaften besitzt: Sein Kern @ besitzt alle Elemente und nur Elemente
aus (¢ und noch aus /(i”; Uff = UE,T)/ + U_(‘)’

Die gewonnenen Resultate ermoglichen aus den beliebigen Graphen, in welchem jeder
zusammenhiingende Bestandteil satt ist, einen satten Graphen, welcher denselben Kern
und dieselben linearen Faktoren besitzt, konstruieren.

In besonderem Teile der Arbeit wird die Struktur und die Eigenschaften der Graphen
mit dem einzigen linearen Faktor (d. h. wo der Kern ein Nullgraph ist) studiert. Es wird
folgendes bewiesen: Ein Graph, der einen einzigen linearen Faktor besitzt, enthélt min-
destens eine Briicke, welche zu diesen linearen Faktor gehort. Der Kern des reguliren
Graphen n-ten Grades (wo n > 1), in welchem ein linearer Faktor existiert, ist kein
Nullgraph, d. h. in diesem Graphen existieren mindestens zwei verschiedene lineare
Faktoren.
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