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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, IX, 3-1959 

U M I E S T N E N I E 17, 25 A :?3 BODOV NA GULI 

E R N E S T JUCOVIČ, P r e š o v 

I. Majme sústavu n 1> 2 bodov na jednotkové] guli (n je prirodzené), nech 
an je najmenšia sférická vzdialenosť dvoch z nich. HTadané je také umiestnenie 
týelito n bodov, pri ktorom an má najváčšiu hodnotu. 

Eahko sa zistí, že s riešením tohto problému je ekvivalentné riešenie pro-
blémov: 

1. Nech Rn je poloměr gule, na ktorej možno umiestniť n bodov tak, aby 
(euklidovská) vzdialenosť žiadnych dvoch z nich nebola menšiaako 1. Hladaná 
je najmenšia hodnota Rn. 

2. Majme na guli n zhodných neprekrývajúcich sa kružnic. Nazvime husto­
tou umiestnenia týchto n kružnic (označme DJ poměr súčtu ich sférických 
obsahov (teda povrchov příslušných vrchlíkov) k povrchu gule. Hladaná je 
najváčšia hodnota D t. 

Tieto problémy sú rozriešené pre n = 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12. (Pozři [11, 
| 2 | , [3].)1) Domnienky o maximálnych umiestneniach pre niektoré ďalšie n sú 
vyslovené v [3] a [4]. V [5] sú ukázané umiestnenia pre všetky n ^ 220, ktoré 
všetky spíňajú vzťah Dn >̂ D5 (Ďr> označme maximálnu hodnotu J)5). — 
V dalších riadkoch ukážeme umiestnenia 17, 25 a 33 bodov, pre ktoré a17, «2r> 
a aX] budu váčšie ako doteraz v literatuře spomínané. Příslušné numerické 
výpočty sú jednoduché, vykonajú sa prostriedkami elementárnej sférickej 
geometrie a neuvádzame ich. Připojujeme aj obrazy grafov našich umiestnení, 
zostrojené podlá [1]. 

Predom ešte připomeňme, že hodnoty an, Rn a Dn sú vo vzťahoch: 

л. = -._-l 
[2 —- 2cos aл 

ь 
2 

:>) 

Ą ^ ^ ( l - c o s ^ ) . (2) 

(Pozři [1] str. 168, kde však vo vzorci (1) je chyba.) 
2. n= 17. (Obr. 1). Nech sú Ax, A2, . . ., Ah vrcholy pravidelného páť-

uholníka vpísaného hlavnej kružnici h, ktorej pólmi sú body Pl9P2. Nech 

l) Podlá súkromného oznámeniaprof. F e j e s - T ó t h a dokázal L. D a n z e r domnienku 
z [3] o maximálnom umiestnení 11 bodov. 
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sú Bly B,, . . ., B5 hlavné vrcholy rovnoramenných trojuholníkov (sférických) 
nad základnami AXA2, A2A.A, . . ., A5AX, ležiace na pologuli hP1. Nech sú 
ďalej C1:,C2, ...,C5 hlavné vrcholy rovnoramenných trojuholníkov nad zá­
kladnami AXA2, .... A5AX, ležiace na pologuli hP2. Pri vhodnej volbě ramien 
uvedených rovnoramenných trojuholníkov, ktoré sú všetky navzájom zhodné. 

Obr. 1. Obr. 2. 

sú vzdialenosti bodov Bx, . . ., B5 od bodu Px a vzdialenosti bodov (\, . . ., C:> 

od bodu P2 zhodné s ramenami a sú najmenšou vzdialenosťou dvoch z bodov 
A,, . . . , A s , B l t . . . , . B 5 , o , , . ^ ' 5 J ^ I J ^ 2 - l>r- tomto umiestnení je 

51°2'. 
Z vzorcov (1), (2) vychádza 

« 1 7 •• 

D„ 
-,161, 
0,830. 

li. n = 25. (Obr. 2.) Nech sú _A1? A2, . . ., A5 vrcholy pravidelného páťuhol-
níka vpísaného hlavnej kružnici h a uvažujme najprv o jednej pologuli, oddělené j 
kruhom h. Nech na nej sú Bx, . . ., B5 hlavné vrcholy rovnoramenných troj­
uholníkov nad základnami AXA2, A2A3, . . ., A5AX, nech sú ďalej (\ C-
hlavné vrcholy rovnoramenných trojuholníkov nad základnami BXB2, B2B.^ 
. . ., B5BX, C£ :-|£ B£ (i = \, 2, . . . 5), nech ramena všetkých týchto trojuhol­
níkov sú navzájom zhodné. Pri vhodnej voFbe ich velkosti sú zhodné aj 
s oblúkmi C1C2, C2C3,...,(

r
5 C\. Obdobným postupom zostrojme body 

D1, ...,D5, Ej, ...,E5 na druhej pologuli. Pri tomto umiestnení bodov 
. 4 ť , Z ř i , o i > 1 . , ^ . (*--=1, . . . , 5 ) je 

Z vzorcov (!) a (2) potom vychádza 

-ff25 == 1,478, 
A Ó = 0,807. 

\. n — 33. (Obr.3.) Nech sú Ax, . . ., A9 vrcholy pravidelného deváťuholníka. 
vpísaného hlavnej kružnici h a uvažujme najprv jednu pologuFu, oddělenu kru-
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hom h. Nech sú B1, B2, . . ., B9 hlavně vrcholy rovnoramenných trojuholníkov 
nad základnami AXA2, A2A3, ...,AdA1. Nech sú ďalej Cl9C29C3 hlavné 
vrcholy rovnoramenných trojuholníkov B1C1B2, B^C2B59 B7C3B8, C}-:^At-
(i = 1, . . ., 9, j = 1, 2, 3), nech ramena všetkých týchto trojuholníkov sú 

Obr. 3. 

navzájom zhodné. Pri vhodnej volbě sú zhodné aj so stranami B1B2, B2B3, 
. . ., B9BX. Obdobným postupom zostrojme body Dl9 . . ., D9, El9 E2, E3 na 
druhej pologuli, oddelenej kruhom Ji. 

Pri tomto umiestnení bodov Ai, Bi, Dt, C} ,E} (i = 1, . . ., 9; j = 1,2,3) je 

a 3 3 - 3 4 ° 4 7 ' . 

Z vzorcov (1) a (2) vychádza 
^ 3 3 = 1,673, 

D33 z^ 0,755. 
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Došlo 27. 1. I95S. 
I\(((((!ra matematiky a fyziky VŠI* v Prenovc. 
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РАЗМЕЩЕНИЕ 17, 25 И 33 ТОЧЕК ПЛ ПОВЕРХНОСТИ П1ЛРЛ 

Э Р Н Е С Т Ю Ц О Н П Ч 

в ы в о д ы 

Пусть ан обозначает самое кратчайшое сферическое расстояние двух и.! /> ^ 2 точек. 
лежащих па шаре с радиусом 1. Проблема заключаете}! в нахождении такого разме­
щении атих // точек, чтобы ап и м е ю максимальное значение. 

Н статье показаны такие размещения 17, 2Г) и 33 точек, что а17 1-- ~)\°2\ а2:> ' 
•'•-• 41°24', аяз — 34°47' (т. е. по больше, чем до сих пор публикованные). 

17 точек размещенных в 3 зонах по 5 точках, лежащих: па окружностях. Следующие 
2 точки полюсы атих окружностей. 

25 точек размещенные на 5 окружностях по 5 точек. 
33 точек размещенные на 5 окружностях. На 3 из них размещено но 9 точек, па 

оставшихся двух окружностях лежит по 3 точки. 

LAGERUNG VON 17, 25 UND 33 P U N K T E N 
AUF D E R K U G E L 

E R N E S T JUCOVIC 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Sei an der minima le sphär ische Abs tand zweier au s n ^ 2 Punk te , die au f einer rCin-
heitskuge l liegen. Gesucht wird eine solche Lagerung dieser n P u n k t e , daß an maximal sei. 

Gezeigt werden solche Lagerungen von 17, 25 und 33 Punk ten , daß a17 .-/_.- 51°2' . 
a25 — 41°24', a33 =b 34°47' (also größer als die bisher publizier ten Wor te). 

Die 17 P u n k t e liegen zonal: j e 5 P u n k t e auf 3 Kre isen, -— und die Pole dieser Kreise. 
Die 25 P u n k t e liegen auf 5 Kreisen per 5 Punkte . 
Die 33 P u n k t e liegen auf 5 Kre isen, per 9 Punk te auf 3 Kreisen, per 3 Punk te auf 

weiteren 2 Kre i sen . 
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