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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASCPIS SAV, IX, 3-1959

UMIESTNENIE 17, 25 A 33 BODOV NA GULI

ERNEST JUCOVI(, Presov

I. Majme ststavu n = 2 bodov na jednotkovej guli (n je prirodzené), nech
n, je najmensia sférickd vzdialenost dvoch z nich. Hladané je také umiestnenie
tychto » bodov, pri ktorom @, ma najvicsiu hodnotu.

Lahko sa zisti, ze s rieSenim tohto problému je ekvivalentné rieSenie pro-
blémov:

I. Nech R, je polomer gule, na ktorej mozno umiestnit n bodov tak, aby
(euklidovska) vzdialenost Ziadnych dvoch z nich nebola mensia ako 1. Hladana
je najmensia hodnota R,.

2. Majme na guli n zhodnych neprekryvajicich sa kruznic. Nazvime husto-
tou umiestnenia tychto n kruZnic (ozna¢me D) pomer suétu ich sférickych
obsahov (teda povrchov prislusnych vrchlikov) k povrchu gule. Hladana je
najvicsia hodnota D ,.

Tieto problémy si rozriesené pre n = 2,3,4,5,6,7,8,9,12. (Pozri [1],

[2], [3].)” Domnienky o maximalnych umiestneniach pre niektoré dalsie n s
vyslovené v [3] a [4]. V [5] st ukazané umiestnenia pre vietky n < 220, ktoré
vietky spliaju vztah D, = D; (D, oznaéme maximalnu hodnotu D).
V' dalsich riadkoch ukaZzeme umiestnenia 17, 25 a 33 bodov, pre ktoré a,,, ay;
a «y budi vicsie ako doteraz v literatire spominané. Prislu§né numerické
vypocty st jednoduché, vykonaji sa prostriedkami elementarnej sférickej
ceometrie a neuvadzame ich. Pripojujeme aj obrazy grafov nasich umiestneni,
zostrojené podla [1].

Predom eSte pripomenme, 7e hodnoty «,, R, a D, st vo vztahoch:

nw

1
S, (1)
}2 — 2cosa,
n a, .
D, = 5 (1 — cos?«). (2)

(Pozri [1] str. 168, kde v8ak vo vzorei (1) je chyba.)
2. n=17. (Obr. 1). Nech sa A,, 4,, ..., 4; vrcholy pravidelného pit-
uholnika vpisaného hlavnej kruznici h, ktorej pélmi si body P, P,. Nech

,

') Podla sukromného oznamenia prof. Fejes-
7 [3] o maximéalnom umiestneni 11 bodov.

I'6tha dokazal L. Danzer domnienku

173



sa By, B,, ..., B; hlavné vrcholy rovnoramennych trojuholnikov (sférickych)
nad zakladtiami A4,4,, A,A4,, ..., 4,4,, leziace na pologuli hP,. Nech =u
dalej C,, C,, ..., (5 hlavné vrcholy rovnoramennych trojuholnikov nad zi-
kladtiami 4,4,, ..., A;4,, leZiace na pologuli AP,. Pri vhodnej volbe ramien

uvedenych rovnoramennych trojuholnikov, ktoré su vsetky navzajom zhodné,

Obr. 1. Obr. 2.

st vzdialenosti bodov By, ..., B, od bodu P, a vzdialenosti bodov (';, .... (",
od bodu P, zhodné s ramenami a st najmensou vzdialenostou dvoch z bodov
Ay, , A, By, oo, By, O, oo O PPy Pri tomto umiestneni je

g, == B51°2.
Z vzorcov (1), (2) vychadza

R, = 1,161,

Dy, = 0,836.

3. m = 25. (Obr.2.) Nech st 4,, 4,, ..., 4; vrcholy pravidelného pituhol-
nika vpisaného hlavnej kruznici 2 a uvazujme najprv o jednej pologuli, oddelenej
kruhom 4. Nech na nej si B, ..., B; hlavné vrcholy rovnoramennych troj-
uholnikov nad zdkladnami 4,4,, 4,4,, ..., A;4,, nech su dalej (', ... ("
hlavné vrcholy rovnoramennych trojuholnikov nad zakladinami B F5,, B.753,.
ce, BB, Ciz By (1 =1, 2, ... 5), nech ramena vsetkych tychto trojuhol-
nikov st navzdjom zhodné. Pri vhodnej volbe ich velkosti st zhodné aj
s oblikmi C\C,, C,C,y, ... (;C,. Obdobnym postupom zostrojme body
Dy, oo, Dy, By, ..., E; na druhej pologuli. Pri tomto umiestneni bodov

A, B, C. D E, (i =1,....5) e
gy == 41°24".

7 vzorcov (1) a (2) potom vvchadza

R, - 1,478,

25
D5 = 0,807.
4. n = 33. (0br.3.) Nechsu 4, ..., Ay vrcholy pravidelného deviituholnika.
vpisaného hlavnej kruznici £ a uvazujme najprv jednu pologulu, oddelenti kru-
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hom h. Nech st By, B,, ..., By hlavné vrcholy rovnoramennych trojuholnikov
nad zdikladnami A;A4,, A,4;, ..., A,4;. Nech st dalej C,, C,, C; hlavné
vrcholy rovnoramennych trojuholnikov B,C\B,, B,C,Bs, B,C;B;, C; + A,
(t==1,...,9, j=1,2,3), nech ramena vSetkych tychto trojuholnikov s

2

Obr. 3.

navzajom zhodné. Pri vhodnej volbe st zhodné aj so stranami B, B,, B,B,,
..., ByB;. Obdobnym postupom zostrojme body D,, ..., Dy, E,, E,, B, na
druhej pologuli, oddelenej kruhom #.

Pri tomto umiestneni bodov 4;, B;, D;, C;, B; (v =1, ...,9;j=1,2,3) je

7 vzorcov (1) a (2) vychadza
Ry, - 1,673,
Dy, = 0,755.
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PASMEINENTTE 17, 25 1 33 TOYER HAN HOBEPNHOCTI HTAPA

DPHECT 10105 11Y
BuiBo b

Hyers ay, o6osnavacet camoe KpaTyaiiimmoe ¢QepraecRoe pacerosime ABVY 03 1 =2 2 TOUeR
Jdemaumx na mape ¢ paurycom 1. HpodaeMa 3ak/0uaeTest B HaXo#s eI TaROro  pasMe-
HICHWSL OTHX 27 TOUCK, YTOOLI @, MMC/10 MAKCHMAILIOC 3HAaUCHuC,

B craroe norasann raxkde  pasmenienssi 17, 25 w33 mouer, uro  ap; = o127,
41°247, gy == 34°477 (v, c. 1o Gosblle, ueM 10 CHX 0P 1y GJHROBaNIIbIC).

17 Touek pasMeneninix B 3 30Hax 110 H ToUKax, JCHKaANX Ha ORPYZRHOCTIX . Coe, (VIonuTe
2 TOURHU HOJOCHE DTHX ORPYKHOCTCI,

2D Touek pasMeueninie Ha 5 OKpYmHOCTIX 10 D TOUCK,

33 Touek pasMeniennpie na b ORPYHKHOCTHX . Ha 3 w3 nmx passeneno 1o Y rouen, na
OCTABIIMXCS JIBYX ORPYHIIOCTSN JCHKAT 10 3 TOYKH,

LAGERUNG VON 17,25 UND 33 PUNKTEN
AUF DER KUGEL

ERNEST JUCOVIC
Zusammenfassung

Set a,, der minimale sphérische Abstand zweier aus » =z 2 Punkte, die auf einer Ein-
heitskugel liegen. Gesucht wird eine solche Lagerung dieser n Punkte, dal ¢, maximal sei.

Gezeigt werden solche Lagerungen von 17, 25 und 33 Puankten. daBl «;
(ys == 41°247°, ay, - 34°47’ (also groBer als die bisher publizierten Werte).

Die 17 Punkte liegen zonal: je 5 Punkte auf 3 Kreisen,

Die 25 Punkte liegen auf 5 Kreisen per 5 Punkte.

Die 33 Punkte liegen auf 5 Kreisen, per 9 Punkte auf 3 Kreisen, per 3 Punkte auf
weiteren 2 Kreisen.

-51°2,

- und die Pole dieser Kreise.
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