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MATLMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 14, 2, 1964 

KLASIFIKÁCIA ANTIRECIPROCITY 
V KOMPLEXNEJ PROJEKTÍVNEJ ROVINĚ 

BOŽENA MACKOVÁ, Bratislava 

1. Antireciprocita v komplexnej projektívnej rovině je definovaná ako jedno-jedno-
značná příbuznost', kde bodu A(xt, x2, x3) odpovedá priamka a'(ui, u2, u'3) a priamke 
b(vx, v2, v3) odpovedá bod B'(yi, y'i, y3), pričom táto příbuznost'je určená rovnicami 

U[ = aííX1 + a12x2 + ^ 3x3, 
W2 = #21*1 + «22 X 2 + #23*3 - ( 0 

U3 = a3íXí + «32 X 2 + ^33^3 > 

kde matica (aik) + 0 i, k = 1, 2, 3 a x je číslo komplexně združené k číslu x. 
Ak dosadíme tieto rovnice (1) do rovnice priamky u'(u[, u2, u3) 

u — uixi + u2x2 + u3x3 = 0, (2) 

dostaneme ďalšie vyjadrenie antireciprocity v komplexnej projektívnej rovině 
rovnicou 

£a í f cx;xk = 0. ( i , k = 1,2,3) (3) 

Keď je uvedená transformácia určená rovnicami (1), ktoré móžeme písať vo tvare 

(u') = (A)(x), 

platí ďalej 
(u) = (A*)(x'), 

(x) = (A~1)(ď), (4) 
(x') = (A" 1 *)(u) , 

kde ( A - 1 ) je inverzná matica k matici (A) a (A" 1 *) je matica transponovaná k ma­
tici (A" 1 ). 

Klasifikáciu antireciprocity móžeme vykonať podía útvarov involutórnych párov 
prvko v tejto transformácie. Pre antiprojektívne transformácie platí vztah, že produkt 
dvoch antiprojektívnych transformaci! je transformácia projektívna. Produktom 
dvoch antireciprocít je homografia, dókaz uvádza C a r t a n [1] (str. 4). Preto kvadrá-
tom antireciprocity F bude homografia Jf, t. j . 

,r2 = ж. 
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Veta 1. Ku každému invariantnému bodu M v homografii ^ť možno nájsťpriamku ni 
tiež invariantnú v 3f tak, že pár M, m je involutórnou dvojicou prvkov v antirecipro-
cite ŽT, keď homografia 2fť je kvadrátom antireciprocity &'. A naopak, ak antireci-
procita $~ má pár prvkov involutórne si odpovedajúcich, sú tieto invariantními prvkami 
v homografii M\ 

Dokaž. Keď platí vzťah ČT1 = Jf, t. j . ŽT2(M) = M, kde M je invariantný bod v ho­
mografii Jf, platí ďalej 3T(M) = m'. Potom však musí plaíiť ŽT(m') = M. Priamka m' 
je potom tiež invariantná v homografii Jf a M, m' je involutórna dvojica prvkov 
v J'. Keď vychádzame z opačného předpokladu, a to, že bod M a priamka m sú 
involutórnym párom prvkov v antireciprocite ?T, platí ŽT2(M) = <T(m) = M, t. j . 
bod M a priamka m' sú invariantnými prvkami homografie Jť. 

Ak matica homografie Jť je (H), matica antihomografie &~ je (T), a ak platí 
Jť = Čí1, platí medzi obidvoma maticami vzťah 

(H) = (T-l*)(Ť). (5) 

Dókaz. (u') = (T)(x), (u') = (f)(x), 

(x") = (T-'*)(u'), 

(x") = (T-1*)(Ť)(x), 

(x") = (H)(x), 

(H) = ( F - 1 * ) ( f ) . 

Klasifikáciu vykonáme podlá typu příslušných matic (H) v kanonickom tvare; 
podobné hladisko použil C a r t a n [1] (str. 104) pri klasifikácii homografie v troj-
rozmernom priestore. 

Keďže každá homografia má aspoň jeden invariantný bod a jednu invariantnú 
priamku, bude v každej antireciprocite existovat' aspoň jeden pár involutórne si od­
povedajúcich prvkov. 

Predovšetkým budeme analyzovat' případ, keď homografia Jť = T2 má len tri 
invariantné body navzájom rozdielne a nimi určené tri invariantné priamky. Pří­
slušná matica má kanonický tvar 

IX, 0 0\ 
(H) = 0 X2 0 , (6) 

\0 0 xj 

kde X, 4= X2 4= X3 =j= X,. Nech invariantné body sú A, B, C a invariantné priamky 
AB, AC, BC. V antireciprocite ŠT móžu nastat' dva případy: 

a) Trojuholník ABC je tzv. polárný trojuholník v antireciprocite Čí, to znamená, 
že každému vrcholu odpovedá protiležiaca strana trojuholníka a tieto tri páry odpo­
vedajúcich si prvkov sú involutórne. 
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b) V trojuholníku ^BC len jedna strana odpovedá protiležiacemu vrcholu 
a druhým dvom stranám odpovedajů body — vrcholy trojuholníka ležiace na im 
odpovedajúcich priamkach. V danej antireciprocite sú potom tieto dvojice involu-
tórnc si odpovedajúce páry prvkov. 

2, Uvažujme případ uvedený v predchádzajúcej časti za a). Ako sme uviedli, 
antireciprocita ČT má v tom případe tri páry navzájom rozdielnych involutórnych 
prvkov. Nazvime ju antireciprocita typu la. 

Zvolme súradnicový systém tak, že vrcholy tohto polárného trojuholníka (a jeho 
strany) budu tromi z vrcholov (a stráň) súradnicového simplexu, a to takto: 

bodu A(l, 0, 0) odpovedá involutórne priamka a'(\, 0, 0), 
bodu B(0, 1, 0) odpovedá involutórne priamka b'(0, i, 0), 
bodu C(0, 0, 1) odpovedá involutórne priamka c'(0, 0, 1). 

Potom pre koeficienty rovnice (1) dostáváme 

a-yл = Я ч i = Я i 7 = a* = 0. 

Matica (F) má potom tvar 

(axl 0 0 

(T) = ( 0 a22 0 

0 0 я „ 

Z rovnice (H) = (F x *) (T) dostáváme 

(II) = 

" 1 1 

alx 
0 0 

0 « 2 2 

« 2 2 
0 

0 0 «зз 

(7) 

Porovnáním matic (6) a (7) dostáváme pre koeficienty aik podmienky, ktoré musia 
platit", aby 3~ bola antireciprocita typu la, ktorú možeme vždy písať v tvare 

Ui = (X<X< u2 — a 2 x 2 •> u3 = a 3 x 3 , (8) 
kde 

a t a7 a 3 a t - Ф - Ф - Ф — 
a^ a2 a 3 aх 

Úlohu určiť involutórne páry prvkov v antireciprocite 3T možeme riešiť podobným 
spósobom, ako sa to robí v případe určenia involutórnych párov prvkov reciprocity. 

Ak antireciprocita & prevádza bod A(xx, x2, x3) do priamky a'(u[, u2, u3), pre-
vádza inverzná antireciprocita ^ " - 1 ten istý bod B' ~ A do priamky b (vx, v2, v3). 

91 



Ak (A, ď) ako aj (B\ b) si odpovedajú involutórne, musí platiť A = B', a = b, co 
vyjádříme rovnicami: 

a^Xj + a12x2 + a13x3 = OX#n*l + a21X2 + #3l*3)> 

#21*1 + #22*2 + #23*3 = ^(#12*1 + #22*2 + #32* 3 )> 

#31*1 + #32*2 + #33*3 = <?(#13*1 + #23*2 + # 3 3 * 3 ) ' 

Z toho ďalej vyplývá: 

(a x l - Qaíl)Xí + (a12 - O#21)X2 + (#13 - Qa3í)X3 = °> 
(a2 1 - O#í2)*l + (#22 - £#22) *2 + (#23 - £#32) *3 = °> 

(a31 - O#13)*l + (#32 ~ 0#23)*2 + (#33 - £#33)*3 = 0. 

Ak tieto rovnice majú mať pre x{ nenulové riešenie, musí platiť: 

TI = 
# n - e # n ; #12 
a2í - Qaí2l #22 

#31 - Qai3'> #23 

e # 2 i ; #13 - e # з i 

Qa22І #23 * £#32 

£#32 í #33 - £#33 

= 0. 

Tým dostáváme rovnicu tretieho stupňa pre neznámu O. Každý kořeň tejto rovnice 
určuje jeden bod, ktorý so svojou odpovedajúcou priamkou tvoří hladaný involu-
tórny pár. V našom případe pri uvedenej vóíbe súradnicového systému, keď anti-
reciprocita typu laje určená rovnicami (8), determinant | T\ má tvar: 

Z toho ďalej vyplývá 

a^ — Oa °_ 0 

п = 0 a
2
 - Oa2 0 

0 0 a
3
 - Oa3 

(
a
l - Є

a
i) (

a
2 - 0

a

2
) (

a
з - Oo"3) = 0 

QÍ = 
ai ' 

a2 
Q2 = = - , 

a2 

a з 

Qз = •=-
a
з 

Ak tieto tri involutórne páry prvkov majú byť rozdielne, musia byť aj kořene O; 
navzájom rozdielne a musí platiť 

a t a2 a 3 a^ 
(9) 

Rovnice (9) súhlasia teda s podmienkou uvedenou pre tento typ antireciprocity 
určenej rovnicami (8). 

3. Ako sme uviedli v kapitole 1, ak homografia Jť = 3~2 má len tri navzájom 
rozdielne invariantné body a nimi určené invariantné priamky, može příslušná 
antireciprocita ŽT byť typu, ktorý sme uviedli v odseku b). Invariantné body A, B, C 
homografie žť sú teda navzájom rozne a neležiace na jednej priamke. Přiřaďme ich 
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po vhodnej volbě súradnicového systému, aby matica (H) bola v kanonickom tvare, 
v antireciprocite takto: 

bodu A(l, 0, 0) odpovedá priamka á(\, 0, 0), 
bodu B(0, 1, 0) odpovedá priamka b'(0, 0, 1), 
bodu C(0, 0, 1) odpovedá priamka c'(0, V 0). 

Z toho potom pre koeficienty rovnice (1) vyplývá: 

a21 = a3i = a12 = a22 = a13 = a33 = 0 

a matica (T) má tvar: 

/«n 0 0 
( T ) = 0 0 a23 

\ 0 a32 0 

Z rovnice (/f) = ( T - 1 * ) (T) dostáváme: 

(Я) = 

*11 

a 
0 0 

n _ 

0 - 3 ^ - 0 
«23 

0 0 a 23 

(Ю) 

Porovnáním matic (6) a (10) dostáváme podmienky, ktoré koeficienty musia 
splňať, t. j . 

ü l ì , fl23 , ^32 , ^ n 
a l l fl32 ^23 a l l 

Tento typ antireciprocity nazveme Ib a možeme ho vždy určiť rovnicami 

u[ = a ix ! , u2 = a 2 x 3 , u3 = a 3 x 2 , 
pričom musí platiť 

<*1 ф «2 ф ^З ф «1 

a t a 3 a 2 a t 

4. Nech homografia Jf = 3T2 je homológia o střede S a osi o; má teda všetky 
body na osi invariantně, ako aj všetky priamky prechádzajúce stredom homológie. 
Potom aj antireciprocita ŽT k nej přidružená musí mať nekonečné mnoho involu-
tórnych páro v prvko v. Musia to byť priamky idúce bodom S a im odpovedajúce 
body ležiace na priamke o. Preto v antireciprocite 6T bod S a priamka o budu tvoriť 
involutórnu dvojicu prvkov. Ak uvažujeme další bod A na priamke o a jemu odpo-
vedajúcu priamku a, prechádzajúcu stredom S, móžu nastať dva případy: 
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a) bod A neleží na priamke a; 
b) bod A leží na priamke a . 

Vyšetříme případ a). Súradnicový systém zvolíme tak, aby matica (H) malá ka­
nonický tvar 

//11 0 0\ 

(H) = o X, 0 (1 1) 
\0 0 }J 

a v príslušnej antireciprocite odpovedajúce body přiřadíme takto: 

Středu homológie S = C(0, 0, 1) odpovedá os homológie o = c'(0, 0, 1), 
bodu A(\, 0, 0) odpovedá priamka ď(\, 0, 0), 

bodu B(0, 1,0) odpovedá priamka b'(0, 1,0), všetky tri dvojice prvkov (A, a), 
(B, b'), (C, c) si odpovedajú involutórne. 

Pre koeficienty rovnice (l) potom dostáváme 

aí2 = a31 = a32 = a23 = a13 = a21 = 0. 

Z rovnice (H) = ( T - 1 * ) (T) vyplývá 

(Я) = 

*11 0 0 

0 - ^ - 0 
^ 2 2 

0 0 a 33 

(12) 

Porovnáním matic (11) a (12) dostáváme podmienku pre koeficienty aik, t. j . 

зз a22 a 
_ 2 A ф _ 

a 2 2 aЪЪ 

Antireciprocitu tohto typu nazveme Ic a možeme ju vždy písať v tvare 

u[ = OÍ1XÍ9 u2= a2x2, u3 = 0.3X3, (13) 

pričom musí platit' 

Vynásobením vhodným koeficientom móžerne koeficienty af upraviť v rovnici (13) 
tak, že bude platiť 

ai = a, a, = a, a3 Ф a3 
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Vyšetříme v tomto případe geometrické miesto autokonjugovaných bodov t. j . 
bodov, ktoré ležia na im odpovedajúcich priamkach. Je určené rovnicou 

ajx^x ! + ac2x2x2 + a 3 xзx 3 = 0. (14) 

Keď koeficienty OÍÍ a a2 sú rovnakého znamienka, nemá rovnica (14) žiadne 
riešenie. Autokonjugované body v danej antireciprocite typu Ic neexistujú. V tomto 
případe ju móžeme nazvať eliptickou. 

Keď koeficienty otí a a2 sú rozdielneho znamienka, má rovnica (14) riešenie v tom 
případe, keď x3 = 0. Autokonjugované body sú potom určené rovnicou 

a i л ' i х i + oc2x2x2 = 0. (15) 

Rovnica (15) určuje reťazec kT na priamke x3 = 0, t. j . na osi homológie O.(*) 
V tomto případe móžeme antireciprocitu Ic nazvať hyperbolickou. 
Ďalej vyšetříme případ uvedený v tomto odseku ako b). Súradnicový systém zvo­

líme takto: 

C(0, 0, 1) a jemu involutórne odpovedajúca priamka c'(0, 0, 1), 
A(V 0, 0) a jemu involutórne odpovedajúca priamka a'(0, 1, 0), 
B(0, 1, 0) a jemu involutórne odpovedajúca priamka b' (1, 0, 0). 

Pre koeficienty rovnice (l) dostáváme: 

al3 = a23 = au = a3í = a22 = a23 = 0. 

Z rovnice (H) = ( T - 1 * ) (T) dostáváme maticu 

«21 

(И) = 

a12 

0 

0 

0 

a í 2 

a2í 

(16) 

Porovnáním matic (11) a (16) dostáváme podmienku pre koeficienty aik: 

* 

(l) Reťazec k1 na komplexnej priamke je množina bodov, ktorých deliaci dvojpomer ktorýcli-
koívek štyroch bodov je reálny. ( C a r t a n [IV str. 12.) Reálné body na komplexnej priamke tvoria 
jeden z rcťazcov tejto priamky. Antiinvolúcia prvého druhu, určená rovnicami ť ~ 1/t alebo 
ť /, má nekonečné mnoho invariantných bodov, ktoré tvoria reťazec kT. Preto rovnicu reťazca 
móžeme určiť pomocou antiinvolúcie. 
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Po vynásobení vhodným koeficientom móžeme antireciprocitu v tomto případe písaf 

U\ = 0£i.X2,
 U2 = ^2X\-> u3 = x3 •> 

pričom pre koeficienty musí platiť 

«1 a 2 

Geometrické miesto autokonjugováných bodov je určené rovnicou 
a l * l * 2 + a 2 ^ 2 X l + X 3 X 3 = 0, (17) 

pričom aí + a 2 , oc1ocí = a 2 a 2 . 
Rovnica (17) má riešenie len v tom případe, keď x3 = 0. Potom geometrickým 

miestom autokonjugovaných bodov je reťazec kT na priamke x3 = 0, určený rovnicou 

a 1 x 1 x 2 + ^2XiX2 = 0- (a t #= a 2 , OÍÍOÍ1 = a 2 a 2 ) 

Je zřejmé že ide o typ, který už bol uvedený ako hyperbolická antireciprocita 
typu I. c. 

5. Uvažujme další případ, keď homografia Jť = Čí1 je identita. V tomto případe 
všetky páry odpovedajúcich si prvkov v antireciprocite ŽT sú involutórne a dostá­
váme antipolaritu. Súradnicový systém a páry involutórne odpovedajúcich si prvkov 
zvolíme takto: 

At(l, 0, 0) a jemu odpovedajúca priamka a'(i, 0, 0), 
B(0, V 0) a jemu odpovedajúca priamka b'(0, \, 0), 
C(0, 0, 1) a jemu odpovedajúca priamka c'(0, 0, 1). 

Potom pre koeficienty rovnice (1) dostáváme: 

<*12 = <*13 = a21 = 0 2 3 = 0 3 1 = 032 = 0 . 

Z rovnice (H) = ( T _ 1 * ) ( T ) dostaneme maticu homografie J ť : 

(H) = 

0 0 

022 

022 

0 0 Øзз 

Keďže homografia Jť musí byť identitou, dostáváme podmienky pre koeficienty 
antipolarity, ktoré musia splňať vztahy: 
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Vhodným vynásobením koeficientov alt, a22, a33 vždy možeme dostat' také hodnoty, 
že platí 

alt — a l t , a22 = a22, a33 = a33. 

Antipolarita je teda určená rovnicami, ako typ I. d: 

u\ — a 1 x 1 , u2 = a 2 x 2 , u'3 = a 3 x 3 , (18) 

kde 

ai = o-i» a2 = a 2 , a3 = a 3 . 

Geometrické miesto autokonjugovaných bodov je určené rovnicou 

a 1 x 1 x 1 -f a 2 x 2 x 2 + oc3x3x3 = 0, (19) 

kde 
aX = a l 9 a2 = a 2 , a3 = a 3 . 

Je zřejmé, že rovnica (19) určuje hyperkuželosečku.(2) 
Rovnica hyperkuželosečky móže byť dvojakého typu: Všetky koeficienty a 1 ? a 2 , 

a3 sú rovnakého znamienka; potom rovnica (18) nemá žiadne riešenie. Hyper-
kuželosečka neobsahuje žiadne body. V tom případe hovoříme o antipolarite elip-
tickej. 

V druhom případe, ak dva z koeficientov a t , a 2 , a3 majú znamienka rozdielne od 
znamienka koeficientu tretieho, existuje nekonečné mnoho riešení rovnice (18). 
Hyperkuželosečka obsahuje nekonečné mnoho bodov. Tento typ nazýváme anti­
polarita hyperbolická. 

6. Teraz preberieme případ, keď homografia Jť = 2T 2 má len dva invariantně 
body a len dve invariantné priamky. Invariantné body sú A, B a invariantné priamky 
a, b tak, že priamka a = AB a priamka b prechádza bodom A a nie je totožná 
s priamkou a. Zvolme súradnicový simplex tak, že body A, B budu dva z jeho 
vrcholov, a to A(l, 0, 0, ), B(0, 0, 1). Invariantné priamky potom budu a(0, 1,0), 
6(0, 0, 1). 

Matica homografie tff má kanonický tvar 

(20) 

( ) Hyperkuželosečka je geometrické miesto bodov v rovině, ktoré sú určené rovnicou 

Z <*ikXixk = o, 
kde 

aik = ~aki (Uk = 1,2,3). 
Pozři Segre [2], (str. 603). 
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kde ЯІ ф / 3 • 

Invariantně prvky homografie žť móžu tvoriť involutórne dvojice prvko v v anti-
reciprocite 3~ len týmto sposobom: 

bodu A(l, 0, 0) involutórne odpovedá priamka a'(0, 1, 0), 
bodu B(0, 0, 1) involutórne odpovedá priamka b'(0, 0, 1). 
Z toho potom pre koeficienty rovnice (1) vyplývá: 

# 1 1 — -T31 ~ a13 — í ř 2 3 

Matica antireciprocity 3T má potom tvar: 

= 0. 

0 ax 

(-0 = U2I ^2 
0 a 3 2 ff33/ 

Z rovnice (H) = ( T - 1 * ) (T) dostaneme maticu 

~ ^ 2 2 ^ 1 2 ^ 2 2 _ ^ 3 2 ^ 3 2 

a12a21 a\2 al2a2>2> 

(Я) = 

ű 2 1 

Д 1 2 

0 

0 

-a з 2 u з з 

a 

fl21 

" 3 2 

l 1 2 " 3 3 

0 

a зз 

a зз 

(21) 

Porovnáním matic (20) a (21) dostáváme podmienky pre koeficienty aik: 

«33 

Я . 
= -±±- ф űh 

í 7 i 
0, 

a22a12 Ф a2i
a22 

Antireciprocitu, ktorá má len dva páry involutórne si odpovedajúcich prvkov, ako 
sme uviedli v tejto kapitole, a to (A, a), (B, b'), nazveme typom Ila a móžeme ju 
vždy písať v tvare 

a 1 A 9 a 2 A t + a 3 A 2 , U-г = X , 

a 9 a-i 

- - т - ф i; a ^ з Ф «2aз 

7. Ak homografia Jť je elácia, obsahuje nekonečné mnoho invariantných bodov, 
ležiacich na osi elácie O, ako aj nekonečné mnoho invariantných priamok, pre-
chádzajúcich stredom elácie bodom O, ležiacim na osi O. Potom aj antireciprocitá .T 
musí mať nekonečné mnoho involutórne si odpovedajúcich párov prvkov, a to 
priamky prechádzajúce bodom O a im odpovedajúce body ležiace na osi O. 
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Zvolme súradnicový systém tak, aby os elácie ^f bola priamka a'(Q, 1, 0) a střed 
elácie bod A(l, 0, 0), ktoré si v antireciprocite involutórne odpovedajú. Kanonický 
tvar matice homografie Jť — elácie je 

ÍX 1 0\ 
(H) = (O X 0 . (22) 

\0 0 XI 

Súradnicový systém a priradenie odpovedajúcich si prvkov v antireciprocite ŽT 
zvolíme tak ako v predchádzajúcej kapitole 6. Matica (H) = ( F _ 1 * ) ( T ) má ten istý 
tvar ako je (21). Pre koeficienty však dostáváme ine podmienky vyplývajúce z po-
rovnania matic (22) a (21). Koeficienty v tomto případe musia splňať podmienky 

#12 #21 #33 
a22#12 * #21#22* 

a2l
 a\2 #33 

Antireciprocitu tohto druhu nazveme typom lib móžeme ju vždy písať v tvare 

ul = &\X2 , U2 = OC^Xi + 0C2X2,
 u3 = -^3> 

kde oc2 4= a2. (23) 

8. V poslednom případe budeme analyzovat' antireciprocitu ^~, keď příslušná 
homografia Jť = ^~2 má len jeden invariantný bod a len jednu ním prechádzajúcu 
invariantnú priamku. Antireciprocita Čí móže mať potom len jeden pár involutórne 
si odpovedajúcich prvkov. 

Zvolme súradnicový systém tak, aby invariantná priamka homografie J»f bola 
jedna strana súradnicového simplexu, a to a'(0, 0, 1), invariantný bod aby bol vrchol 
súradnicového simplexu A(l, 0, 0). Matica homografie Jť má kanonický tvar 

(24) 

Keď v antireciprocite ^ tvoria bod A a priamka d pár prvkov involutórne si 
odpovedajúcich, potom vychádzajúc z rovnic (1) musí platiť 

#11 = #21 = 0. 

Matica antireciprocity 3T má potom tvar 

/ 0 a12 aí3\ 

(-0 = o a22 a23 

\ # 3 1 #32 #33/ 

Položme (F- 1*) = (bik). 
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O k r e m u v e d e n e j p o d m i e n k y p r e s ú r a d n i c o v ý sys tém m ó ž e m e položiť ďalšiu p o d -

m i e n k u , a t o ( 3 ) a b y b o d u B'(0, 1, 0) o d p o v e d a l a p r i a m k a b(0, 1,0). K e ď u v a ž u j e m e 

t e n t o p á r o d p o v e d a j ú c i c h si p r v k o v v a n t i r e c i p r o c i t e ŽT, p o t o m p r e koef ic ienty m a ­

tice (bik) d o s t á v á m e 

bl2 = b32 = 0. 

*12 ==-

0 a, 

^3l"23 

al2 ai3 

«22 a2Ъ 

al2 aiз 

a22

 a2Ъ 

Z t o h o v y p l ý v á a23 = 0. 

V š e t k y č l e n y m a t i c e (T) m ó ž e m e vydeliť k o e f i c i e n t o m a22 bez t o h o . že by sa jej 

h o d n o s t ' z m ě n i l a . Preto ďalej m ó ž e m e písať 

( t f ) = 

a 

^33«12 , «32 
"t 

13 

ű n . ű i 

aiъaъi 

aЛ7a^a 
aiъ 

0 

12"33" l2 

a^a.i 

^ 3 2 ^ 1 : 

«31 

«12 

+ 1 

^ З З ^ I З _Ҙз 

a i ъ a ъ i 

a12aЪ 

a 1 ч 

a17a^a 1 2 " 3 3 " l З 

'13"31 

ř 12"33 

«31 a l l 

P o r o v n á n í m tejto m a t i c e s m a t i c o u (24) d o s t á v á m e p r e koef ic ienty aik t i e to v z t a h y : 

ai2a3í aí2 
= = 0, t . j . aX2 = 0 ; 

^13 a 3 1 

a 31 

'13 
1 = '13 

'31 

a*,a 

aъъaiъ 
aiъaъi 

Ъ2U1Ъ 

aъi 

aъъ + a 

t . j . ai3=a31 

aЪ2 
, t . j . — 5 1 = 

aЪ2 

= o, 

- a l 

13 

a 3 3 
0, t . j . • a . + a33 = 0. 

"13 "13 

V t o m t o p ř í p a d e m ó ž e m e a n t i r e c i p r o c i t u n a z v a ť t y p o m I I I a vyjadriť j u r o v n i c a m i : 

" i = x 3 , uъ = - _ x! + a i x 2 

* i 

a 2 x 3 , (25) 

k d e a , = a , 

( ) Podobné ako v [3] pre klasifikační reciprocity. 
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9. Nakoniec urobme prehlad jednotlivých typov antireciprocity v komplexně] 
rovině. 

Antireciprocitá typu la: 

u\ = ajXj., u2 = a 2 x 2 , M3 = a 3 x 3 , 

kde 

a.i a? a 3 — Ф — Ф — 
a-, a? a . 

Involutórne páry bodov a priamok sú: 

( . 4 0 , 0 , 0 ) , A ' ( 1 , 0 , 0 ) ) , 

( 5 ( 0 , 1 , 0 ) , , ' ( 0 , 1 , 0 ) ) , 

(C(0, 0, 1), c'(0, 0, 1)). 

Antirecipr ocitá typu Ib: 

M'1 = a 1x 1, w 2 =
 a2*3> w 3 = a 3x 2, 

kde 

a< a 7 a-, cc, 

a! a 3 a 2 ax 

(A( l, 0, 0), O'(V 0, 0)); (B(0, 1, 0), b'(0, 0, 1)); (C(0, 0, 1), c'(0, 1, 0)). 

Antirecipr ocitá typu Ic: 

MÍ = a 1 x 1 , M2 = a 2 x 2 , M 3 = a 3 x 3 , 
kde a t = a t , a 2 = a 2 , a 3 4= a 3 . 

Involutórne páry odpovedajúcich si prvkov: 

Všetky priamky idúce bodom C(0, 0, 1) a im odpovedajúce body, ležiace na 
priamke c'(0, 0, 1), ako aj bod C a priamka c . Ak existujú autokonjugované páry 
prvkov, tieto vyplňujú reťazec kf; potom je antireciprocita hyperbolická. Ak ne­
obsahuje žiaden pár autokonjugovaných prvkov, je eliptická; to je v tom případe,, 
keď a x a a 2 majú rovnaké znamienko. 

Antireciprocita typu Id — antipolarita: 

MÍ = a-Xi, M 2 = a 2x 2, M 3 = a 3x 3, 

kde ax = a . , a 2 = a2, a 3 = a3. 

Ak a ^ a 2 , a 3 sú rovnakého znamienka, antipolarita neobsahuje žiadne autokonju­
gované páry prvkov, je eliptická. Ak dva z týchto koeíicientov majú rozdielne zna-
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mienka od tretieho koeficientu, vyplnia autokonjugované body hyperkuželosečku 
a hovoříme o antipolarite hyperbolickej. 

Antireciprocitá typu Ha: 

u\ = ai.x:2, u'z = ot2xi + a 3 x 2 , u'3 = x3, 

kde 
a 2 #1 

= #= 1; a,a. = a2a^. 

« i a 2 

Involutórne páry odpovedajúcich si prvkov: 

(_(1, 0, 0), a'(0, 1, 0)); (B(0, 0, 1), b'(0, 0, 1)). 

Antireciprocita typu II. b: 

ui •—- 0C]X2y u2 —— aix i "T" a2.x2, u3 —- x3, 

kde a2 =t= a2. 
Involutórne si odpovedajúce páry prvkov sú všetky priamky idúce bodom A(l, 0, 0) 
a im odpovedajúce body ležiace na priamke a'(0, 1, 0), ako aj pár (A, a'). 
Antireciprocita typu III: 

' _ a t ~ ' _ ~ ' _ a i ~ ~ 

u i — x3, u2 — x2, u 3 — -̂ :— x i "T" a j x2 H- a 2x 3, 
a i " a t 

kde a2 = a2. 

Involutórne si odpovedajúce prvky: 

(„(1,0,0), «'(0,0, 1)). 
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DIE KLASSIFIZIERUNG DER ANTIREZIPROZITAT 

IN DER KOMPLEXEN PROJEKTIVEN EBENE 

Bozena Mackovä 

Zusammenfassung 

In der vorliegenden Arbeit wird die Klassifizierung der Antireziprozität in der komplexen pro­
jektiven Ebene durchgefürt. Die einzelnen Typen sind je nachdem bestimmt, welche Formation 
die Hauptelemente dieser Transformation bilden. Bei der Untersuchung der Hauptelemente geht 
man aus folgender Erkentnisse aus: das Quadrat der Antireziprozität 2T ist die Homographie ffl. 
Zu jedem Invariantpunkt M der Homographie 2tf kann man eine solche Gerade m finden, die 
auch in ffi invariant ist, so daß (M, m) Hauptelemente in der Antireziprozität 3T sind. Und umge­
kehrt, wenn die Antireziprozität 3? ein Paar von Elementen (M, m'), das einander involutorisch 
entspricht, enthält, sind diese Invariantelemente der Homografie Stf. 
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