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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 14, 2, 1964

KLASIFIKACIA ANTIRECIPROCITY
V KOMPLEXNEJ PROJEKTIVNEJ ROVINE

BOZENA MACKOVA, Bratislava

1. Aantireciprocita v komplexnej projektivnej rovine je definovana ako jedno-jedno-
znaéna pribuznost, kde bodu A(x; , X,, x3) odpoveda priamka a’(uy , u3, u3) a priamke
b(v, . v,, v;) odpoveda bod B'(y1, ¥3, ¥3), pri¢om tato pribuznost je uréena rovnicami

U, = a %, + A12%; + ay3X3,
Uy = ayX; + ayX, + ay3X;, €8)
Uz = a3 X; + a3X; + a33X;,
kde matica (a;) £#0i, k=1,2,3a x je &islo komplexne zdruZené k Cislu x.
Ak dosadime tieto rovnice (1) do rovnice priamky u/'(u1, u3, u3)

u = uixy + usxh + usxy =0, )

dostaneme dalSie vyjadrenie antireciprocity v komplexnej projektivnej rovine
rovnicou

Yauxx, =0. (i, k=1,273) ©)
Ked je uvedena transformacia uréena rovnicami (1), ktoré mdZeme pisat vo tvare

@) = (4) (%),
plati dalej
W) = (4%) (x),
(x)=@"H ), C))
() = (A7) (),
kde (471) je inverzna matica k matici (4) a (47 !*) je matica transponovana k ma-
tici (47Y).
Klasifikaciu antireciprocity mdZeme vykonat podla utvarov involutérnych parov
prvkov tejto transformécie. Pre antiprojektivne transformécie plati vztah, Ze produkt
dvoch antiprojektivnych transformacii je transformacia projektivna. Produktom

dvoch antireciprocit je homografia, dokaz uvadza Cartan [1] (str. 4). Preto kvadra-
tom antireciprocity 4 bude homografia 5, t. j.

T =
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Veta 1. Ku kaZdému invariantnému bodu M v homografii # mozno ndjst priamku n’
tieZ invariantnui v A tak, Ze pdar M, m’ je involutornou dvojicou prokov v antirecipro-
cite T, ked homografia K je kvadrdtom antireciprocity I . A naopak, ak antireci-
procita - md pdr prokov involutdérne si odpovedajiicich, si tieto invariantnymi prokami
v homografii .

Dokaz. Ked plati vzfah 2= . t.j. 7 M) = M, kde M je invariantny bod v ho-
mografii #°, plati dalej 7 (M)=m'. Potom vSak musi platit 7 (m")= M. Priamka m’
je potom tieZ invariantna v homografii # a M, m’ je involutérna dvojica prvkov
v 7. Ked vychadzame z opacného predpokladu, a to, Ze bod M a priamka m’ st
involutérnym parom prvkov v antireciprocite ., plati 72(M) = 7 (m') = M. t. j.
bod M a priamka m’ st invariantnymi prvkami homografie /.

Ak matica homografie # je (H), matica antihomografie .7 je (T), a ak plati
H = 2, plati medzi obidvoma maticami vztah

(H) = (T~'*) (T). (5)

Dokaz. () = (T)(x), () = (T)(x),
(") = (T71%) (),
(") = (T7*)(T) (),
(") = (H) (%),
(H) = (T7'%)(T).

Klasifikaciu vykoname podla typu prislusnych matic (H) v kanonickom tvare:
podobné hladisko peouzil Cartan [1] (str. 104) pri klasifikdcii homografie v troj-
rozmernom priestore.

KedZe kazda homografia ma aspori jeden invariantny bod a jednu invariantni
priamku, bude v kaZzdej antireciprocite existovat aspon jeden par involutérne si od-
povedajtcich prvkov.

Predovsetkym budeme analyzovaf pripad, ked homografia # = 72 ma len tri
invariantné body navzajom rozdielne a nimi urené tri invariantné priamky. Pri-
slu§na matica mé kanonicky tvar

Ay 00
(H)y=10 4, 0}, (6)
0 0 A4

kde 4; #+ 4, & 43 + 4,. Nech invariantné body su 4, B, C a invariantné priamky
AB, AC, BC. V antireciprocite J mozZu nastatf dva pripady:

a) Trojuholnik ABC je tzv. polarny trojuholnik v antireciprocite 7, to znamena,
ze kazdému vrcholu odpoveda protileZiaca strana trojuholnika a tieto tri pary odpo-
vedajucich si prvkov st involutdrne.
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b) V trojuholniku ABC len jedna strana odpoveda protileZiacemu vrcholu
a druhym dvom strandm odpovedaju body — vrcholy trojuholnika leZiace na im
odpovedajicich priamkach. V danej antireciprocite sit potom tieto dvojice involu-
torne si odpovedajuce pary prvkov.

2. Uvazujme pripad uvedeny v predchadzajicej Casti za a). Ako sme uviedli,
antireciprocita J ma v tom pripade tri pary navzajom rozdielnych involutdornych
prvkov. Nazvime ju antireciprocita typu Ia.

Zvolme stradnicovy systém tak, Ze vrcholy tohto polarneho trojuholnika (a jeho

strany) buda tromi z vrcholov (a stran) suradnicového simplexu, a to takto:

bodu A(l1, 0, 0) odpoveda involutoérne priamka a'(1, 0, 0),
bodu B(0, 1, 0) odpoveda involutdrne priamka b'(0, 1, 0),
bodu C(0, 0, 1) odpoveda involutorne priamka ¢'(0, 0, 1).

Potom pre koeficienty rovnice (1) dostavame
Ayp = a3y = dy, = A3, = a3 = a3 = 0.

Matica (T) ma potom tvar

a,; 0 0
(Ty=10 a5 0
0 0 aj;

Z rovnice (H) = (T~ '%) (7_“) dostavame

dug 9
Ay
H=10 22 o
(H) = - . (7
22 -
o o a3
d33

Porovnanim matic (6) a (7) dostavame pre koeficienty a;, podmienky, ktoré musia
platit, aby 7 bola antireciprocita typu [a, ktorit méZzeme vzdy pisat v tvare

’ - ’ - ’ -
U{ = 0,Xy, Uy = 0X,, Uy = 03X5, ®)
kde
oy oy A3 oy
—F —— F —— F —
Oy % x3 oy

Ulohu ur¢if involutérne pary prvkov v antireciprocite 4~ mdZeme riesit podobnym
spdsobom, ako sa to robi v pripade uréenia involutérnych parov prvkov reciprocity.
Ak antireciprocita J prevadza bod A(x,, x,, x;) do priamky a'(uy, u3, u3), pre-
vadza inverzna antireciprocita 7 ~! ten isty bod B’ = A do priamky b (v, v,, v3).
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Ak (4, a') ako aj (B, b) si odpovedaju involutdrne, musi platit 4 = B', a’ = b, ¢o
vyjadrime rovnicami:
ap Xy + apX; + a13X3 = Q(“ 1x1 + a21x2 + a31x3)
31Xy + A33X; + G33X3 = Q(alle + azzxz + aszxa)
a31X; + @33X; + A33X3 = oaysx, + azaxz + assxa)
Z toho dalej vyplyva:
(ay; — 0ayy) x1 + (a2 — 04a;y) x2 + (a3 — 0a3y) x3 =0,
(ay; — Qan) x1 + (a3, — Qazz) x2 + (a3 — Qaaz) xs =0,
(a3 — Qa13) x1 + (as, — Qazs) x2 + (a3 — Qa33) x3 = 0.

Ak tieto rovnice maju mat pre Xx; nenulové riefenie, musi platit:

ay — Qa11§ Ay — ga“; agjz — Qaal
| T|=|ay — Qalz, azy — Qazz, a3 — Qa32 = 0.
asz; — Qa13’ a3 — Q43,; 33 — Qass

Tym dostavame rovnicu tretieho stupiia pre neznamu ¢. Kazdy koreil tejto rovnice
urcuje jeden bod, ktory so svojou odpovedajicou priamkou tvori hladany involu-
térny par. V naSom pripade pri uvedenej volbe suradnicového systému, ked anti-
reciprocita typu Ia je uréena rovnicami (8), determinant | 7| ma tvar:

Loy, — er 0 0
|T| = 4 w=-ox 0
l 0 0 o3 — Q%3
Z toho dalej vyplyva
(g — Qal) (2 — 0&2) (a3 — Qas) =0,

e1==", ==, ==

Ak tieto tri involutérne pary prvkov maju byt rozdielne, musia byt aj korene g,
navzijom rozdielne a musi platit

LI B N )
g 93 o3 oy

Rovnice (9) suhlasia teda s podmienkou uvedenou pre tento typ antireciprocity
uréenej rovnicami (8).

3. Ako sme uviedli v kapitole 1, ak homografia # = 2 ma len tri navzajom
rozdielne invariantné body a nimi urené invariantné priamky, moéZe prislusna
antireciprocita byt typu, ktory sme uviedli v odseku b). Invariantné body 4, B, C
homografie & st teda navzajom rézne a neleZiace na jednej priamke. Priradme ich
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po vhodnej volbe stradnicového systému, aby matica (H) bola v kanonickom tvare,
v antireciprocite takto:

bodu A(1, 0, 0) odpoveda priamka a'(1, 0, 0),
bodu B(0, 1, 0) odpoveda priamka 4'(0, 0, 1),
bodu C(0, 0, 1) odpoveda priamka ¢’(0, 1, 0).

Z toho potom pre koeficienty rovnice (1) vyplyva:
Ayy = a3y = a1, =Gy = A3 =0a33 =0

a matica (T) ma tvar:

a, 0 O
(T)={ 0 0 ay
0 az, O

Z rovnice (H) = (T~'*)(T) dostavame:

[ a1 0 0
agy

o 92 o |, (10)

aszs

Porovnanim matic (6) a (10) dostdvame podmienky, ktoré koeficienty musia
spiﬁat’, t. J.

agy

aiy + az3 + asa +

ayy as; sz aqy

Tento typ antireciprocity nazveme Ib a mdZeme ho vZdy urdit rovnicami

’ - ’ - ’ -
Uy = a3 Xy, u; = 0pXj3, Us = o3X3,
pricom musi platif
%1 %3 %3 &y
—F == ——F —
oy o o, oy

4. Nech homografia # = J% je homoldgia o strede S a osi o; ma teda vsetky
body na osi invariantné, ako aj vSetky priamky prechadzajice stredom homoldgie.
Potom aj antireciprocita J k nej pridruzena musi mat nekoneéne mnoho involu-
téornych parov prvkov. Musia to byt priamky iduce bodom S a im odpovedajuce
body leZiace na priamke o. Preto v antireciprocite  bod S a priamka o budu tvorit
involutérnu dvojicu prvkov. Ak uvaZujeme dalsi bod 4 na priamke ¢ a jemu odpo-
vedajucu priamku a’, prechddzajicu stredom S, moZu nastat dva pripady:
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a) bod A nelezi na priamke a’;
b) bod A4 leZi na priamke a'.
VySetrime pripad a). Stradnicovy systém zvolime tak, aby matica (H) mala ka-

nonicky tvar
;. 00

H)=[0 2, 0 ' (1)
00 7,
a v prislusnej antireciprocite odpovedajliice body priradime takto:

Stredu homolégie S = C(0, 0, 1) odpoveda os homoldgie o = ¢'(0, 0, 1),
bodu A(l, 0,0) odpoveda priamka a'(1, 0, 0),

bodu B(0, 1, 0) odpoveda priamka 5'(0, 1, 0), vSetky tri dvojice prvkov (4, a'),
(B, b"), (C, ') si odpovedaju involutdrne.

Pre koeficienty rovnice (1) potom dostavame

Ay, = a3 = a3, = dy3 = ay3 = a3y = 0.

Z rovnice (H) = (T~ '*) (T) vyplyva

(Hy=1o0 922 oI, (12)

aza

Porovnanim matic (11) a (12) dostavame podmienku pre koeficienty a;;, t. j.

411 _ 9o % a33

djy azs dss

Antireciprocitu tohto typu nazveme Ic a moéZeme ju vZdy pisaf v tvare

up = %X, Uy = a,Xx,, uy = x3x;, (13)
priCom musi platit
oy U o3
oy % ay

Vynasobenim vhodnym koeficientom moéZeme koeficienty «; upravit v rovnici (13)
tak, Ze bude platit

oy = %y, %y = %y, o3 F %3.



Vysetrime v tomto pripade geometrické miesto autokonjugovanych bodov t. j.
bodov, ktoré lezia na im odpovedajucich priamkach. Je uréené rovnicou

XX F 0XX, + a3xyxy = 0. (14)

Ked koeficienty o; a o, st rovnakého znamienka, nema rovnica (14) Ziadne
ricSenie. Autokonjugované body v danej antireciprocite typu Ic neexistuji. V tomto
pripade ju mdZeme nazvat eliptickou.

Ked koeficienty o, a a, st rozdielneho znamienka, ma rovnica (14) rieSenie v tom
pripade, ked x; = 0. Autokonjugované body st potom uréené rovnicou

A XX, + opx,X, = 0. (15

Rovnica (15) uréuje refazec k' na priamke x; = 0, t. j. na_osi homoldgie o0.(!)

V tomto pripade mdzeme antireciprocitu Ic nazvaf hyperbolickou.

Dalej vysetrime pripad uvedeny v tomto odseku ako b). Stiradnicovy systém zvo-
lime takto:

C(0,0, 1) a jemu involutdorne odpovedajica priamka ¢'(0, 0, 1),

A(1,0,0) a jemu involutérne odpovedajuca priamka a'(0, 1, 0),

B0, 1, 0) a jemu involutdérne odpovedajiica priamka b’ (1, 0, 0).

Pre koeficienty rovnice (1) dostavame:

Ay = A3 = Gy = 03 = Uy, = Gy = 0.

7 rovnice (H) = (T™'%) ('[':) dostavame maticu

2 g 0
d 12
aqz \
(H) = 0 —= 0 i. (16)
adyq
o o H
ass

Porovnanim matic (11) a (16) dostdvame podmienku pre koeficienty a,,:

dyy

adya + a3

dgo ary dss

(") Retazee &' na komplexnej priamke je mnozina bodov, ktorych deliaci dvojpomer ktorych-
kolvek Styroch bodov je redlny. (Cartan [1], str. 12.) Redlne body na komplexnej priamke tvoria
ieden z refazcov tejto priamky. Antiinvolucia prvého druhu, uréend rovnicami ¢’ -~ 1/t alebo

1" 1, ma nekoneéne mnoho invariantnych bodov, ktoré tvoria retazec k. Preto rovnicu refazca
mozeme urcit pomocou antiinvolicie.
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Po vynasobeni vhodnym koeficientom moéZeme antireciprocitu v tomto pripade pisat

' - ' - ’
Uy = 0y X,, Uy = UpXy, uz = Xj,
pri¢om pre koeficienty musi platit
o o
2 - et :Q: 1.
oy £5)
Geometrické miesto autokonjugovanych bodov je uréené rovnicou
A X Xy 4+ XX, + X3X3 =0, 17
priom oy =+ oy, a0 = Ay0,.
Rovnica (17) mé rieSenie len v tom pripade, ked x; = 0. Potom geometrickym
miestom autokonjugovanych bodov je retazec k' na priamke x; = 0, uréeny rovnicou

23X, X, + 0X,x; = 0. (o % 03, g0y = ay0,)
Je zrejmé Ze ide o typ, ktery uz bol uvedeny ako hyperbolickd antireciprocita

typu I. c.

5. UvaZujme dal3i pripad, ked homografia # = 72 je identita. V tomto pripade
vetky pary odpovedajucich si prvkov v antireciprocite J st involutérne a dosta-
vame antipolaritu. Stradnicovy systém a pary involutérne odpovedajucich si prvkov
zvolime takto:

A(1,0,0) a jemu odpovedajiuca priamka a'(l1, 0, 0),
B(0, 1, 0) a jemu odpovedajuca priamka 5'(0, 1, 0),
C(0, 0, 1) a jemu odpovedajtica priamka ¢'(0, 0, 1).

Potom pre koeficienty rovnice (1) dostivame:
Ay = A3 = Uy = Gp3 = A3y = a3 = 0.

Z rovnice (H) = (T™1%) (7:) dostaneme maticu homografie & :

S Y S
dyy
(H)y=1 0 222 9
azz
0o o 33
ass

KedZe homografia # musi byt identitou, dostivame podmienky pre koeficienty
antipolarity, ktoré musia spiiiat vzfahy:

Ay _ 922 _ 433

ajgy aszs ass
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Vhodnym vynasobenim koeficientov a,, a,,, @33 vZdy mdZeme dostat také hodnoty,
Ze plati
ayy = 4dyqq, azy = dj;, Q33 = d33.

Antipolarita je teda urcena rovnicami, ako typ 1. d:

’ - ’ - ’ -
Uy = 03Xy, Uy = UrX;, Uz = 03Xz, (18)
kde

oy = Uy, Ay = %3, 3 = %3.
Geometrické miesto autokonjugovanych bodov je urfené rovnicou
A3 X1 Xy + A3XpX, + 03X3X3 = 0, (19)

kde

a1=al, Ay = Uy, O(3=0(3‘

Je zrejmé, Ze rovnica (19) uréuje hyperkuZelosecku.(?)

Rovnica hyperkuzZeloseCky mézZe byt dvojakého typu: Vsetky koeficienty a,, a5,
a3 st rovnakého znamienka; potom rovnica (18) nema Ziadne rieSenie. Hyper-
kuZeloseCka neobsahuje Ziadne body. V tom pripade hovorime o antipolarite elip-
tickej.

V druhom pripade, ak dva z koeficientov «,, «,, «; maji znamienka rozdielne od
znamienka koeficientu tretiecho, existuje nekoneéne mnoho rieSeni rovnice (18).
HyperkuzZelosecka obsahuje nekonecne mnoho bodov. Tento typ nazyvame anti-
polarita hyperbolicka.

6. Teraz preberieme pripad, ked homografia # = 7 2 ma len dva invariantné
body a len dve invariantné priamky. Invariantné body st 4, B a invariantné priamky
a, b tak, Ze priamka a = AB a priamka b prechadza bodom A a nie je totoZna
s priamkou a. Zvolme suradnicovy simplex tak, Ze body 4, B budu dva z jeho
vrcholov, a to A(1,0,0,), B(0,0, 1). Invariantné priamky potom budu «(0, 1, 0),
b(0, 0, 1).

Matica homografie s# ma kanonicky tvar

210
(H=[04 0], (20)
0 0 A,

(%) HyperkuZelosecka je geometrické miesto bodov v rovine, ktoré su uréené rovnicou
2 auXxix; = 0,
kde
a,=a,; (Gk=1,273).
Pozri Segre [2], (str. 603).
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kde AL £ 3.

Invariantné prvky homografie # moézu tvorif involutérne dvojice prvkov v anti-
reciprocite J len tymto spésobom:

bodu A(1, 0, 0) involutérne odpoveda priamka a'(0, 1, 0),

bodu B(0, 0, 1) involutérne odpoveda priamka 5'(0, 0, 1).

Z toho potom pre koeficienty rovnice (1) vyplyva:

Ay = azy = da;3 = d3 = 0.

Matica antireciprocity 4  ma potom tvar:

0 a, O
(T)=las a; 0
0 a3, as;

Z rovnice (H) = (T™'%) (T) dostaneme maticu

dyy . —dndys + dz2 d3pd3p | —33l33
ayy " dyydy, dya Aiad33  dyyds;
(H) = 0 e 0 . (21
3 a
0 __71; 'f}i'
Uy ds;

Porovnanim matic (20) a (21) dostavame podmienky pre koeficienty a;,:

a Gy, ds3
2 I

L) aJZ Y
dya Gy dss

Q3045 F Aydy;.
Antireciprocitu, ktora ma len dva pary involutdrne si odpovedajucich prvkov, ako

sme uviedli v tejto kapitole, a to (4, @'), (B, b'), nazveme typom Ila a modzeme ju
vzdy pisat v tvare

’ = ’ N = ' =
Uy = UyXy, Uy = 0N + A3X,, iy = X3,
%3 % " - -
= F 1; %y F A%y .

%y &

7. Ak homografia s je elacia, obsahuje nekone¢ne mnoho invariantnych bodov,
leziacich na osi elacie o, ako aj nekonecne mnoho invariantnych priamok, pre-
chadzajucich stredom elacic bodom O, leZiacim na osi 0. Potom aj antireciprocita .7
musi mat nekoneéne mnoho involutérne si odpovedajucich parov prvkov, a to
priamky prechadzajuce bodom O a im odpovedajice body leZiace na osi o.
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Zvolme stradnicovy systém tak, aby os elacie # bola priamka a’(0, 1, 0) a stred
elacie bod A(1, 0, 0), ktoré si v antireciprocite involutérne odpovedaju. Kanonicky
tvar matice homografie s# — elacie je

A10
(H)y=(0410]. (22)
004

Stradnicovy systém a priradenie odpovedajicich si prvkov v antireciprocite
zvolime tak ako v predchadzajucej kapitole 6. Matica (H) = (T~ '*) (T) ma ten isty
tvar ako je (21). Pre koeficienty vSak dostavame ine podmienky vyplyvajice z po-
rovnania matic (22) a (21). Koeficienty v tomto pripade musia spifiaf podmienky

ajn azy ass | - -
= = 5 Q33015 F A3105;.

azi ajyz ass

Antireciprocitu tohto druhu nazveme typom IIb moéZeme ju vZdy pisat v tvare

’ - ’ - - ’
Uy = 04X, Uy = 03Xy + %yX5, Uz = X3,

kde oy * o, (23)

8. V poslednom pripade budeme analyzovat antireciprocitu &, ked prislusna
homografia # = 2 ma len jeden invariantny bod a len jednu nim prechadzajticu
invariantnt priamku. Antireciprocita J moZe mat potom len jeden par involutérne
si odpovedajtcich prvkov.

Zvolme suradnicovy systém tak, aby invariantna priamka homografie J# bola
jedna strana suradnicového simplexu, a to @'(0, 0, 1), invariantny bod aby bol vrchol
suradnicového simplexu A(1, 0, 0). Matica homografie # ma kanonicky tvar

A10

(H) =04 1}. (24)
004

Ked v antireciprocite J tvoria bod 4 a priamka &’ par prvkov involutérne si
odpovedajtcich, potom vychadzajic z rovnic (1) musi platit

ay; = az; = 0.
Matica antireciprocity J ma potom tvar

0 ay; ag;
(T) = 0 a, a;
a3y A3y d33)

Polozme (T~ 1*) = (b;)).
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Okrem uvedenej pedmienky pre siradnicovy systém moézeme polozit dalSiu pod-
mienku, a to (*) aby bodu B'(0, 1, 0) odpovedala priamka b(0, 1, 0). Ked uvazujeme
tento par odpovedajucich si prvkov v antireciprocite 7, potom pre koeficienty ma-
tice (b)) dostavame

by, =b3, =0
Lo a23\
|
by, = ’031 ‘133 = Ta31433
ia1z a3 i | @12 13 ‘
1 1‘ az; QAz; } a1 ;azz as; |

Z toho vyplyva a,; = 0.
Vsetky Cleny matice (7)) mozZeme vydelif koeficientom a,, bez toho. Ze by sa jej
hodnost zmenila. Preto dalej moZeme pisat

ﬂ; Q33045 + ﬁai; _ G33043 4+ 33
ays ay3d3, dys aq3dszy i3
(H)= ‘112‘131; 12033012 432013 N “12“32: 12033013  d33043 i 12033
a3 13034 a3y ay3 d13d3, dsy ays3
0 diz i3
dszq aszy

Porovnanim tejto matice s maticou (24) dostavame pre koeficienty a;, ticto vztahy:

aq{,a a .
1_2.3~1_ = _._12 — 0’ t._]. a12 — 0;
13 a3y

aszy -1 = a3

, L)oo ap3 =asg;

dys asy
d3z Q32043 t] dsz; a

== » Ljo ——= —dy3;
ags asy as;

_ U33dy3 + 433 _
- >
a,3ds; g3
a33 (133 . —
—= + == =0, tj. —az3+az;=0.
3
g3 i3

V tomto pripade m6Zeme antireciprocitu nazvat typom III a vyjadrif ju rovnicami:

o — ~ oy — - -
uy = — —Lx,, uy = X,, Uz = — == X1 + 04X, + 00,X3, (25)
31 %y
kde Ay = 5.

(3) Podobue ako v [3] pre klasifikaciu reciprocity.
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9. Nakoniec urobme prehlad jednotlivych typov antireciprocity v komplexnej
rovine.

Antireciprocita typu la:

Uy = o;xq, Uy = 0,X,, uy = 03x5,
kde
0y o, o3 oy
——F—=F —F —
oy %3 x3 %y

Involutérne pary bodov a priamok su:

(4(1,0,0), a(1,0,0),
(B(O, 1,0), (0, 1, O)),
(C(O, 0, 1), ¢'(0, 0, 1)).

Antireciprocita typu Ib:

' R ro_ = ' -
Uy = %Xy Uy = X3, Uz = %3X3,
kde
Xy s A3 oy
g 72 g et B
oy o o, oy

(A(1,0,0), a'(1,0,0)); (B, 1,0), b'(0,0, 1)); (C0,0, 1), (0, 1, 0)).
Antireciprecita typu Ie:
Uy = ox,, Uy = oyx,, uly = a3xs,
kde o = &u Ay = Uy, oy * &3.
Involutorne pary odpovedajicich si prvkov:

Vsetky priamky idice bodom C(0,0,1) a im odpovedajuce body, leZiace na
priamke ¢’(0, 0, 1), ako aj bod C a priamka ¢’. Ak existujii autokonjugované pary
prvkov, tieto vypliiuji refazec k'; potom je antireciprocita hyperbolickd. Ak ne-
obsahuje Ziaden par autokonjugovanych prvkov, je eliptickd; to je v tom pripade,
ked o, a o, maji rovnaké znamienko.

Antireciprocita typu Id — antipolarita:
uy = oxy, why = dyx,, Uy = 03X3,
kde oAy = oy, oAy = Ay, oy = 05.
Ak %, %, a5 sG rovnakého znamienka, antipolarita neobsahuje Ziadne autokonju-

gované pary prvkov, je elipticka. Ak dva z tychto koeficientov maju rozdielne zna-
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mienka od tretieho koeficienty, vyplnia autokonjugované body hyperkuZelosecku
a hovorime o antipolarite hyperbolicke;.

Antireciprocita typu Ila:

’ = ’ - = ’ =
Uy = oyx,, Uy = 03X, + A3X;, uy = xj,
kde
oy oy - -
—— = —=%1; 00y = 003,
231 23]

Involutérne pary odpovedajucich si prvkov:
(A(1, 0,0), a'(0, 1,0)); (B, 0, 1), b'(0, 0, 1)).

Antireciprocita typu II. b:

’

Uy = a;X,, Uy == Xy + KXy, uy = x3,
kde o, * a,.

Involutdrne si odpovedajuce pary prvkov st vSetky priamky idiuce bodom A(1, 0, 0)
a im odpovedajtice body leZiace na priamke a'(0, 1, 0), ako aj par (4, a').

Antireciprocita typu I111:

’ %y = ’ = ’ d‘l - -~ -
u; = ——a X3, Uy = X;, Uy = — = X; + X, + AyX3,
1 ULy

de (Xz = &2.
Involutérne si odpovedajuce prvky:

(4(1,0,0), a(0,0, 1)).

LITERATURA

{1] Cartan E., Legons sur la géometrie projective complexe, Paris 1950.
[2] Segre C., Un nuovo campo di ricerche geometriche, Nota III, Atti R. Accad. Sc. Torino 25 (1889).

592—612.
[3] Veblen O., Young J. W., Projective geometry, 11. diel, Boston 1918.

Doslo 10. 11. 1962.

Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie
Stavebnej fakulty
Slovenskej vysokej skoly technickej
v Bratislave

102



DIE KLASSIFIZIERUNG DER ANTIREZIPROZITAT
IN DER KOMPLEXEN PROJEKTIVEN EBENE

Bozena Mackova
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Klassifizierung der Antireziprozitidt in der komplexen pro-
jektiven Ebene durchgefiirt. Die einzelnen Typen sind je nachdem bestimmt, welche Formation
die Hauptelemente dieser Transformation bilden. Bei der Untersuchung der Hauptelemente geht
man aus folgender Erkentnisse aus: das Quadrat der Antireziprozitit J ist die Homographie H.
Zu jedem Invariantpunkt M der Homographie 5 kann man eine solche Gerade m' finden, die
auch in S invariant ist, so daB (M, m’) Hauptelemente in der Antireziprozitit 7 sind. Und umge-
kehrt, wenn die Antireziprozitit J ein Paar von Elementen (M, m’), das einander involutorisch
entspricht, enthilt, sind diese Invariantelemente der Homografie 5.
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