Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Stefan Schwarz; Dorota Krajtidkova
O totélne nekomutativnych pologrupach

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 9 (1959), No. 2, 92--100

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126728

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1959

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126728
http://project.dml.cz

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 2-1959

O TOTALNE NEKOMUTATIVNYCH POLOGRUPACH

STEFAN SCHWARZ a DOROTA KRAJNAKOVA, Bratislava

Pologrupou nazyvame neprazdnu mnozinu elementov S, medzi ktorymi je
definované asociativne nasobenie.
Nech je a € S. Ak v postupnosti

a, az, ad, ...

existuje len koneény pocet réznych elementov, hovorime, Ze element a je
kone¢ného radu. Ak kazdy element pologrupy S je koneéného radu, nazyvame
pologrupu periodickou. V takej pologrupe existuje ku kazdému a € S také
¢islo 0 = p(a), ze a? = e, kde ¢ je idempotentom.

Struktiira takychto pologrip je opisand v praci [2]. Tu zhrnieme iba nie-
ktoré poznatky, ktoré budeme v dalsom potrebovat.

Nech £ = {e, | ~ € A} je mnoZina vsetkych idempotentov € S. Ak a? = ¢,

hovorime, 7e element a patri k idempotentu e¢,. Mnozinu vsetkych elementov
patriacich k idempotentu ¢, ozna¢ime znakom K. Pologrupa S da sa potom

pisat ako stet disjunktnych mmozin 8 = > K,. Ku kazdému e, existuje
aed
jedindg maximalna grupa ¢, ktord ma ¢, za jednotkovy element. Zrejme je

G, S K,. Pre kazdé a € K, je ac, = e a. Dalej je K e, — ¢, K, = G,. Tie a len
tie elementy « € K, ktoré spliuja rovnicu ae, = e,a = a, patria do ¢,,.

Ak S je komutativna pologrupa, je kazdé K, pologrupou. Ak S nie je komuta-
tivne, nemusi byt kazdé K, pologrupou (pozri [2] priklad na strane 10),
Existuju vsak aj také typy nekomutativnych pologrip, v ktorych st vietky K,
pologrupy. Tato vlastnost maji napr. tzv. totdlne nekomutativne periodické
pologrupy zavedené v praci [2] (pozri |2], veta 5).

Ulohou tejto prace je vySetrovat $truktiru takychto pologriip.

Definicia. Nech S je periodickd pologrupa, ktord md aspoti dva idempotenty.
Budeme hovorit, Ze S je totdlne nekomulativna, ak pre kaZdé dva idempotenty
e, F ey plati e ey, = eye,.

Takato pologrupa nemoze mat zrejme nulovy ani obojstranny jednotkovy ele-
ment. Lahko sa dokaze, 7e centrum takejto pologrupy je prazdne.
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Sadin dvoch idempotentov nemusi byt idempotentom. Nasledujica lemma
hovori nie¢o o pripade, ak to nahodou nastane.

Lemma 1. Nech S je totdlne nekomutativna periodickd pologrupa. Nech
e, F €5 a mech e,e; = ep; potom ege, = e,.

Doékaz. Z rovnosti e,e; = e; vyplyva ejee, = e;, dalej eze eqe, = ege,, b. .
(e5¢.)* = ese,. Teda je aj eye, idempotentom. Polozme ege, = e,. Potom plati:

e, e, = (e5e,) e, = eze, = e,
€, = €, (ez6,) = (e.€p) €, = €,.

Zo vztahu e e, = e e, vyplyva vzhladom na totdlnu nekumutativnost e, = e,
¢ b.ot.d.

Veta 1. Nech J je lubovolny obojstrannij idedl totdlne nekomutativnej pertodic-
kej pologrupy S. Potom J obsahuje vietky idempotenty z S.

Doékaz. Nepriamo. Ak § = J, nemame ¢éo dokazovat. Predpokladajme, Ze
S —J je == @ a obsahuje idempotent e. Kedze J je samo periodickou polo-
grupou, obsahuje J aspon jeden idempotent. Ozna¢me ho e,. Potom je
ee, €eJ SJ. Element ee, nemusi byt idempotentom. Existuje vSak také o

e (ee,)? je nejaky idempotent e;. Zrejme je e; € J a e, 3= e. Zo vztahu (ee,)? =
= ey vyplyva ee; = e,. Podla lemmy 1 je teda e;e = e. Z toho vyplyva e =
= eze €JeS J, Co je v rozpore s predpokladom e € § — J.

Pozndmka. Predpoklad, Ze J je obojstranny idedl, je podstatny. Ak by
sme predpokladali, Ze J je napr. iba pravy idedl, veta nie je pravdiva, ako
ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 1. Nech S = {a,, a,, a3} s touto multiplikaénou tabulkou:

Pologrupa S je zrejme totilne nekomutativna, lebo a,a, & a,a,. MnoZina
{a,} je pravy ideal, neobsahuje vsak vSetky idempotenty.

Prv, nez péjdeme dalej, pripomenieme si: Ak nejakd pologrupa ma mini-
malny obojstranny ideal, ma ho len jeden. Periodickd pologrupa nemusi mat
v8ak minimalny obojstranny ideal. To ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 2. Nech S je mnozina prirodzenych éisel 8 = {1, 2, 3, ...},
v ktorej je nasobenie definované vztahom ¢©b = max (a, b). Tato pologrupa
je periodicka, lebo kazdy element je sam idempotentom. Mnozina J, =
= {n,n-+1,n+ 2, ...} je (obojstrannym) idedlom z S a takto dostaneme
vietky idealy. KedZe J,DJ,3J;D ... je zrejmé, Ze neexistuje minimalny
(obojstranny) ideal.
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Ukazeme, 7Ze okolnost vyloZzena v priklade 2 nemoéZe nastat u totdlne ne-
komutativnych periodickych pologriap.

Nech © je systém vsetkych obojstrannych idedlov z S. Systém © je ne-
prazdny, lebo obsahuje aspon S. Prenik N vSetkych mmnozin systému © je
neprazdny, lebo podla vety 1 obsahuje muozinu £ vietkych idempotentov z .S.
MnozZina N je zrejme minimalnym obojstrannym idealom z S. Dokazali sme:

Veta 2. Totdlne nekomutativna periodickd pologrupa md minimdlny oboj-
strannyj idedl.

Nech je ¢, € E. Kedze e, € N, obsahuje IV aj maximalnu grupu ¢/, patriacu
k e,. Teda stéet v8etkych maximalnych grip lezi v N. Tento vysledok mozno
podstatne spresnit. Ukdzeme najprv, Ze Se, je minimalny lavy ideal z S.
Nech L je lubovolny lavy ideal z S, pre ktory plati L& Se,. KedZe L je perio-
dickd pologrupa, ma L idempotent e, ktory sa d4 pisat v tvare ¢ = ue,, u € S.
 Teda ee, = ue e, = e. Na zéklade lemmy 1 je potom e e = e,. Preto

L< Se, = Se,eCSe,LE L,

t. j. L = Se,. Mnozina Se, nemd ziadny vlastny podidedl z S, t. j. Se, je
minimalny lavy idedl z S. Podobne sa dokaze, Ze ¢,S je minimalny pravy
ideal z S. Je zname, Ze v pologrupe, ktora ma minimalny pravy a minimalny
lavy ideal, je minimalny obojstranny ideal stiétom disjunktnych izomorfnych
grip. Pretoze vSetky maximalne grupy lezia v N, vyplyva odtial:

Yeta 3. Vetky maximdlne grupy totdlne nekomutativnej periodickej pologrupy
st navzdjom vzomorfné. Ich mnoZinovy siucet je minimdinym obojstrannym
idedlom N pologrupy S.

Poznamka. Mohla by vzniknit domnienka, ze i vietky maximalne polo-
grupy K, st navzajom izomorfné. To nemusi byt pravda, ako ukazuje pri-
klad 1. Tam s maximélne pologrupy K, = {a;, a,}, i, = {a;}; maximdlne
grupy su @) = {a,}, G, = {a,}. Pologrupy K,, K, nie s zrejme izomorfné.

1T

V tomto odseku budeme Studovat maximalne obojstranné idealy polo-
grupy S.

Ideal J CS nazyvame maximalnym, ak .J G 8, ale neexistuje idedl J,,
ktory spliuje vztah J G J, ¢ S.

Periodickd pologrupa nemusi mat vobec Ziadny maximéalny obojstranny
ideal. To ukazuje tento priklad.

Priklad 3. Nech S je mnoZina v8etkych prirodzenych ¢isel § = {1, 2,

3. ...}, v ktorej definujéeme nasobenie vztahom a © b = min («, b). MnozZina
J,= {1, 2, 3, ... n} je zrejme obojstrannym idedlom z S a takto dosta-

neme kazdy obojstranny ideal nasej pologrupy. Kedze J, CJ,CJ,C ... je zrej-
mé, Ze neexistuje ziadny maximalny obojstranny ideal z 9.
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Na druhej strane méze mat pologrupa i nekoneéne mnoho maximalnych
(obojstrannych) idedlov. To ukazuje tento priklad.
Priklad 4. Nech S je mnoZina dvojic redlnych disel

S = {(a,a), (@, 0)]|0=a =1}

a nech nasobenie je definované vztahom (z, ¥) . (4, v) = (2, 0). Idlempotentami
tejto pologrupy su vietky dvojice (a, 0), 0 =< a = 1. Je zrejmé totdlne ne-
komutativna, lebo pre kazdé dva idempotenty e,, e, €S plati ee; = e,.
Minimélnym obojstrannym idedlom je mnozina N = {(a,0)|0 <a < 1}.
Maximélne pologrupy su K, = {(a, a), (a,0)}. Kazdd mnozina J, = § —
— {(a, @)}, a &= 0, je zrejme maximalny (obojstranny) ideal. Je ich nekoneéne
mnoho.

Kedykolvek budeme v dalSom hovorit o maximalnom ideali, budeme
samozrejme predpokladat, Ze S ma maximalny ideal.

Lemma 2. Nech S je periodickd totdlne mekomutativna pologrupa. Nech J je
lubovolny maximdlny obojstranny idedl z S. Potom S2E.J.

Doékaz. (Pozri analogicky Wallace—Koch [1], Theorem 2.) Polozme
A =8 — J. Ukaime najprv, ze SAS S.J. Keby to tak nebolo, musel by
existovat element a tak, ze SaS N 4 = (J. Pretoze SaS je obojstranny idedl,
je aj SaS + J obojstranny idedl a kedZe je vadsi ako maximalny, je nevyhnutne
SaS + J = 8. Pretoze a € S nelezi v J, je a € SaS. To znamend: existuji
¢isla x, y € S tak, Ze @ = xay. Z toho vyplyva, zZe pre kazdé celé n je o = xay*.
Avsak y*s vhodne volenym # je idempotent y* = e. KedZe je podla vety 1
e€J, je a = x"ay* = x'ae € x*aJ £ J. To je spor s volbou elementu a. Teda
jeSaSEJ.

Z toho vyplyva ihned: S3S.J. Je totiz 83 = S(4 + J)S = SAS + SJS E
€J +J =J. Dokézeme teraz S2SJ. Predpokladajme S J. Kedze S? je
obojstranny ideal, je aj S2 4 J obojstranny ideal, ale kedZe je vadsi ako
maximalny ideal J, je S2+4J = 8. Z toho dostivame §2= 4 JSE
€J + J =J.To je vrozpore s predpokladom S2 (£J. Lemma 2 je dokdzana.

Poznamka. Pri dékaze lemmy 2 sme pouzili iba podmienku & € .J, takze
lemma 2 plati pre kazdd periodickti pologrupu a kazdy maximalny ideal
obsahujuci vsetky idempotenty.

Nech S je pologrupa, pre ktori plati S?< S. Nech je a € § — 82 Potom je
zrejmé, ze S — {a} je maximalny idedl z S. Vo vSeobecnosti mdzu, pravda,
existovat aj maximdlne idedly, ktoré nedostaneme takymto spdsobom. Ak
viak S je totdlne nekomutativna periodicka pologrupa, vyplyva z lemmy 2,
ze kazdy maximalny ideal obsahuje §2. Ak ku 82 pridame Iubovolni podmno-
zinu z § — 82, dostaneme zrejme opét obojstranny ideal. Aby sme dostali
maximalny idedl, treba pridat vietky elementy s vynimkou jednoho jediného.
Teda
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Veta 4. Nech S je totdlne mekomutativna periodickd pologrupa, pre ktorw
plati S* S S. Potom kaZdy maximdlny obojstranny idedl md tvar J, =S — {a}
kde a je vhodne voleny prvok z § — S2.

V dalsom sa budeme zaoberat pripadom S = S2.

Veta 5. Nech S je totilne nekomutativna periodickd pologrupa, pre ktord
plati S = §2. Potom

a) bud je S = N (t. 5. S je jednoduchd pologrupa),

b) alebo 8 — N == 0 a siéasne S nemd vobec Ziadny maximdlny obojstranny
tdedl (t.§. Ziadna rastica postupnost vlastnijch idedlov z S nemdZe mat posledny
clen ).

Do6kaz. Predpokladajme, Ze je N == §. Keby existoval aspon jeden maxi-
malny idedl J, bolo by NSJ CS, J == S. Podlalemmy 2 by vSak bolo S2 € J,
t. j. 8§ =J, ¢o je v rozpore s predpokladom.

Pre konecné pologrupy plati:

Veta 6. Nech S je koneind toldlne nekomutativna pologrupa. Potom S = S?
plati vtedy a len vtedy, ak S je jednoduchd pologrupa (t. j. ak S = N ).

Doékaz. ~) Ak S je jednoduchd, nemdze platit § — S2 == @, lebo S? by bolo
vlastnym podidealom z S. Teda je § = S2.

p) Ak 8 nie je jednoduché, je N C S, N == 8. Kedze S je koneénd, existuje
nevyhnutne taky maximalny ideal J, Ze plati NEJCS, J & S. Podla
lemmy 2 je S2€J, teda S% 4 S, ¢. b. t. d.

Z vety 4 a 5 vyplyva tiez tento dosledok:

Doésledok: Nech S je totdalne nekomutativna periodickd pologrupa, ktord nie
je jednoduchd. Potom nutnd a postaéujica podmienka, aby memala Ziadny
maximalny idedl, je splnenie podmienky S = S2.

Pozndmka. Nech 8 = 82, § je periodicka a S == N. Potom mozno lahko
podat konsStrukeiu nekonedného rasticeho retazca idealov spominaného vo
vete 5, tvrdenie b.

Poznamenajme najprv: Ak S = S?, S 4= N, potom pre Ziadne a € § — N
nemoze platit « € SaS. Keby totiz pre nejaké a €S — N platilo a € SaS,
existovali by dva také elementy a, y € S, Ze « = xay. Potom by bolo tiez pre
kazdé n =1 a = x'ay'. Kedze pre vhodne volené n = 1 je y'=c€N,
mali by sme ¢ = x'ae € x'aN S N, ¢o je v rozpore s predpokladom. Specialne
nemdoze teda platit pre ziadne a € S vztah SaS = S.

Poznamenajme dalej: Ku kazdému « € S existuje také b €S, Ze a € SbS.
Keby totiz pre kazdé @ € S platilo @ non € SxS, platilo by tie% a non € S(>x)S =

TesS
= 8% = 8§, ¢o dava zrejmy rozpor.

Zvolme teraz lubovolny element ¢ € § — N a najdime také a, € S, aby
platilo @ € S a,;5. Kedze N € Sa,;S a Sa,S obsahuje element a neleziaci v N,
je iste N == Sa,S. Zvolme dalej a, tak, aby platilo a, € Sa,S. Potom je Sa,SE
€ Sa,S a kedze a, nelezi v Sa,S, je N CSa,SC8Say,S, prifom na Ziadnom
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mieste neplati znamienko rovnosti. Opakovanim tohto postupu dostdvame
retazec N C S8a;S CSa,SC...C8a,SC... Z konitrukcie je zrejmé, ze
vzhladom na vztah SbS == § nemdzeme takto po konednom podte krokov
vyderpat celi pologrupu S.

Z vety 6 vyplyva:

Veta 7. Nech S je konetnd totdlne nekomutativna pologrupa. Nech N je jej
minimdlny obojstranny idedl. Potom existuje také celé &islo n, Ze S* = N.

Dékaz. Uvazujme o tejto postupnosti idealov z S

§282282...282... (1)

Kazdy z tychto idedlov obsahuje v sebe N a N je obojstranny ideal z S°.

Kazda z pologrip S* ma nejaky minimdlny obojstranny ideal N,. Zrejme je

N, E€ N. Podla vety 1 obsahuje NV, v sebe vietky idempotenty, t. j. mnozinu Z.

Teda ma N, v sebe aj stdet vietkych grip > G,. Preto je NS N,. Teda N je
eyel

minimalnym obojstrannym idedlom kazdej z pologrip S* Postupnost (1) ma
viak iba koneény poclet réznych ¢lenov, teda od istého indexu n zadinajic
je 8+ = 8«1 = 8+ — . Specidlne je S =82, t.j. S+ = (S*)2 Podla
vety 6 je St = N, ¢. b. t. d.

Na zaver tohto odseku ukazeme na priklade, Ze okolnost spominana vo
vete 5b moéze skutoéne nastat.

Priklad 5. UvazZujme o nekonecnej postupnosti roéznych elementov
{0, a,, a,, ...}. Zostrojme komutativnu pologrupu 7’ vytvorend tymito ele-
mentami, v ktorej 0 je nulovym elementom a v ktorej platia tieto relacie
ai =0, a? = a;_, (pre © = 2).

Je zrejmé, ze kazdy element pologrupy 7' rézny od nuly sa da pisat ako

su¢in konec¢ného poctu elementov v tvare a;a; ... a;,, kde bez ujmy na
vieobecnosti moézeme predpokladat 1 <¢ < i, < ... <, a n=1. Pre

dalsie tidely poznamenajme, Ze z definiénych relacii vyplyvaja tieto vlastnosti
pologrupy 7: a) Ak 0 <k < i (i=1,2,3,...), plati a2* =a,_,; b) a? =0
pre:s = 1,2, ...;¢) Pologrupa 7' m4 jediny idempotent 0 a kazdy element b € 7'
je nilpotentny, t. j. ku kazdému b € 7' existuje prirodzené ¢islo o = o(b), Ze
be = 0; d) Kazdy element z 7' dd sa pisat v tvare sGdéinu dvoch inych, t. j-
T = T?; e) Ak a; == 0, neobsahuje obojstranny ideal ¢, 7T element «,.
Dokazeme teraz, Ze pologrupa 7' nema ziaden maximalny (obojstranny)
idedl. Dékaz vykoname nepriamo. Predpokladajme, ze M je maximalny ideal
z T. Potom existuje aspon jeden taky element b = a; ... a;, (1 = ¢ < ¢, <
< ...<i,,n=1),zebeT — M. Uvaiujme o idedli M + {b} - bT. Tento
idedl je vadssi nez M, teda sa rovna 7. Dokazeme viak, ze vztah 7' = M 4
+ {0} + bT nie je mozny. Na to stati dokazat, Ze element a;,+ nelezi v suéte
M+ {b} 4+ bT. Najprv dokdzeme, %e a;,,, nelezi v M. Zo vztahu a;,, € M by
vyplyvalo a3 1= a;, €M, teda (kedZze M je idedl) a;a, ... @i, = beM, ¢o

2
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je v rozpore s predpokladom. Dalej je zrejme b = @;,+:- Nakoniec, keby bolo
Qi €OT, 4. j. gy 1 €y, ... a;, T Ca;, T, bolo by aj (@i,+1)* € @i, T, b. j. @i, €a;, T,
do nie je pravda.

Uvazujme dalej o pologrupe K = {e,, e,}, v ktorej je ndsobenie definované
vztahomese, = ¢, (1, k = 1, 2).

Zostrojme nakoniec pologrupu 8 = 7 x E, t. j. mnozinu dvojic (b, e¢,),
beT. e;€ E s nasobenim (b, ¢;) (¢, e,) = (be, e).

S je zrejme pologrupa, majica prave dva idempotenty, totiz (0, e;), (0, ey).
Je totdlne nekomutativna a plati S2 = S. KaZdy obojstranny ideal tejto
pologrupy je tvaruJ = {(a, ;) U (b, &,) | @, b € M }, kde M je ideal pologrupy 7'
a naopak kazdd takito mnoZzina je obojstranny idedl z §. Kedze 7' nems
maximalny idedl, nema ani S Ziadny maximalny obojstranny idedl. Nasa
pologrupa § spliiuje predpoklady vety 5b. Pritom je N = (0, ¢;) U (0, e,)
a § — N je skuto¢éne neprazdne.

11T

V tomto poslednom odseku dokézeme este dve vety o preniku vSetkych
maximalnych idedlov z S. Prvé z nich je dosledkom viet 4 a 5.

Yeta 8. Nech S je periodickd totdalne nekomutativna pologrupa. Nech S nie je
jednoduchd. Nech I je prenik vietkych maximdalnych idedlov z S. Potom M = S2.

Doékaz. a) Ak S = 82, vyplyva z vety 5, Ze § nemé vobec Ziadny maximélny
ideal, preto v tomto pripade nemame ¢o dokazovat.

b) Ak S8 — 5% & ), vieme z vety 4, Ze vSetky maximalne idedly su tvaru
J, =8 — {a}, a€ S — 82 Teda je

M= nJ,= n {5— {a}} =8, & b.t.d.

aeS—S2? aeS—S2

Pozndmka. Analdgia vety 8 pre lavé idedly nie je pravdivd. To znamena:
Ak oznadime za predpokladov vety 8 znakom £’ prenik vetkych maximélnych
Tavych idedlov z S, potom nemusi platit & = S2. To ukazuje nasledujtci
priklad (dudlny k prikladu 1). Nech S = {a;, a,, a;} je pologrupa s touto
multiplika¢nou tabulkou (pozri hore):

Existuji dva maximélne lavé idedly. St to {a;, a,}, {az, a3}. Pritom plati:
= {ay, a,} N {ag,a;} = {a,} = 8% = {ay, a3}
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Veta analogickd k vete 8 sa di dokdzat iba vtedy, ak o maximdalnych
lavych idedloch urobime dal$i obmedzujtci predpoklad. To bude obsahom
vety 9. Najprv dokazeme ttito lemmu, ktora je podobna lemme 2.

Lemma 3. Nech S je periodickd pologrupa. Nech E je mnozina vsetkijch idempo-
tentov z S. Nech L je taky maximdlny lavy idedl, pre ktory je ESE L. Potom
S2¢€ L.

Dékaz. Najprv ukdzeme, ze S(S — L)E L. Predpokladajme, %e to tak nie
je. Potom existuje taky element a € S — L, Ze Sa n (S — L) 5= (J. Pretoze Sa
je lavy idedl, ktory nie je cely obsaZeny v maximalnom lavom idedli L, je
nevyhnutné Sa + L = S. Teda je a € Sa. Z toho vyplyva, Ze existuje také =z,
ze a = xa. Teda pre kazdé celé n je a = x*a. Pre vhodné n je z* = ¢, kde e
je idempotent. Zo vztahu ¢ = ea vyplyva a € ESE L. To je v rozpore s pred-
pokladom a € S — L. Teda je

82— S{L+(S—L))=8L+ S80S —L)SL+L=1L,

t.j. S2C€ L, ¢. b.t.d.

Yeta 9. Nech S je pervodickd totalne nekomutativna pologrupa. Nech S nie je
jednoduchd pologrupa. Nech E je mnozina véetkiyjch idempotentov z S. Nech R
je prenik vsetkijch takych maximdlnych lavijch idedlov z S, z ktorgch kaZdy
obsahuje E. Potom S® = &.

Doékaz. Nech L je maximalny ideal, pre ktory je S L. Z toho vztahu
vyplyva SECSL, t. j. SES L. Mnozina SE se da pisat ako stdet SE =

= 2 (Se,). Pri dékaze vety 3 sme videli, e kazda z mnozin Se, je minimalnym
eyelf )
lavym idealom a ich sucet sa rovnd N. Teda SE = N. Mnozina N sa vsak

zaroven rovna sucétu vSetkych minimalnych pravych idedlov z S, t. j. £S =
= N. Preto je ES = SE a teda ESC L. Kazdy z maximalnych lavych idea-
lov L spliiuje teda predpoklady lemmy 3. Preto je S2E &. Kedze predpoklada-
me existenciu aspon jedného maximalneho lavého idedlu, je LS S, teda S —
— 824 (). Nech jea €S — S2al,= S8 — {a}. MnoZina L, je maximalnym
lavym ide dlom z S. KedZe a nie je idempotentom, je £ S L,. Preto je Il =
= n L,&8% Teda 268 C n L,S8% t. j. &=82 ¢ b.t.d

aeS—S? aeS—S?
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O BIIOJTHE HEHOMMYTATUBHBIX ITOJVYIPYIIITAX

MTEGAH MBAPI] I JOPOTA KPATHSTKOBA

BuBonnt

ITepmopmuecKas MOJYIPyHIIa HA3HIBACTCS BIOJIIIE IEKOMMYTATHBIIOMN, CCII 01 COIePIKIT
60J1ee OJIHOBO HJIEMIIOTEHTA T CCJIM JIJIsT JIOOLIX J[BY X HIIEMIIOTEUTOB ¢ &= eg IMCEeT MeCTO
€,63 = egeq .

B jlaapueiimeM S o0o3HavaeT Bcerja BIOJHE HeKOMMYTaTHBHYIO HOJYrpynuy # E MHO-
JKECTBO BCeX HJIEMIIOTeHTOB € §.

B crarbe JI0Ka3LIBAIOTCA CIICAYIOMIEC TCOPCMDI

1. § copepuT Beerjga MEUIMAJLILT JIBY CTOPOIIIHTII Heas N M AMeeT MecTO COOTHOIIeHTe
ECN.

2. Ecnm § ®omeunast HOJYTPYIIA, TO CYIICCTBYCT HATYypasbloc uuclo n = 1 Takoe,
uro S+ = N,

3. Ecam §% &= §, 10 a) nepeceyenneM BceX MaKCHMAJBLULIX ABYCTOPOHHHX HJICAloB M3 §
SIBJISIETCST MHOMKECTBO S2, 0) MHOMKeCTBO S2 sIBJISIETCSI TOMKE liepeceuenieM BceX MaKcHMallb-
HBLIX J1eBHIX HjleaIoB cojlepKamux .

4. Ecim §2 = .5, 10 a) um § = N (3uaunt S npocras noayrpynua), 6)mm § — N = @
u § nemMeeT HIKARUII MAaKCHMAJIbHBIL JBYCTOpOHHHIL Wjean. (BosMoa1I0CTL 9TOTO BTOPOTO
cJayuasi [IoKasaia 1ia npmumepe.)

ON TOTALLY NON-COMMUTATIVE SEMIGROUPS

By STEFAN SCHWARZ and DOROTA KRAJNAKOVA

Summary

A torsion semigroup containing at least two idempotents is called totally non-commuta-
tive if for every couple of idempotents e, = ey we have e e; == ¢;e,.

In the following S denotes always a totally non-commutative semigroup and E the
set of all idempotents € S.

The following results are proved:

1. S contains a minimal two-sided ideal N and K ¢ N holds.

2. If S is finite, then there is an integer n = 1 such that S+ = N holds.

3. If S? &= S, then a) the intersection of all maximal two-sided ideals of S is the set S2,
b) the set S? is at the same time the intersection of all maximal left ideals containing X.

4. If S? = S, then a) either S = N (hence S is a simple semigroup), b)or S — N = 0
and S does not contain maximal two-sided ideals. (The possibility of this second case is
proved by an example.)
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