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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI1, 4 — 1957

ZVYSENI STYKU KRIVEK PROMITANIM

ALOTN URBAN

Katedra nmtematiky a deskriptivni geowaetrie fakulty strojniho inzenyestvi CVUT
v Praze

1. Cvod

Problém zvyseni stvku kiivek promitanim je pomérné stary. Prvni vysledky
hyvlv zndmy jiz koncem minulého stoleti. kdy francouzsky geometr Halphen |6]
ukdzal. 7ze dve kiivky ky, k, majici ve spoletném bodé A stvk fadu s I
(~ 1) promitaji se z boda jisté roviny. t. zv. hlavni roviny. do kiivek. jez
maji stvk radu s,

Teprve mnohem pozdéji v poloviné tticatych let téméi soucasné Bom-
piani |17« Cech [4] ukdzali. ze za jistveh piedpokladé existuje v hlvni
rovine hlavni primka. z jejiz boda se dané kiivky promitaji do kiivek o stvku
fadu s - 1oa na hlavni primee hlavni bod. z néhoz se promitaji do kitivek
o sivku radu s - 20

Soucasne byla ukazana pékna geometricka konstrukee hlavoniroviny a hlayvni
primky [4]. Je-li P libovolna plocha prochazejici obéma kitivkami £y « L.
tecna rovina plochy 2 ve spoleéném bodé 4 obou kiivek je hlavni rovin.
Neni-li (za predpokladu s = 2) spoleéna teéna obou kifivek ve spoleéném bodé
asvmptotickou teénou ploehy P. hlavni ptimka je k ni sdruzena te¢na plochy /2.

Nalezené vysledky byly pomérnd brzy na to jednak doplnény Bompianim
pro dvé protinajiei se kiivky |2] a pozdéji 1 pro dveé kiivky bez spolecéného
hodu |3]. jednak zobeenény Cechem pro dotykajici se kiivky (s 2) v pro-
storu dimense 2+ 3 [5]: soucasne byly podany. s vyjimkou piipadu protina-
jicich se kiivek. nekteré geometrické konstrukee hlavnich piimek a hlavnich
bodu.

Ukolem této prace je ukazat geometrickou konstrukei hlavnich clementi
prave iopro protinajici se kiivky (s = 1). Podrobnéjii studium vlastnosti
stvku kiivek |7. 8] ukazuje jednak. ze piipad s =1 je nutno s analytického
hlediska projednavat zvlast. jednak. ze FeSeni tohoto pripadu je ponékud
slozit¢jsi nez v pripadé s = 1.

V' pridci je nejprve ve 3. odst. novou metodou nalezeno analytické teseni
problému: na to v dalsich dvou odstaveich navazuje nékolik geometrickych
Feseni. Za zakladni konstrukei hlavnich piimek a hlavnich boda je mozZno
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oznadit jejich konstrukei uzitim jistych rozvinutelnveh ploch leziciel v kon-
gruenci uréené obéma danymi kfivkami (odst. 4). nebot téze metody lze uiit
pro jakékoliv dvé kiivky (at jiz maji styk fadu s — I = 0 nebo jsou bez spo-
le¢ného bodu). Dalsi konstrukee (odst. 5) uziva kvadratickych piipadné ku-
hickych ploch, které maji s obéma danymi kiivkami v jejich spolecném bodd
stvk vhodné voleného Fadu. Koneéné je uvedena konstrukce (odst. 7). kterd
je geometricky nejtésnéji spojena s predlozenym problémem. Promitaci kuze-
lové plochy danych kiivek jsou nahrazeny kvadratickymi, pfipadné kubickymi
kuzelovymi plochami. které s danymi kiivkami maji v jejich spolecném hode
stvk vhodného fadu.

2. Analytické podminky pro dvojici protinajicich se kiivek

Necht v trojrozmérném projektivnim prostoru ;. ktery je vatazeny k sys-
tému homogennich soutadnic «; (2 = 0. L. 2. 3). jsou dany dvé kiivky k. &,
o parametrickych rovnicich

ke o ay =aw). ko y = (o).

(¢ = 0.1,2.3) (2.1)

kde z;(w), (y,(v)) jsou analytické funkce parametru w(v) definované v jistém
otevieném intervalu W (V). Pro stru¢nost budeme misto rovnic (2 1) psat
jejich vyjadieni ve vektorovém tvaru

ke x = a@). ok, oy =y). (2.2)

Predpoklidejme. Ze obé ktivky maji spoleény bod A, ktery necht je jedno-
duchy na obou kiivkach. Bez omezeni obecnosti mizeme piedpokladat. ze
bod A4 na kiivee k( k,) prislusi parametru w =0 (v = 0).

Jestlize zavedeme oznaceni

dra(e) | dry() >
e T v I o

(r 00120

(piitom bod z, ma souiadnice .., a,.. ¥, @) vektorové funkee ror) o y(r)

v rovnicich (2.2) lze rozvinout v potenéni fady

) | ‘ A w2 ‘ e e v

a N R T T e ST P b R

' ! ’ - T T (2.4)
‘ e oo ot ‘

h) R LTI S T R L TR T

Protoze faktor amdérnosti homogennich soutadnic v (2.1)
vhodné volit. mazeme piredpokliadat piimo

e mozno jeste

(B
it

Lo - (5
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7 picdpoklidu. ze bod A je obyéejny na obou Lilvkiach. plyie

(g vy) = 0, (Y- 2y) == O (2.6)
pritom symbol (x,. 1)) == 0 znaéi. Ze matice

(11'1)(1: TN xm)
Lype L. Xop. gy
nid nejvyasi moznou hodnost: obdobné je tomu u symbolu (@, 2. y,) = O wtd.

Predpokladejme nyni. ze kiivky £,. ks, se v bodé 4 prave protinuji. t. j. 7e
maji v bodé A styk fadu pravé 0: pak je nutré

('I;(lr &y ?/l) :{i 0. (")'7)
Tecny kiivek k. Ay v bod¢ A4 urduji tedy spolecnou teénou rovinu obou
krivek. kterd se nazyva hlavni rovina kvivek k,. k, v bod¢ A |6].
Je-li = libovolny bod prostoru S, neleziei v hlavni roviné hodu A. jest
. 3 o

(. 2y, Yy 2) == 0. (2.8)

a tedy body a,. @y @0 2 mizeme vzit za vrcholy lokdlniho soutadnicového
ctyvesténu, Neeht je

] Coa . . e e .7 -
Xy o Agdy S ALy o Aoty A+ Az Yo = Aoy 4 Apry 4+ Aoy, 4+ Az

) C N ;o y .
R L LZT e el Y/ S R Ys = po¥o -+ ¥y 4wl + 'z (2.9)
Xy RIS U P R P/ S e Yo = 10xy A vy by, 4oz

Dosadime-li (2.9) do (2.4). dostaneme

i) £ |7| +- /i; U - {:,"' w4 :”.; who ()I -+
v, ‘ "o ;_' wr ’1;1' wd 1—)1! w! 4 (.)} “+ |22u + ‘:3fl'*"' :' ! (.), i
15 +f/;'(’3 R TEAR )J (2.10)
o el et e e o]
,//‘Ir ; ;_jv? }‘Z?r" | ;jz‘ () :,gvz y’I;: ! 1/,1‘ ; (.)IA

Yovnice (2.10)neudavaji ncjobecendjsi tvor rovnie kifivek k. . joz v hode A
maji styvk rfddu 0. Jak zndmo [4. 5. 7. 8]. dostaneme je z rovnic (2.4). resp.
(2.10). jestlize provedeme transformici parametiu

a, . oy . L
o P(o) = R S0 e e () @ 0 (2.11)
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a soucasné soufadnice x nasobime nenulovym faktorem

TRk
Misto rovnice (2.10a) dostaneme pak rovnici kiivky A, ve tvaru
&= o()a(F(v))

. . L 4
.l",[l by b (R Dy)p® s _;-'(/.,,/z, el - hy)e?

I |

+ N (Aolo = pohy vyt 4 D)ot o+ () |+ @y | N VT
bo2a,h, 4 au)e? 31 (Zhy 00 4= Bayhy 4 Bashy b ug)ed N (Al
| , . : b,
Uy v v by Gaghy b by a0t () | gy | A

I . I [
| _;‘(Ag/zl bt 4'(/.._,/?‘_, Bl vt ()] e e

| l
| BAPS1 Y/ | ! pepd et . .
| " (A 4 pueid)e v " (Ahy 4 uhy = vain ()] (2.13)
kde pro struénost jsme zavedli oznaceni

Iy B(egay boaiby). he = dage = 3as - 12aa0by o 6adh,. (2014

Iy 2(3d3ay + 2aiby).

3. Analytické Feseni problému

Zvolme libovolny stied promitani S a libovolnou pramétnu & <terd ne-

-

inciduje s N a pro kterou tedy plati (8. &) 4= 0: symbol (8. &) je znamé zkri-

0

cené oznaceni pro > s kde si(&). ¢ =00 102030 jsou souiadnice stiedu N
i0

(prameétny £). Vhodnou volbou faktoru Gmérnosti homogennich souiadnic
muazeme soutadnice normalisovat tak. ze

(5.8 1 (3.1)
Piri této volbe najdeme pro priométy A, K, kiivek A, L,

K, X x4+ A5 K, Y —y+ uN (3.2)
kde A. g uréime uzitim podminek incidence (X. &) = (). &) - 01 jest
7 (. 8. = —(y. &) (3.3)
a tedy rovnice praméta Ao Ky, maji tvar

K, N oo - (@S, RN, Y o= (. 5N, (3.4)
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7 nalezenych rovnic je piredevsim patrno, Ze praméty K. K, kiivek L. £,
maji spoleény pramét 4" bodu A. Jest totiz X, == Y,. Nutnd a postacujici
podminka pro to. aby praméty K,. K, mély v bodé 4’ styk fadua — 1 (¢ = |
celé ¢islo) jest. aby hyvlo mozno najit cisla «,. (v == 1. ..o - 11 ay 4= 0)
tak. aby bylo

No Y, (0 e ). (3.5)

tedy, jak plyne dosazenim (3.4) do (3.5), aby existoval bod S vyhovujici pod-
minkam

0N €, Y, (v =0, 1.....0 1). (3.6)
kde o, (0, - Yo §iza &, ay, je tireba sem dosadit z (2.13) « (2.10b). Piitom
pro r 0 podminka (3.6) je spluéna identicky pro kazdé S. Uzitim (3.6)

snadno dokazeme (Bompiani [2]):
Nricky K. Ky maji v bodé A7 styl Fadu 1 prave tehdy. je-li S bodemn hlaeni
rociny kiivek ko ky e bodé Ao ale neleficine o jejich tecndaeh v A,
Duakaz plyne z rovnice
0N bywy 1wy — . (3.7)

na niz se v tomto piipadé redukuji rovnice (3.6).

Dile plati (Bompiani. |2]):

JestliZe oskwdaénl rocinyg kFvel ko ky v bodé A jsow ruziné od hlaent roviny
kefivel Lo by v bodé A, existugi v hlaeni roving dvé rizne pFimbky prochazejici
bodem Az jejichZ bodu (== A ) kFivky ky. kyse promitaji do Lfivek majicich v pric-
métu A" bodw A styk Fadw 2. Ob¢ pFimbky oddélugi harmonicky teény kidvek k. L,
e bodé A,

JestlizZe prdaeé jedna oskadaénl rovina Fiteek Iy ky v bodé A splijed s jejich
el rovinon ¢ bodé A. neexistuji body, = nichf by se kfivky k. ky promitaly
do LFvek. jes by o A" mély styk Fadw vy$$iho ne? 1.

JestliZe oskulacni rovinyg kftvek by, ky v bod& A splijoaji s jejich avni rovinou
¢ bodé A, pak z kafdého bodw (4= A) hlavni roviny se promitaji kfivky k,. ky do
krivek. Itere maji v bodé A" styk Fadw 2. Neni-li hlavni rovine pro Zadnow
T hFvel ky ky staciondrnl, existuji v oni L vzdjemné rizné pfimky. 2 jejich’s
Lafdého bodu (== A) kFivky k. k, se promitaji do kiivek majicich v bodé A’
styl Fadw 3. Trojice téchto pFimek je apolirni ke dvojici tecen kidvel k. L,
e bodé A,

Diakaz. K rovnici (3.7) piipojime rovnici (3.6) pro » - 2. t. j. rovnici

00 (AL by — Ay b (A B 2000, oy — Ay b (Rt - RSy
Fo(Aai — ')z (3.8)

Z(3.7) a (3.8) plyne. ze nutnd a postacujici podminka pro to. aby existoval
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stied N, 7 nshon by se kiivky & L, promitaly do kiivek majicich v bode A7
stvk alespon 2. jest. aby ;i 0 a aby matice

/ “, | 0
" , . ' L BE: X1}
i by — Ao At 230y oy Ay Ay Ay A A

mela hodnost 1. K tomu je nutné a stacéi. aby existovalo ¢, + 0 vyvhovujici
rovnici

Ay A0 (3.10)
it ;ib}' '|)|i1fi|()
a) a, Aty AL At ki 2a0b,.
b) by - Ahy i Ay — Ay, — Jai (3,11

Za predpokladu 4 -+ 0.2 1 00t . za predpokladic. ze oskulacai rovin:
(X @y ) (2. 4. 4e) Kiivek ko Ly v obodé A jsou rtuzné od hlavni rovie:
v bodé 4. najdeme 7 (3.10)

ald e (/120 et o e 1. (3.12)

~

Zvolime-li za «, jedno z ¢isel (3.12). volime-li dale b, litovolne aw,. b, 1%
aby platilo (3.11). pak hod

howy 1+ aVlay oy, (/i 1.2 (3.13)
je stitedem promitani. z néhoz se kiivky Ao &y promitaji do kiivek megics
v A stvk Fadu 20 Body (3.13) vyvplnd (s vyjimkou bodu A) dvé razneé priici;
hlavni ]*()\'jn‘.\* g[)()juji(‘i bhod A s l)()(‘.\‘ Ii(ll).l'; -y N'l:).l', Wy jer oddelis
harmonicky body x,. y;. Tedy obé primky oddéluji harmonicky tecny kiivek i .
Ly v boddé A,

Jestlize je bud 2 0. 2" 4 0.nebo 44 0047 - 00t jesthize pran e jodng
oskuladni rovina kiivek &y, £, v bodé A splvva s jejich hlavni rovinou v boda 4.
neexistuje «; == 0 vvhovujici rovnici (3.10). a tedy neexistuje stied promitint.
7. n¢hoz by se dané kiivky promitaly do kiivek majicich styk fddu 2.

Predpokladejniec nyni 2~ 47 =0 (pak je jiz nutné¢ 2, + 0. 20 0) 1. .
predpokladejme. ze oskuladni roviny kiivek &y, &y v bod¢ A splvvaji s jejich
hlavni rovinou v bod¢ 4. Rovnice (3.10) je pak spInéna identicky pro kazdé o .
Volime-li pti libovolném a, 4+ 0 a libovolném b, ¢isla a,. b, podle (3.11). wa
matice (3.9) hodnost 1T a tedy 7z kazdého bodu (4 A) hlavni roviny kiivky £,k
se promitaji do ktivek mgjicich v A" stvk fadu 2

o

K rovnicim (3.7) a (3.8) pFipojime jesté rovniei (3.6) pro r - 3. t. j. rovnici
0N (Aol A g by gy 4 (A gl - Baghy E Bashy )y
S (Ahy )y A (BAaay @by e a) (3.14)



vonizo je jeste tireba podle predpokladu polozit 2 == 0. Nutnd a postacujici
podminka pro to. aby existoval stifed promitani. z néhoz by se dané kitvky
promitaly do kiivek majicich v bod¢ A7 styk radu alespon 3. jest. wby matice

b, .o
Iotti by 2 At 4 20y b oy - Ay
Ay gl by e Ahy A g Baghy b Bashy ay
| .0
NG CoAy -2 (3.15)

Ay i wstti — gy BA(aqay 4 oaiby) ol g

ar

(v niz 4 4 0) méla hodnost 1w aby o, =0 K tomu je nutné a stadi,
aby existovalo nenulové Feseni rovnice

I i 0 (3.16)
a aby kromé rovnie (3.11) platily jesté rovnice

My Mty Ty thidy — ity — @y iy Sityhy o Butsh,.

by byus oy — by dy — Ay — @b, — @i, (3.17)

Predpokladame-li. ze hlavni rovina kiivek L. &y, v hodé A neni pro zadnou
7 kiivek k. by staciondrni, jest w 4= 0. p == 0. a tedy existuje vidy o, = 0
vvhovujici rovniet (3.16): jejim fefenim najdeme

’ [ N .
i ! . . ; - : . I )3
" (],) I*'”' ‘ / . (1 I R 2 ';: (L.Alr - l . (,‘_A_u - R . LT (,_.t.fr o ,I' ) .

" 2 7 2
(3.18)

Zvolime-li za a; nckteré feseni v (3.18). volime-li dale b, libovolné, a,. b,
podle (3.11) a ay. by podle (3.17). pak z bodu (3.13) (kam za «{) dosadime
7 (3.18)) k¥ivky ky, ks se promitaji do kiivek majicich v pramétu 4”7 bodu A
<tvk Fadu 3. Piimky promitajici body (3.13) z bodu A tvoii. jak se snadno
zjisti. trojiei piimek apoldrni s dvojici te¢en kiivek &y, &y v 4.

Tim jsou viechna tvrzeni véty dokdzana. Nestrojené primky v hlavni rovine
se nazyvaji daoni pFimky (Bompiani. | 2]).

Konecne plati véta (Bompiani. |2]):

Jostlize oskulacni roviny krivel Iy ky o bodé A jsouw ruzné od hlaoni rovingy
krivel v bodé A, existuje na kaide z hlavnich primek bod (+ A). = néhoi se
Erivky k. ks promitaji do kfivek meajicich v pramétu A" bodw A siyk Fidu 3.

Jestlize hlavni rovine kfivek ky. ky ¢ bodé A je nestaciondarnt oskwladni rovinou
ka2dé = LFvek ky. ks v bodé A, existuje na kadé ze t76 hlavnich primek bod (= A ).
2 nlho® se Liteky ko by promiétagi do kfivek majicich o priométn A" bodw A styk
Fadw 4 T yto body jsow kolinedrni pravé tehdy. LdyZ pii vyjadieni (2.9) jest

1A - w' Ay 0. (3.19)
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Ditkaz. Piredpokladame-li nejprve. ze oskulacéni roviny kiivek £ b, v 1
jsou riazné od hlavni roviny kiivek v bodé A. t. j. je-li 2 == 0. 2" 4 0. mUzeme
hod z v (2.9) volit na prasecnici obou oskulac¢nich rovin (ale = A4): volime
tedy A, = A7 = 0. Nutnd a postacujici podminka pro to. aby existoval bod S
promitajici kiivky &,. &, do kiivek majicich v bodé 4’ styk fadu 3. jest. aby
i, % 0 a aby matice (3.15). v niz polozime 4, = 4; = 0. méla hodnost 1,
K tomu je nutné a stac¢i. aby platila rovnice (3.12). rovnice

B (T T N VA S e TR | (3.20)

a rovnice (3.11) a (3.17). v nichz je tieba polozit 4, =4, — 0. 7 rovnic (3.20)

a (3.11a) snadno najdeme

b, Ao Aty - 3702
3243

(' ). (3.21)

2

“y Aty A 2ad - S (" — uii).
DA

v

Zvolime-li nyni «, tak. aby vyhovovalo rovnici (3.12). uréime-li 6. «, uzitim
(3.21), by z (3.11b) a a,. by podle (3.17), pak kiivky k,. k,se promitaji do kiivek

rov

majicich v pramétu 4" bodu A styk #adu 3 pravé ze dvou bodi

1 1 ] 5 N 5
M a2 L2 S . L, ., ,
II»Z (AsA™ — 2 2°7) 4 (1 4 A )' Vo AL Ty — 40 2y, (3.22)
1 ) 3 3 i 3
AR (Aoh™ 4 A7) 3 (WA ') I F O Y N Y R ASTA

jez po jednom lezi na hlavnich primkach kiivek k. &y v bode A.

Necht nyni oskulaéni roviny kiivek &y, &, v bodé 4 splyvaji s hlavni rovinou
kiivek ky. £, v bodé A a necht oskula¢ni roviny nejsou staciondrni. Pek v (2.9)
je d =4 =0, u= 0.4 0.

K rovnicim (3.7). (3.8) a (3.14) pFipojme jeSt¢ rovnici
oS (ks - why oyl by o), (A wghy 4 omad b daghy o Bauhy

= dashy A oag vy b (ks by oty (uhy o orad )z
(3.23)

Nutnd a postacujici podminka pro to. aby existoval bod S. z néloz by se
kiivky k. ks promitaly do kifivek majicich v A4 stvk fadu 4. jest. aby matice

b, RENTS

by 1 Aad ALy & A - 2ah, - Ay
b, 3 coy Ay

0, 3, oy oA,y



-1 .0

23— A 0
) o : 3 3.24
Aohy b e Cooudy ( )
Aohy + ptshy < ot — vho phy b orai o

(vniz. A; (00 3.4) je funkei ey a1 b oL b A By (v 3.4) tunked ay.

W 1. b b ) méla hodnost 1 a pritom aby «, #= 0. To nastane

prave tehdy. kdyz «; je FeSenim rovnice (3.16). jestlize plati rovnice (3.11).
(3.17) a

a) 2u(B3ciy -+ 2aiby) = vay — 1" =0,
) ay = Ay g (Aahy - pshy 4 vt — vy). (3.25)
¢) by By by(Ashy + pushy 4 vy — 13).
Z vovnic (3.11a) a (3.25a) najdeme
by e ( -6Aual + 6 uai — 6Aua; + 6, -+ vay — ") (3.26)
h hN

Postupnym dosazenim b, z (3.26) do (3.11). (3.17) a (3.25b. ¢) uréime «,
b (N 2. 3. 4) jednoznacéné jako funkce parametru «,. Jestlize vysledek do-

sazeni fesent i (1 = 1. 2, 3) rovnice (3.16) do pravé strany (3.26) oznacime by’
(i 1. 2. 3). pak z piredchoziho plyne
4ol 1ol 22
I g 6 St b e A P 6 G P
4 1
464, 1-""‘1'/1,_3/4"’; — ). (3.27)
Piitom
DKo, + alwy — yy, (1 = 1.2.3) (3.28)

jsou body. a to jediné, z nichz se kiivky k. k, promitaji do kiivek majicich
v pramétu A4’ bodu A styk tadu 4.

Body (3.28) jsou kolinearni pravé tehdy. kdyz

aV bt
al? b 0. (3.29)
() 4(3)

LT ’)1 o

Po dosazeni z (3.18) a (3.26) najdeme odtud jiz dokazovany vztah (3.19).
Nalezené body jak v prvém. tak i v druhém piipadé se nazyvaji Mlavni body
(Bompiani |2]).

4. Zakladni konstrukee hlavnich elementi

Piedchozi vysledky je mozno interpretovat geometricky: uzijeme piitom
netrivialnich rozvinutelnych ptimkovych ploch piimkové kongruence St. pro
kterou k. £, jsou fokalnimi kitivkami. Piitom trivialni rozvinutelnou ptimkovou
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plochou rozumime kazdou kuzelovou plochu. jejiz. vrcehol je na jedaé z ki
vek by ky a jejiz Fidiei kiivkou je druha kiivka.
Necht P je netrivialni piimkova plocha leziei v kongruenci S prochdzejici
hodem A, pro kterou body ktivek L. &, nejsou singularni. Povrchové piimks
plochy P protinaji pak fokalni kitivky £y, &, kongruence M v bodecl o para-
metrech e odpovidajicich si v analytické korespondenci. kterd je nutue
(4.1)

tvaru
" Dy LI =
! (#) Y 2 .

Jestlize obrdcené je ddna analyvticka korespondence (4.1) mezi body o para-

metrech w. v ktivek &y, £,. pak spojnice bodi. které si odpovidaji v korespon-
denci (4.1). vytvori netrivialni primkovou plochu 2 lezici v kongrienci \.

Jeji primku jdouei spoleénym bodem A obou kiivek k. &, uréime judoy limitni

polohu piimky
pe) (y(v). x(P(v))) (v = 0)
pro v = 0. Dosadime-li (4.1) do (2.10) a uzijeme-li (2.10) k Qprave (4.2).
najdeme
plr) (g \pury Yo o e, (4.
a tedy
. v
ple)y = hm ) (g Npy ).
rm0
roviny
Sovoty. jez

Odtud jiz plyvne véta. uddvajici geometrickou konstrukei hlavn
tato véta je specidlnim pripadem obeendj

kiivek &,. &y v bodé A:
plati pro kazdou plochu prochazejici kiivkami L. L, (Cech [4]. [5]).

Hlavnt rovina brivek ky. ky v jejich spolecném bodé A je teénd rovina = hodé A

kndé netrivialni pFimkové plochy P kongruence \.

Pro hlavni primky dokiazeme:
Primbka netrivialnt rozeinutelndé plochy P kongruence S prochazejict spoleénjm
bodem. A kfivek k. by je hlavni pFimkow kfivek ky. ks v bodé A. Obrdacené: kaidi

hlavni primbka kftvel Ty by e bodé A je pFimbkow netrivialni rozeinuteln” ploch y
i plocha

kongruence §.

Dukaz. Piimkovd plocha. jejiz tvorici primky jsou (4.2) a (4.4). t. ]
ye) - ua(Pe)). ¢

", NESTRaN

a)
X(u. 0)

b)
je rozvinutelnd, jestlize podél kazdé jeji tvorici piimky teéné roviny splyvaji:
piimka p(r). teena fkiivky &, v bode @ (P(v)) a tecna kifivky &y, v hodé y(r)

-0,

lezi pak v jedné roviné. Jest proto pro rozvinutelnou plochu pro kazdé o

(a tedy i pro e == 0)
(o x'y)
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kde carkou je oznacena derivace podle parametru . Dosadime-li sem (2.10)
[ je dano funkei @(v) v (£.1)], dostaneme po delsim vypoétu (po vvkrdceni

determinantem (2. @, 9. 2) == 0)

I , 1 I |
20502 ; 3 57 2 5 32 257 TS
o M (N - A )3 - 3 VoAb AT, '-j("" AV R 2(._,/ VAVARY

I [ T T T I e N APV

I Wy et ot — ) A s ey — L N A
R I R ) 2 6 1 .} i H 12 1 3 1 1 1 I
| - rog ! ~ 1 I ’ 3 l ' | 2 ~r 5

Aot XT A Ny o Ny ) e Xy =y R AL) A () 0.
4 o 4

(+.7)

Koeficienty pii jednotlivyeh moeninach parametru ¢ jsou nutné rovny nule:
tim dostavame podminky pro koeficienty korespondence (4.1). a tedy i spe-
ciané pro v, == 0, x,.

Predpokladejme nejprve. ze oskulaéni roviny kiivek &y, £y, v bodé A4 jsou
rizné od hlavni roviny; pak je 2 &= 0, 1’ &= 0. Bod z zvolime jesté na prisecnici
oskulacnich rovin, t. j. zvolime 4, = 4] = 0. Rovnice pro x,. v, jsou tedy

Q)

>

a 20,

—

I (4.8)

S e L., ., | I,
h) VoA E 2N, — 2—,112 & - 5 AsAni 3 uxt — FHNY 0.

2
2

Odtud jiz plyne

~y
. h
(l) \\lv) et '/ 7/:" ,
N 3 3 s aE 2 3 R
by Y A TN AR (O - PR 5 (nd'™ = ' A7) ). (+.9)
(=120 &0 o e ),

7 rovnoice (+.8a) je zirejmé. ze v kongruenci 8 lezi dvé netrivialni rozvinu-
telné plochy (prochazejici bodem A a pro néz regularni body kiivek k. k.,
nejsou singularni). Jejich primky jdouei bodem A jsou piimky (4.5b). kde
je dano podminkami (4.9a) a tedy podle (3.12) a (3.13) jsou to hlavni pfimky
kiivek k. by v bod¢ A.

Predpokladejme nyni, zZe oskulacéni roviny kiivek £y by v bod¢ A splyvaji
s hlavni rovinou a nejsou stacionarni: pak je A = 2" = 0. u #4 0. ' &4 0.

tovnice (4.5) se redukuje na rovnici

5 \

I E B ’ y . 3 1 ! I .0 ! ’\2 !
g Mt ) "’[\2(6’“‘ - :i”) T (Té/“" Sk \") NERT)

I
S

|
4

B + () o

1 P B N I,
1 AoptNy -+ :’;‘/-2 ‘/“"i AR + 3" h
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ktera plati identicky pro vSechna v. Odtud pro koeficienty v, + 0. v, ... ko-
respondence (4.1) plyne

a) p~i — =0,
5 L, | 1 | o I :
h) A, (h Wy — v ) =M o Xy ].z—,u\'l) 4 VAZANEN . A TA

, R T T

Asn, (/4,\\' - Ny AW (+.11)
1

a tedy

El‘) \\,(li) . (31;7/1 u

V' tomto pripadé v kongruenci S lezi t¥i netrivialni rozvinutelné plochy
(resp. plasté), které prochazeji bodem A4 a pro které regularni body kiivek . £,
nejsou singularni. Piimky téchto ploch jdouci bodem A jsou piimk: (4.5b).
kde «, je dano podminkami (4.12a); jsou to hlavni ptimky kiivek k,. & v jejich
spoleéném bodé A4, jak plyne z (3.12) a (3.18).

Pro geometrickou konstrukei hlavnich boda plati véta:

Bod hrany vratu netrividglni rozvinutelné plochy P Lkongruence S na hlarni
pFimee kfivek ky, ky v bodé A je hlavnim bodem kFivek ky, ky v bodé A. Obrdcene:
kazdy hlavni bod kfwwek k. ks v bodé A je bodem hrany vratu netriviilni roz-
vinutelné plochy P kongruence \t.

Dukaz. Nechf

' P': 2 3 3

W) Py b gy et et (L) (+.13)

je rovnice hrany vratu netrividlni rozvinutelné plochy £ (ktera prochdazi

hodem A a nema regularni bod kiivek k;. £y za singularni bod) kongruence .
Po dosazeni (4.13) do (4.5a) najdeme

X(v) = X (o 4 prv o+ 03(.). v) =
= 25(1 + By) 4 e(piry + Porixy + y) + VL), (4.14)

Protoze vyluéujeme piipady rozvinutelnych ploch kongruence. pro néz je
bod A4 singularni. plati ve (4.14) nutné f, = —1 a tedy pro bod hrany vratu
na tvoiiei piimee rozvinutelné plochy P najdeme

X (0) lim -—‘Klg‘lf) R TT R I R S T (+.15)

r—{()
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kde. za nasich piredpokladit o oskulac¢nich rvovinach kiivek k. ks v bode A
koeficient ~, je dan bud podminkou (4.8a), nebo (4.12a). Zbyvva jesté urgit f,.

V' bodé hrany vratu rvozvinutelné plochy je teéna rovina

(X(w. v), y(v), 2(P)). y'(v) + w(v)e' (D(x))) = 0 (4.186)
neuréita. a tedy matice (kde 7, = v, 4 2\F)
oo A
b ) ST )
by -
I _3‘ (L) 0 - 5 hyer 4= ().
/—*(/)" 1 ()l (P)l)'i‘/)‘]" 1 ('))()‘m\f” 1 ()) )_;er(/)’“ ’*‘ﬁ‘l‘v’4 (.))(‘\]’iﬁ"’l",“; ())
/l.’, 7' \
N /) 24 (L)
A . (4.17)
S v () 5 afer A4 (L)

Lo Ase 4 (Py 4 Piv - (D danFee e A (g 4+ po + (2)ANfe

musi mit hodnost mensi nez 3. K tomu je nutné a stac¢i, aby viechny tiitadové
determinanty matice (4.17) byly rovny nule. Specidlné musi byt rovny nule
determinant z prvka 1. 2. a 3. sloupce matice (4.17):

1 -/1)',’1"-’ (). }_ijv'-’ ()
! [ ;:)" v (L), N0 ; (Vo b A3 A (L),
(Ao 4 Do) + (). Pory F (A + Mt 4 Bova b pive ).
v *%’%’l"’ F()
/E 22 4 () (4.18)
Ut (A Afini)e + ()

1., | W s | )
R iy APy i Au¥y ('2 P | l): + v¥(.).

= )

Rovnice (+.18) plati identicky pro vechna »: vzhledem k piredpokladu «; -+ 0.

najdeme tedy odtud
a) o — 1.

h) Bro o (a4 AT o A b AN - ALY, (+.19)
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Necht 2 == 0. 2" == 0 (t. ]. necht oskulaeni roviny kiivek £;. &y v bode A
jsou rizné od jejich hlavni roviny v bodé A). Zvolime-li bod = .5 4 na pru
seénici obou oskulaénich vovin (2, 27~ 0). pak po dosazeni (4+.9) do (4.19h)

dostaneme

. o P .4 | L= i i
B LT (e ALT JohT) - 3 el TR Wk A (4.2
(i L2t L e )

Odtud je patrno. ze body (4.15) (kam dosadime za v, z (4.9) 2z i, 7 (4.20)).

tj. body 272/ (pV2, — Pay b)) @ = 1020 jsou hlavni body (3.22).

Necht 7 - A" == 0. 4 00 p’ = 0 (t. j. necht oskulacni voviny kiivok L. 4,
v bod¢ A nejsou stacionarni a splyvaji = hlavni vovinou kiivek 4. &, v bode 4,
Po dosazeni (+.12) do (4.19b) najdeme

. 1 Lo 22 I o
. ‘ ) a 3,3 var 3 : s 3 .3 s ) Sn .,
Py 1(8"%,/: W e T e e T Ay) N (RN U T
(+.21)
13 I3
) 2. b 2 Lo o3
) 1.2.3: & ! ‘ 5 ,

Tedy body (4.15) (kam jesté dosadime za v, z (4.9a) a za p, 7z (£.21)). 1. ],

body — 272" (B2, — P + ). ¢ =1, 2. 3. jsou hlavni body (3.28). kde )
a by jsou dédny vztahy (3.18) a (3.27).

Tim jsou viechna tvizeni véty dokazana.

5. Dalst konstrukee hlavnieh elementi

Konstrukei hlavnich piimek a hlavnich bodu k¥ivek £,. &, v hodé A muazeme
rovnéz podat uzitim kvadratickych a kubickych ploch. které maji = danymi
kiivkami &y. &y v bodé¢ A styvk vhodné voleného tadu.

Pro analytické vvjadieni uzijeme téhoz lokdalniho soutadnicového <vstému
o vreholech w,. vy . =0 kterého jsmee uzili voodst. 20 Je-li X bod |} rostoru.

plati pro nej

-
S
Iry
Sre
1
=
fre
O

N\ o ~ .
() 2.5, 0. (n.2)
k
kde «;,. jsou konstanty. nikoliv viechny souc¢asné roviny nule.
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Pro spolecnd body Krivky w(i). resp. y(r) (o rovnicich (2.10a. b)) « kvad-
rikou (5.2) snadno najdeme rovnice

Ugo b 2000000 1 (Agltyy 4= Ayttyy = Ay, - Il =+ (0y) 10 - ‘((‘m(*) g (F)

Woa(¥) 0y My Aty A Aty /:Jh;;,”f“ T [’((|(|(:E:) T gy (F) g (*)

Ahy v A llA, e Ay u
( > -+ |2) (lyy (1 T 3— (I - 9 - 3 (11 *‘L( 2 - ';)l(]‘ -

pE hod N
N Ly "'_’2" oy 'I”:}:! i () =0, (5.3)

oy + 200008 5 (Aytlyy 4 Ayt - Aty 4 77 Uy + Aaa)? - '”00(*) + g (*)

(lya(*
33
( wi
9
o)

Al
s

7 rvoviic (5.3) a (5.4) plvue. Ze nutnd a postacujici podminka pro to, aby
kvadrika (5.2) méla s kivkami (2.10) v bod¢ 4 4 stykfadus — 1 (s = 2.3, 4. : 5).
jest.aby méla stvk fddu s — 2 a aby jesté platilo

a) N2y gy = gy = O
h) « 3y o =AMy ey = — Ay

u . . -
¢) N 4 (7’— - Alﬂ) Moy + Aoty b Ay, = 0,

—_
7]
i

=

u ) L .,
(/'.% Az)»,) (g = Allyy -+ Ay =)
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Dokdzeme nyni vétu:

Nechl oskulaéni roving kftvek k. ks v jejich spolecnsm bodé A nejson sta-
cionarnie o« necht jsow rizné od hlavni roviny kfivek k. k, v bodé 4. Necht Q|
(s == 2.3, 4) je kvadrila. ktera nemda v A singuldarni bod « Ktera mda s Foekami by b,
v bodé A styk Fada s - 1.

Tecni rovena kvadriky €, v bodé A je hlavni rovena kiivel Iy &, ¢ bodé A.

Hlawvni rovina kftvek ky, ks, v bodé A protindg kvadviky Q, v piimldach. Lieré trori
pary involuce. jejif samodruing piimky jsow hlavni pfimky k¥tvel byl o bodé A.

PFimba polarné sdrwZend s prusecnici oskuladnich rovin kiieele ki ky o bodé A
vzhledem ke kvadvice Qg protinda hlavni primky v hlaenich bodech EFivek bk,
¢ hodé A.

Diakaz. Podle predpokladu o oskula¢nich rovinach kiivek £,. £, v bodeé A
jest 2 -F 0027 = 00 bod = (£ A) soutadnicového systému zvolme na privsednici
obou oskula¢nich rovin. tedy zvolme 4, = 2 = 0.

Tvrzeni o hlavni roving je specidlnim pifpadem zndmé vety (Ceeh [ 4] a phyne
okamzité z toho. Ze pro kvadriku @, plati (5.5a).

Yovnice kvadriky @), jest

. sen sien . . . - .
(28,8, — A& — AE)yy + 200,88 + 20,58 + 20,58, ¢ wn,&E 0 (5.6)

(g = O).
Jeji teend rovina v bodeé Ao to o rovina & = 0. ji protind v dvojici piimek

215,&3 200568 + Aatyy&3 it (0.7)
razné od dvojice tecen kiivek k. by v bodé A (ay, =+ 0). jeZ zavisi na parametru
gyt thyy @ je parem involuce. jejiz samodruzné piimky jrou

A S L (5.8)

coz jsou. jak plyne porovnanim s (3.12) a {3.13). hlavni primky dvojice kiivek
Ly ky v bode 4.

Piimka polarné sdruzend s prisecnici oskula¢énich rovin kifivek £, £, bode A
vzhledem k libovolné kvadrice @, je . 4&, + 1,8, + &y = 00 a tedy za pred-
pokladu. ze dana kvadrika je ().

,
AiE, + /‘.'(;.,;. ‘-")s, 4 ;.(;.;;.u’; S G
Na této piimee viak lezi hlavni body kiivek k. &y v bode¢ 4. jak <c snadno
presvédéime dosazenim souiadnic hlavnich bodu (3.22) do (5.9).
Mezi kvadrikami @, | (s = 2. 3. 4) existuji také kuzelové plochy. Dokiazeme
za predpokladu. ze oskulacéni roviny kiivek k. k, v bod¢ 4 nejson stacio-
narni a jsou razné od hlavni roviny kiivek £ &, v bod¢ 4. Ze pro né plati:

DD D]
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Nutndg « postacujict podiminka. aby bod prostorw byl vreholem kwZelové plochy ).
resp. Gy resp. Qg gest. aby byl riznayg od bodu A «a lefel v hlavni roviné. resp.
wee Mlaevani pFitmce. resp. aby byl hlavnim bodem k¥tvek k. ky v bodé A.

Dukaz tvrzeni je dasledkem definice hlavnich elementa kiivek k. k, v bod¢ A.

O spravnosti tvrzeni véty se mizeme viak také presvédcéit piimym vypoc-

00 0 0 ’
tem. Pro souradnice &, &,. &. & vrcholu 17 == A kuzelové plochy §,. pro kterou
tedy v (5.2) je nutné @y, 4 0. aa, — afy, = 0. plati

" (fyy (g (g

A ERUEY LS PRUGE!

S & & &y (byp (lyy Uy oy | Doy f0(5.10)
EREERLET My (o
Ly (lyg (Mg
je to bod (5 A) hlavni roviny.

Dosadime-li do (5.10) jednak z (5.5b) «,, -~ Aayy. s, 2ty jednak
My - &7 A ayy (0 - 1206 1o #2 == —1). dostaneme (vzhledem k tomu.
ze 4o b 002 4 0):

o0 | . ////!.’ o //1’ _
S T (LU TR TS B l . Lo (5.11)
My . /.

je to bod (4 A) hlavni primky.

Jestlize konedné volime kuzelovou plochu @y, t. j. jestlize dosadime do (5.10)
JOREO a0y 0 agy 7 (5.5¢) (PH soudasné volbé 2, == 2 = 0) najdeme jako vrcholy
takovyeh ploch 4 hlavni body (3.22).

Dokdzana véta umoznuje snadnou konstrukei hlavnich piimek a hlavnich
bodu:

Nowstrukee 1. Necht h; je jednoduchd oskulacni kuzelosecka kiivky I,
(/ [.2) v bod¢ A (tedy necht £; ma s k; v bod¢ A4 styk 2. fadu) a necht
kuzelose¢ky k. hy se protinaji kromé v bodé A jesté v dalsim bode 3 (= A)
prisecnice oskulaénich rovin kiivek k. &, sestrojenych v jejich spoleéném
bhodeé A, Kuzelosetky hy. k, lezi pak na dvou jednoduchych kuzelovych plo-
chach. Spojnice jejich vreholi s bodem A jsou hlavni piimky kitivek &,. kb,
v bodé A.

Zvolime-li za b (¢ - 1. 2) kuzeloseéku majici s kiivkou £; v bodé A styk
3. Fadu. pak vreholy jednoduchyeh kuzelovych ploch urdenyeh kuzelosed-
kami A,. Ay jsou hlavni body kiivek k. £, v bodé A.

Jinou konstrukei hlavnich primek a hlavnich boda v piipadé kdy oskulacéni
roviny kiivek Ay &y v bodé A nejsou stacionarni a jsou razné od hlavni roviny
kifivek L. &y v bod¢ 4, dostaneme uzitim obou piredchozich vét.

KNonstrukee 2. Necht € je libovolna jednoduchd kvadrika majici s kifiv-
kami Lok, v bodé 4 styvk 2. adu. Oskulaéni rovina kvivky £; (¢ 1. 2)
v bode A je podle piredpokladu riiznd od teéné roviny kvadriky @ v bod¢ A.
Protoze teeny kiivek k. by nelezi na (. protind oskulaéni rovina kiivky 4,
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(i I.2) v bodé 4 kvadriku @ v jednoduché kuzelosedee 4. kterd v« kiiv
kou £; v bodé A styk 2. tadu. Mazeme tedy kuzelosecek 7. b, uzit k : ostiojeni
hlavnich primek kiivek L. £, v bodd o poile Tonstiukee 1.

Zvolime-li specialn¢ za ¢ jednoduchou kvadriku ajici = kivckemi £
(i - 1.2) v bodé A4 styk 3. fadu. pak kuzelosecka h; (i = 1. 2). v niz oskulacni
rovina kiivky &, v bodé 4 protind @, ma s &, v bodd A styvk 3. Fadu « tedy
vicholy jednoduchyeh kuzelovyeh ploch uréenveh kuzeloseckami & k. jsou
hlavni body kiivek £. £, v bodé 4.

Poznamka. Je-li P’ libovolnd plocha. na niz lezi dané kiivky £,. &, (nebo
maji-li k¥ivky k. £, v bod¢ A s plochou P styk alespon 3. Fadu). pek kyadrika )
mujicl v A s kifivkami £, &, stvk 3.7adu je Darbouxova kvadrika olcehy P
v bode 4.

Pro kiivky & &, majici v bod¢ 4 nestacionarni oskula¢ni roviny s plyvajici
< hlavni rovinou plati véta (Bompiani [2]: nasledujici znéni je forma né obece-
néjsi):

Necht nestaciondrni oskwladni roviny kiivek k. ky v bodé A splijrajl s jejich
Ilavni rovinow v bodé A.

Nutndg « postacujici podminka pro to. aby existovala kecd:fo (2, jos e
v A singuldrni bod a ma s kfivkami ky. ky v bodé& A styk tietifo Jida jesic aby
Wavnt body kitvek ky. k, byly kolinedrni.

Dukaz. Za naSich piedpoklada. t. j. za predpokladu 7 oo b,
u’ 2= 00 plvne z (5.5a. b. ¢) pro @,

) Moo = oy Uy = (g ==y = 1.
, -
u . u . (n.12)
h) l.; gy b Aoty == 0L ".).' Uy + 2ty =0

Nutnd a postacujici podminka. aby existovala neslozena kvadrike (2.0 jost.

4

aby existovalo nenulové FeSeni rovnice (5.012b). . j. aby plaiilie rovnice
Ay — Jpu’ = 0. Je to rovnice (3.19) vyjadiujici podminku kolinearmosti ti
hlaveich boda kiivek £,. £y, v hodé A,

Poznamka. Za predpokiadu. ze hlavni bocy jrou kolinedrni. existuje
svazek kvadrik. kteréd muji s kiivkemi £y £y v bode 4 srvk fadu - Dk

tohoto tvrzeni plyvne okamzite z rovnie (5.12a) « = podminek

3 (Ade  uy 1Ay 3 (AAL 1y -
14y ) , Al I "
s P, B LS ERLET / LA S (5013)
u\ 2 3 4u pno\ 2 B i

joz jsou dusledkem rovuic (5.5d) pro piipad 2 = 4" = 00w = 0.’ = 0.

Cieometrickou kounstrukei hlavnich primek a hlavnich boda v piripad¢ kii
vek by by se spolednou nestacionarni oskulacni rovinou v bodé A uddan e uzitim
kubické plochy.

224



Neeht je dana kubicka plocha; jeji rovnice v soufadnicovém systému o vreho-
lech wy. y0 . 2 je

KN Z i 0, (5.14)
i
kde «;j; Jsou konstanty. jez nejsou soucasné roviny nule. Pro jeji prasediky
ijk | Yo 3 jejp i A
.. . b . . R .
a kiivkami a == w('w) a 1/ = 2/(1)) danymi rovnicemi (2.10). v nichz nyni podle
predpokladu je 4 =4 =0, u 3 0. ¢’ = 0, najdeme

3 N § ‘
oo 1 Bty + ;’)’[)vn(«(onn + Aoy + Aattggs 4 20y, Ju? - ool *) 4 g (F) +

-

I
sk | 94 B N
o) pattony = BAytyyy + 3tz + gy

u? + l’lnnn(*) ooy (*) F tga(*)

r wfto A 3. 3 ;
! N ooz 43 (?2 + Z + 7?; Uy -+ :“2 11A_> l“ (lm.x + Mllygs 4 ).é((uzz i

3. 3. ] . < 1=
Eoy At by /‘g_d(“z,‘N'J 4w (*) =0, (5.15)

3 o :
Uogn + Bt - 5) [ Adttons + Aty Aollogy + 20095 ] 02 - [ gue(*) + @y (¥)

T G B N R 3Aittgrs + Aoty + “222J v 4 [“000(*) + g (*) 4 ga(*)

3., (3 | 2w
1 ‘o NER Loafte AT , ,
S oz 1 Ay (2 VAV /LI) e + 3 > Ty + 3 (Upas + W tges

3. 3., . 5 e
5 Al L Aol , b () =0, (5-16)

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby plocha A méla s kiivkami £i. &,
v bode A styk fadu s — 1 (s = 3. 4. 5). jest. aby méla styk #adu s — 2 a ahy
krome toho byly splnény rovnice

it) ~ 3 gy gy = gy T Oy = ey == O
b) N oo ity R Y SR 0.

1 ’ Y )~

S g 1 Ay F oy = O ,').l {

o M ooz 11z 222

o 3., _ 3. 3 0
¢) N ;) Fids + pta) oy - ity - o Ml 5 Aoll s .
.
ot ) 3 3.,
"\‘ ooy ~ ( Jads /‘l) 2 b g + 5 Ml T 5 Asllon 0

0o
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Uzitim podminek (5.17) dokazeme vétu:

Neeht oskulalnt roviny kftvek ki by v bodé A nejsow staciondrni a necht splij-
)t s hlavnl rovinow Kfivek k. ky v bodé A.

Necht K, je kubicka plocha. Iterd nenii v A stngaldarni bod . nud s RFCecamd byl
e bodé A styk 3. Fadu « md v A ovdlni bod (t. ). jeji teéwud rovina A pirotini
plocha v trojici pFimek jdoucich bodewn 4 ).

Hlavni rovina Lrivel &y, ky v bodé A protinag kubické plochy K, v trojicich
pEtnek. jez nalezl site trojic primelk. jejif splijvajici trojice jsouw hlarni primkiy
kfreek by, by v bodé A,

Necht K je kubickda plocha. Merd nemda v A singuldrnd bod . s kFdecami by L,
oA styk 4 Fadw a jejiE ledna rovina v A gi protindg v jedine (trojndasoly pocitand)
pliimee p.

Primka singuldrnich bodi prod poldry bodw A vzhledem ke Lubick’ plose K
proting hlavnt primbku p e hlcenim bodé kftvek ko ky v 4.

Ditkaz. 7 podminck styvku (5.17a. b) najdeme. ze nutnd a postacujici pod-
minka pro to. aby kubickd plocha A méla s ktivkami L. £y v bode A styk

3. fadu a neméla v bode A4 singulari bod. jest. aby rovnice (5.14) hyvla tvearu

o e e e e s e . - . R
a8 4 S300080 &1 &) 8 BEE(dpsda + 200158, + 200,5s) 4 Syu

. <

I
. S 3 | . ) . < - )
6e1,,.808,8, (_) Hlgyy .i/,._,u‘,,._,) EV b By 555 1 Bu,,55 (5. 18)

(| ’ ar o
(.) Wity -+ 34002 ) & - 0.

kde

. Sl (0. 19)
a kde w; (1 — 1.2) jsou homogenni formy /-tého stupné ve vvznacenyeh pro-
ménnyeh.

Z rovnice (5.18) je okamzité zirejmé. ze nutnda a postacujici podninka. aby
plocha (5.18) byla plochou A, t. j. aby jeji teéna vovina & 0 v bodé . ji
protinala v trojici ptimek jdoucich bodem A. jest. aby

(lyy — . (0.20)

Plocha K, je pak protata tecnou rovinou &, — 0 v trojici primek

1
5. 2 . 2 veEn - .
) Pty = B 878y — B &5 a8 = 0. (0.21)

jez nalezi linearni dvojparamtrické soustavé piimkovyeh trojic. v niz existuji

praveé tii razné trojice splyvajicich primek: dostaneme je. polozime-li v (5.21)

| 2 1 1 1 2
. Sy, S8 _ e 343
Uiy == =y 0 e (g = T (5.22)
—1 4+ 013 I -3
o= 102,30 ¢ = e AR eV , ).
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(5.23)

Nalezené primky maji rovnici

L)
[

1t *l e
jsou to tedy hlavni primky (3.13). (3.18) kiivek L. &y, v bodé 4.
. kte &, O profata

Neceht nyni Ay je kubickd plocha A (5.18). kterd je rovinou &,
v trojndsob pocéitané primee (jez je nutné hlavni ptimkou) a ma s kivkami £,

jeji rovnice je

bod¢ A styk 4. fadu:
- 2 £ & ok £ : .
yga&d 4 Epg(§ge &1 &) 0 BEL (s + 200138, ¢
U ;
2ty035,) -+ Eypa(&y &) — 9 (e R A K 0. (9.24)
voniz kromé podminek (5.19). (5.20) a (5.22) plati jesté (5.17¢).
Prva (kvadratiekd) poldra bodu A l I dem k plose (5.24) je tedy
EalctgnsSy 1 o, Mooy + (%)) 0: (H.25)
rozpada se ziejme na rovinu & o= 0 a na dal$i rovinu riznou od &, 0. Nin-
culdrni body prvé polary (5.25) vaplni piimku
TS W13, o 0. (H.26)
Rovnicl (5.26) mizeme po dosazeni z (5.17¢) a po vvkrdceni oy, i O upravit
na tvar
R (Y W A T vie DE A (64 T T 64, - DE 0.
(5.27)
Snadno se presvedcéime. ze primka (5.27) protind hlavni primku (5.23) v hlav-
nim bode (3.28) (kde o0 00 jsou dany podminkami (3.18) a (3.27)).
0. v pripadé kdy nesta-
uveést

I'im jsou viechna tvirzeni véty dokazana
je mozno

Jinou geometrickou konstrukei hlavnich elementi
ky v bode A4 splyvaji.

vni oskulacni roviny kitivek 4.
uzitim kubickyeh kuzelovyeh ])l()(‘ll. ktore maji vhodné voleny stvk s danymi

cionarni
kiivkami &, &y v bodé A. Plati:
3. 4.5) je kubickda kuZelovae plocha. kterd nemd vrchol v bodé .

Neeht K, (s 30407
a s REekami ko by v bodé A0 jejich? nestaciondrni oskuladni roving v bodé A

splijeaji. styl Fadu s

Nutnd a postacujici podminka. aby bod prostoru byl vrcholem kuZelovs plochy K.
resp. Wyoresp. Koo Jesto aby byl ruzng od bodw A «a leZel v hlavni roviné. resp. nu
Mavnwi pFimee. resp. aby byl Rlavnim bodem kfivek ky. ky v bodé A.
Dikaz. Kubicka plocha K (5.14) je jednoduchou kuzelovou plochou prave

tehdy. kdyz existuje praveé jedno ieseni rovnic

: ll,-j,cft, -0 (i. ]' -
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Za predpokladu. ze dana kubickd plocha ma s kitivkami £y &y v bodeé A stvk
2. Fddu. plati pro koeficienty g, rovnice (5.17a).

Aby kubicka plocha (5.14) byla kuzelovou plochouw A,. musi nutné »xistovat
reseni rovnic (5.28) razné od bodu (1: 0: 0: 0). a tedy musi existovat nenulové
Fefeni t¥ rovnie (5.28) prodj 00,01, 02:

on3ss 0.
& & 5o
a8y 4 sy 0. (5.29)
A&y 4 gy 0L

K tomu je nutné a staci. aby determinant soustavy (5.29) byl nubvy. t. j.
aby @08, == 0. Vzhledem k tomu, ze bod 4 musi byt jednoduchym bodem
plochy K. jest @y, == 0. a tedy z piedchozi podminky plyne

Ups 1. (5.30)

Z rovuic (5.29) jiz plyne, ze vSechny kubické kuzelové plochy K, maji svij
vrchol v hlavni roving &, == 0 k¥ivek k. &k, v bodé¢ 4. Uzitim rovnic (5.28)
se snadno ukaze. Ze také obracené kazdy bod (rtzny od A) roviny & =0
je vrcholem kubické kuzelové plochy K. Je-li (&,; &;: &) == (1: 01 0) libovolny
pevny bod roviny &, = 0. pak totiz rovnice (5.28) spolu s rovnicemi (3.17a)
a (5.30) predstavuji 13 linearnich homogennich rovnic pro 20 honogennich
proménnych «;;,.. jez jsou vazany jedinou nerovnosti a,y, 4+ 0. Je tedy mozno
urcéit a,, tak. aby zvoleny bod byl jedinym fefenim soustavy rovnic (5.28).

Aby kubicka plocha (5.14) byla kuzelovou plochou A, musi byt jednak
plochou K,. jednak musi splitovat podminky styku 3. fadu s kiivkemi £y, &,
v bodé 4. a tedy pro koeficienty @, jeji rovnice musi kromé (5.17a). (5.30)
platit je§t¢ podminky (5.17h). Rovnice (5.28) musi mit feseni (£,: &1 &:0) =

&
= (1:0:0:0). a tedy specialn¢ rovnice (5.28) pro ¢y = 11,12 22
‘ < &
5 Mgy Sy = 0.
(o8, (0e&s 0. (5.31)
e b
(raaGy = Sy 1

musi mit nenulové feseni. Vzhledem k podmince «yy; == 0. nutna « postacujici
podminka, aby rovnice (5.31) mély nenulové tedeni. je splnéni rovnic

2 1 1 L
B T L
12 o & ’/, M ygye (L > EC 1 (.
. . RN
: —1 -} 3 o A (2.32)
2 1,2, 30 &v | e e S — -
s B B >

Nalezené podminky jsou vsak podminky (5.22). a tedy kubické kuzelove
plochy A, maji své vrcholy na hlavnieh piimkach kvivek £,. &, v bode A.



Snadno s¢ uvazi. ze obracend kazdy bod hlavnt primky (razny od bodu )
je vrcholem kubické kuzelové plochy K, Pii daném bodu (& &1 &; “) :
©(120:0:0) lezicim na hlavni piimee rovnice (5.28) spolu s rovnicemi (5.17a.h).
(5.30) a (5.32) predstavuji 14 linedrnich homogennich rovnic pro 20 h()mu—
gennich proménnyeh o, jez jsou vazany jedinou nerovnosti ayy, + 0. Je tedy
mozno wréit ag, tak, aby zvoleny bod byl jedinym Fefenim soustavy rovnic
(0.28).

Aby koneeéné kubickd plocha (5.14) byla kuzelovou plochou K. musi byt
jednak kuzelovou plochou Ky, jednak musi mit s kvivkami &, k, v bodé
styk 4. Fadu. Tedy pro koeficienty ;. jeji vovnice kromé (5.17a.b), (5.30)
a (H5.32) musi jesté platit (5.17¢). Soutadnice vrcholu kuzelové plochy A
musi vyhovovat rovinicim (5.28). a tedy specialné také rovnici pro 25 = 03.
t. j. rovnici

W&o+ oSy Moy 0. (9.33)
kde
! ; 3
oy S (64, 1 62 Tu T v V.
| R T * (5.34)
A7 X7 2 ks TS I. ant ; 7 ”'J -
fom g (64,6 " 1 64, v 1 ) gy

Protoze rovnice (5.33) s koeficienty (5.34) je rovnici (5.27), vrcholy kuzelo-
vveh ploch A jsou hlavni body kiivek &;. &, v bodé A. Obracent kazdy hlavni
hod je vrcholem kuzelové plochy A',. Dosadime-li totiz soufadnice hlavniho
bodu do (5.28). dostaneme spolu s (5.17a, b. ¢), (5.30) a (5.32) celkem 15 li-
nedarnich homogennich rovnic pro 20 homogennich proménnych «;, které jsou
vazany jedinou nerovnosti ay; == 0. Je tedy mozno uréit a;;. tak. aby hlavni
bod byl jedinym ieSenim soustavy (5.28). Tim je véta dokdzina.

Zavérem uvedeme jesté jednu vétu. kterda udavda geometrickou podminku
pro kolinearnost hlavnich bodta kiivek k,. k,. které ve spoletném bodé A maji
splyvajici nestacionarni oskulaéni roviny.

Nutna « postacugici podminka. aby hlavni body kifivek ky, ky, v bodé A byly
kolinedrni. jest. aby existovale kubickd plocha. pro niZ bod A neni singuldrni.
ktera ma s kftokami by ky v bodéd A styk 3. Fadu a kterd prochazi teénami ohou
kFivek: k. ey v bodé A

Dukaz. Z rovnice (5.18), kterd spolu s podminkou (5.19) uréuje kubickoun
plochu. jez nemda v .4 singularni bod a ma s kiivkami k. L, v bodé¢ 4 stvk
3. Fadu. plyne, Ze teény & = 0, & = 0a & = 0.& - 0 kiivek £y. £, v bod¢ A
na ni lezi prave tehdy. kdvz

l Y
5 Ml e Bhatyys = 0.

I .
’ B
o M ey F 3hagy 0.



Yovnice (5.35) jsou dvé linedrni homogenni roviice pro nezndmeé - Mo
Vzhledem k podmince (5.19) musi (5.35) mit nenulové feseni. K tomn je viak
”
aci.

nutné a st aby determinant soustavy byl nulovy

ury ' Ay 0: (H.36)

to viak je jiz znama rovnice (3.19) pro kolinearnost hlavnich bodi.
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AUGMENTATION DU CONTACT DES COURBEN PAR
PROJECTION
ALOIS URBAN

Résumd

Les premiers résultats dans la solution du probleme dauzmentation du contact des
courbes par projection sont diis & Halphen [6]. qui a trouvé, que les proiections de deus
courbes avant, & un point commun, un contact d'ordre s -1 (s = 1 dex points dun
plan, appelé plan prineipal, ont le contacet dordre s.

Plus tard, Bompiani |1 et Cech 4], [5] ont démontré quil existe (sous certaines
suppositions) dans le plan principal une droite principale et un point principe | (appar-
tenant a la droite principale) tels que les projectiones des courbes données ont le contact
dordre s+ T ott s & 2 Jorsque le centre de L projection est situé sur fa droite ot dans
le point en vue.

L¢ probleme était résolu par Bompiani |2}, [3]. mdéme pour les courbes nlavant
aucun point commun et pouwr les courbes rencontrantes Fune Paatre (s 1y, Dans e
dernier cas, la construction géométrique n’était pas donndée

Dans ce Mémoire on s’occupe du probleme d'augmentation du contact des courbe s
s¢ coupantes. On déduit les résultats analytiques déja connus par une méthode nouvelle.
gui permet en méme temps de donner une construction géomdétrique de tous les points
projetant les courbes donndées dans les courbes ayvant un contact plus grand que 0. kKn
outre, quelques autres constructions géométriques des droites prineipales ot ¢ es points

wincipaux sont dévéloppdées.
|
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Ftant données, dans un espace N, deux courbes

(). Y IR

¢y o= ¢y
avant au point commun A, correspondant aux valeurs e
d"x(w)
duwe

dordre précisément O, les points vy - goo 2 Yy (I

e

0

1]

ot

]

(1)
” 0, un contact
d"y(r)
0] )
de" de=0

détermiment un plan (Je plan principal) tangent au point 4 simultanément les courbes ¢, «,.

SiPon choisit un point z de telle maniére que les points gy, 7. 2 soient linéairement

indépendants, on peut éerive

o 2o 2yt L2l 5 Y o [any
. . . - . ’
"y Moty 140y ol e 7N Moo 1y
. . . - . ’
2y 15 1y 1oty I8 ", oy riy

I dévéloppant les fonetions (1) en sérics, en faisant usage de (2). en introduisant la cor-

respondance analvtigue

(ty (y

" [«(,.) ar _).- P2 S 3 4,' ot Lo
ot en multiplicant les fonetions . par le facteur
b, 0. b
0 1 by * 23 Ao .
’ 2 3! 4!
(Ceeh 151 Urban [7]. []]). on obtient en définitive
K Se(Fe ol ! b L 2 b2 N 3
I oferr(Fe) N by - 5 (Aot -+ bo)t 3 (2ol ol
1 1 1 % i B3
tly gy by . o (@ 2oy - ay)?
Byt Byl I Y / / nat o dady o Bal
RITAUN RN Uy i (Z0hy -+ phy 4 mad by - Bayh,

| B o 1
oo (2 W b (Aohy ~ tghy o vort})e?
3! 4!
1
5 By, 3 1y,
" (Zhy & je)e? iT (2, - by o orat)ye! . I
’ ’
. o P “j/b )4 i
! 3 4 3
"o 4 woo.
L2208 R L g3
3! 4! i 3!
ol Iy Blagay o azby). by by - Bad A 1200050, - 6azby,

Lo, (3)
(1)
N o
by)t? " (2ol
| 5 3
3 (740, 1’
daghy ) . I

Jatgr?

1
12

(5)
4
3 V’ b
4! o

v’

i ot

A4
hy RIGITEITN 2e4hy).

Etant donn¢ n'importe quel centre de projection S et plan de projection &, dont les

coordonndes sont assujetties & la condition (S, &) -

co sont données par les dquations

(a8 AY ( (. SN, ', Y
On trouve, des relations
X, Yo (r o, 1,2, L7

1. les projeetions (7

(', des courbes ¢,

(H)

{7)
+

qui expriment les conditions néeessaires et suffisantes pour que les projeetions (', (',
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atent un contact dCordre o I (o 1) au projection A" du point AL quiil existe des noni-
bves ap by, (- 1o o0 L a0 = 0) tels que les dquations

0N 7, o (1 0.1 ... 0 ) ()
sont satisfaites.
On peut déduire des conditions (8) (Bompiani [2)):

Théoreme 1. Les courbes . C'y ond @ie point A" wn contact dCordre N lorsque ot sewdeinent
lorsque S est un point du plan prineipal, qui n® appartient pas aice tangentes des conghes o e,
au point A.

Léquation du plan principal est

t_;,.\' ,"l"'n gy "y o

Théoréme 2. S/ les plans osculadewrs des courbes ey ey w point A sont dlijérents
plan principal. (0 y «. aw plaw principal, dewr droites distinctes (dvoites pineipales)
passantes par le point A; les cowrbes ¢\ ¢, se projettent des points (= A) de ccttes dioites
aux courbes ayant aw point A’ wn contact d'ordre 2. Les dewr couples des droites prineipales
et des tangentes des courbes ¢,, ¢, @ point A sont harmoniques, Swr chaque droite est sitid
un tel point (point principal). que les projections (' Cy des courbes ¢, ¢, de ces points oni
un contact d’ordre 3.

Y
. . . A . . N I ..
Les droites principales sont données  par Paquation (9). ote o« - /. . Ninous

7
choisissons = sur la droite d'interseetion des plans osculateurs, fes points prine paux sont

1 1
VYA VAVER Wi N (pe' 2. 20 IS

Théoréme 3. Si les plans osculateurs des cowrbes ¢y, e, point A et le plaw prined pal
sont confondus, les courbes ¢, ¢, se projettent de chaque point (5 A) du plare prineipal dans
les courbes ayant au point A’ wun contact d’ordre 2. Se le plan: prineipal 1w'est pis station -
nagre powr aucune des courbes e ey il @ dans le plan principal trois droites distinetos
(les droites principaies) passantes par le point A, des points desquelles (= Ay les cou -
hes ¢, ¢, se projettent dans les courbes ayant an point A" wn contact d’ordre 3. Les Leodis drodics
principales forment wn triple des droites apolaive par rapport wi cowple des tangentes des
courbes ¢y, ¢y au point A, Sur chaque dioite principale il y a un point (point ) rineipal ) :
les cowrbes ¢, ¢, se projettent de ce point dans les cowrbes ayant win contact doidre 4. Les
points principaua sont colinéaives alors et alors seulement si U'Cquation ul.)
est viaie.

n'j., 0

Les droites principales sont données par Péquation (9). ot on doit poser pour a, I'un

3/ o RS
i 1/ 1 ) S A o .
des nombres u.(]') e l/ A PTEE PEY : et R i choi-
" 4

sissant un des nombres u(,’)(»' 1. 2. 3). les points principaux sont donnds par (9). on
on pose b, égal a

™ S _ Lol - Ao

& q'( Get 7y "[I,J . “F‘"/.:/I"‘/I' 3 Y TR TR | VX4 e "'u"‘ [ONTEER N

4 2

Pour donner Uinterprétation géométrique des résultats trouvés, nous rappelons que

la correspondance analyvtique

\ AT
w h(r) e ;f " P N U A (1



détermine une surface réglée dans la congruence des droites donnée par les courbes
focales e e, Na géndratrice p(0) passante par le point A est donnée par Pexpression
pi) (g (D)) (e X3ty gy () pour o - 0
.ople)
po) lim (v (g X107 ). ()

PENTE

Nila surface (10) est dévéloppable. la condition gue les plans tangents anx points
(D)) et y(e) de la deoite p(r) sont confondus (» & 0) nous domme équation

I . . 1 P | ., L., .,

5 NN 2 M|7 R A P VY AV R ‘)(/.A_,/ VAARY:

1 5 ) I A 1 ,

N Jxd g 10N | rll \2(.7 nxy 3 ‘u’) RS (l—o nxs 3 M \;) VASTAN (12)
l - NE I “r 1 ‘ ’ i ] i ] ’ 2 ) 4 N3 \

74'/.2/1 A 3 A WIRY A A g v 200) 2 ) 0,

valable identiquement pour chaque oo En supposant que les plans osculateurs des cour-
hes e ¢, auw point A et le plan prineipal sont distinets (et en choisissant 7, - - 27 ()

NOUS {rouvons \; ) ‘/ : en supposant que les plans osculateurs ne sont pas station-
p
naires, mais sont confondus avee le plan principal (42 - 27 - 0), nous obtenons
R I/l/
€ V - L I. En comparant les résultats trouvés avece les théorémes 2 ot 3. nous
"
!
obtenons:

Théoreme 4. Chaque droite principale wu pyint A des courbes ¢, ¢, (et seulement une
telle droite ) est b droite de la surface dévéloppable (qui n’est pas un céne projetant une courbe
donnde du point d’autre courbe donnée) appartenante. an congruence des droites détermince
par les courbes ¢y, ¢,.

Ni

Y1 ) IR T FANRE (L) (13)

est Péquation de Taréte de rebroussement de la surface dévéloppable, son point X ()
sur la droite p(e) est donné par X(v) = v(ffyry - xpry = ) + 23(.) et ¢est pourquoi
le point X(0) sur p(0) est déterminé par

, . v , .
X(O) = B =0 s By - ovpey By (14
=0
Le plan tangent de la surface dévéloppable au point de Paréte de rebroussement étant
indéterminé. nous trouvons I'éguation
1
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valable identiquement pour chaque . On en peut déterminer gy, En supposant que
les plans osculateurs des courbes e, ¢, au point A et le plan principal sont distinets,

on obtient (en choisissant 7, .= 2] == 0)
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en suppo=ant que tous les deux plans osculateurs {qui ne sont pas stationnairest ot o
plan principal sont confondus. on ohtitnt

3 - Lol 3
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En comparant les résultats trouvés avee les théoremes 2 et 3, nous trouvons:

Théoreme 5. Chaque poind principal auw point A des courbes ¢y, ¢, (et seulement 1w ol
point) est le point de Uaréte de rebroussement de la surface déréloppable (qui n’est pas un
cone projetant une cowrbe donnée du point dautre courbe donnée ) appartenaite au congrieie
des droites déteminée par les courbes ¢y, c,.

ko utilisant des eones quadratiques et cubiques

ant avee des courbes données ¢,
au point A4 un contact d'ordre convenablement choisi, on a trouveé encore quelgues con-
structions ultéricures des droites principales et des points principaux.

On peut démontrer particulicrement la construction suivante (en supposant cue les
plans osculatewrs des courbes données au point 4 ne sont pas stationnaires ot < mt difté-
rents du plan prineipal): Si les courbes ¢, ¢y sont situées sur nne surface 2, on cétermine
une quadrigue @ ayant avee la surface 2 au point A4 un contact Cordre 3, Los plans
osculateurs des courbes ¢, ¢, au point A rencontrent la quadrique Q) aux coniques ./,
Les droites joignantes les sommets des cones déterminés par hi. b, avee le pont 4 <o
les droites principales, les sommets des eones sont les points principaux,
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