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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, X, 3+1960

PRISPEVOK K TEORII OHYBU TENKEJ TYCE
JAN CHRAPAN, Bratislava

Pozdizne zatazena rovna tenka ty¢ sa pri danych fyzikalnych podmienkach
(uvedenych v nasledujicom odseku) ohne do tvaru, ktorému zodpoveda mini-
malna elasticka energia [1]. V tomto tvare sa ty¢ javi ako oblik elastickej
krivky [2].

Predpokladajme, e sa ty¢ dizky [ pri pozdiznom zatazeni neskrati ani ne-
predizi a %e ohyb bude rovinny a symetricky. Ked zavedieme dvojrozmerny
ortogonalny kartézsky vztazny systém s osami v rovine ohybu tak, aby konce
tyce boli viazané na os z, tenzor dilatacie tyde bude tvaru ([3], str. 142)

(1)), m

Podla Hookeovho zakona pre homogénnu ty¢ ([4], str. 59 a nasl.) z relacie (1)
vychadza tenzor napdtia ([3], str. 149)

ﬁz?luﬂw (1) (1)) (2)

Dostatoéne zatazend ty¢ sa ohyba, pretoZe podlieha boénym napétiam v ro-
vine zavedeného vztazného systému. Tieto napéatia podla (2) su zlozky vektora
napétia v smere osi ¥, sivisiaceho s rovinou kolmou na os . Ak ich vezmeme ako
dv

ds
nice ohybovej krivky tyce a s je oblik tejto krivky), bude

i

priamo umerné zakriveniu tyce (krivos’ci , kde x je smerovy uhol doty¢-

2#131;!/ == A . a?. (3)

Hustota elastickej energie tyce, definovana polovicou spuru skalarneho si-
éinu tenzora napdtia a tenzora dilatacie ([3], str. 157) na zaklade (1); (2) a (3)

je
s g (] (I o) = o)

167



a pre uhrnnu elasticki energiu dostaneme

! 3

' 1 dx |2
H:fdiqu:—é«yf(—dg) ds, (4)
0

0
kde ¢ je konstantny prierez tycée a hodnota
1 qd? > 0 (5)
Y=
u
je vhodne zavedena konstanta tmernosti, zavisla od geometrickych a elastic-
kych vlastnosti tydce.

Ohybovy stav tycée predstavuje viazany variaény problém s integralou
vedlajsou podmienkou

@, !
fdx:fcosrxds:l—a:f:const. (6)
T 0 v
a s okrajovymi podmienkami, danymi v koncovych bodoch tydce.
Hodnota ¢ vo vztahu (6) je dlzka posunutia zatazeného konca tyde pozdiz

osi x, nasledkom ktorého st konce ohnutej tyde vzdialené o dlzku & < I.
Podla Lagrangeovej varia¢nej metdédy je funkcional problému

!
1 dv\?
J:f{_z_y (HS_) -+ A cos m}ds
0

a jeho izochronna variacia sa musi rovnat nule;
o] = 0.

Eulerova—Lagrangeova diferencidlna rovnica extremaly «(s)

——- = —e¢ sin A,

kde

integrovanim poskytuje diferencialnu rovnicu
dx \2
(,,d,;,) = 2 cos x + ¢, (8)

v ktorej hodnota ¢ znamena integra¢ni konstantu.
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Zo vztahu (4) po dosadeni z relicie (8) je

l

H:%yf(&scos“—%c)ds,

0

z Goho na zaklade vedlajsej podmienky (6) a vzhladom na (7) po malej dprave
vychadza pre integraéni konstantu vztahu (8) hodnota

H—A (9)

V koncovych bodoch je tyé viazana na os «, preto sa v tychto bodoch boéné
napdtia rusia pevnostou vizby a krivost tyde sa v tychto bodoch na zédklade (3)

rovna nule, takze podla (8) plati

¢ = —2¢ COS xy, (10)
z ¢oho vzhladom na (7) a (9) vychadza
o M —H
0S &g = *‘lz— ’
resp. po malej uprave
iz Yo _ H + 20
SIn? o =~ (11)

V relacii (11) sa znakom «x, oznac¢uji smerové uhly dotyénic ohybovej krivky
tyde v jej koncovych bodoch. Tieto uhly st pri symetrickom ohybe ¢o do
absolitnej hodnoty rovnaké. Pre realne hodnoty uhla «, plati nerovnost

0< sinz%i < 1. (12)

Separovanim premennych v rovnici (8) mame

ds—— dv (13)
l/c—{—2ecosx

Zaporné znamienko odmocniny na pravej strane (13) stuvisi s orientéciou
osi y vztazného systému, ktori volime tak, aby krivost ohybovej krivky tyce
bola zaporné; potom sa ohyb tyde javi v kladnom zmysle osi y a pre smerové
uhly v koncovych bodoch tyde plati

[%]4=0 = ®g > 0; [x]s~; = —ay < O. (14)
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Ked v rovnici (13) uplatnime substitiiciu

cos x = 1— 202, (15)
po integrovani dostaneme

(s — $0) l{;e = F(& »), (16)

kde F({; ») je Legendreov normalny elipticky integral prvého typu, ktorého
modul vzhladom na (7) a (9) spliuje podmienku

2 4e 2l

% T H e (7

a hodnota s, je integratna konstanta.
Po porovnani vysledku (17) s rovnicou (11) podla (12) vychadza nerovnost

%2 > 1 (18)

Inverziou relacie (16) dostaneme pre argument { Jacobiho elipticky
funkény vztah

Ve |

zsnl(s~so)7, zj,

™

z ktorého restiticiou na zdklade (15) je
, e
cos Y = 1—25112{(8—-80)7; x}. (19)
Vzhladom na nerovnost (18) treba vyjadrenie (19) transformovat na reci-
proky modul, o ktorom podla (11); (12) a (17) plati

1 H ;
0 <k?= ? = 77;:27/12 — sin2 %’7 < 1. (20)

Po tejto transformacii z rovnice (19) mame
cos x = 1 — 2k? sn? {(s — s,) l/;; k} (21)
a podla relacie
sin?x = (1 + cos x)(1 — cos «x)
vzhladom na volbu znamienka argumentu vo funkénom vztahu (16) vychadza
sin x = —2k sn {(s — o) [/e; k} dn {(s — s,) J/&; k}. (22)
Ked uplatnime okrajové podmienky (14), z relicie (21) vzhladom na

(20) je
sn? {s, Vg; k}y = 1; sn®{(l — s,) VE; k} =1 (23)
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a zo vztahu (22) stidasne plynd nerovnosti

sn {8, VE; k} > 0; sn {(I — s,) VE; k} > 0. (24)

Aby relacie (23) a (24) mohli byt simultanne splnené, musi platit
solle = (1l —s0) Ve = K, (25)
z ¢oho vychadza pre integra¢ni konstantu rovnice (15)
1
80 = —§ l. (26)

Hodnota K vo vztahu (25) je konstanta periédy Jacobiho eliptickych funkeif
(aplny elipticky integral prvého typu).
Zo vztahu (25) vzhladom na (26) je

Y o

¢ = —2(1 — 2k?) (3?)2 (28)

a na zaklade (10) a (20) je

Parametrické rovnice ohybovej krivky tyde dostaneme z relcii

dx = cos « ds;

dy = sin « ds, (29)

ich riesenim pri danych okrajovych podmienkach.
Z prvej rovnice (29) po dosadeni zo vztahu (21) mame

x = fcos xds = —1—_ f{l — 2k2 sn%(u; k)} du =

Ve {2h u; k) —u} + cq, (30)

kde E(u; k) znamena Legendreov normalny elipticky integral druhého typu
s argumentom

U = (8 — ) VE (31)

a hodnota ¢, je integraénid konstanta.
Uplatnenim okrajovych podmienok

[x]5-0 = 243 [x]-; =2,
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z reldcie (30) vzhladom na (6); (25) a (31) po prislusnych tpravich vychadza

E 1 28
c1:x0+l{7&7_‘2'}5 r =+ 5 [ (T— ) +E} (32)

1

o
K 21

kde E je uplny elipticky integral druhého typu.
Z druhej rovnice (29) po dosadeni zo vztahu {22) mame

Yy = f sin « ds = V fsn (u; k) dn (u; k) du =
2
=2 on (i k) + e (34)
€
kde argument funkcie je dany rovnostou (31) a hodnota c, znamenéa integraént

konstantu.
Na zaklade okrajovych podmienok

[Y]s-0=0; [yl;-, =10
z relacie (34) vzhladom na (25) a (26) vychadza
¢y = 0;
y==k. —lcn{K(is—l);k}. (35)

Vztahy (32) a (35) predstavuja parametrické rovnice ohybovej krivky tyde.
Eliminovanim parametra s dostaneme analyticky vyraz ohybovej krivky tyce

v tvare
x=w, + Ti,—lE{arcsin Vl (Ili:ly) ; k} —_

1 . Ky\? 1
-3 F {arcsm Vl — (_k'lﬁ) ; Ic} + E] —3 l.

Ohybova krivka tyée ma maximum v bode, ktorého stradnice si

Li—o);

Tmax [:L‘] L,:x0+ 9

l (36)
Ymax = [?/])z:%l = kj{—
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Na zéklade vztahu (5); (7); (25) a (26) spliuje Lagrangeov multiplikator 2

nerovnost
>0, (37)

z ktorej vzhladom na (17); (18) a (20) vyplyva

lo
2 2 38
k>2l. (38)

Podla relacie (17) je Lagrangeov multiplikdtor A funkciou posunutia o,

takze plati
H(o)
=29 9
M) = Sey i —o (39)
Pre dostatoéne maly prirastok dhrnnej elastickej energie AH(s) a pre po-
sunutie Ag, ktoré k tejto energii prislicha, plynie z (39) po malej Gprave

AH(s)
L Ao  dH(e)
Mo) = Al,l,rilo Ak*(o) T de (40)
21 - -—1
Ao
kedze podla (33) je
(AR ke
fim {2 =l =2

Vzhladom na fyzikalny vyznam veli¢in vystupujieich v diferencidlnom
kvociente (40) ma Lagrangeov multiplikator A(o) kladnti hodnotu, v sdhlase
s nerovnostou (37).

Podla vztahu (40) je dhrnna elasticka energia tyde

H = fl(a) do. (41)
0

Vysledok (41) ukazuje, ze Lagrangeov multiplikator A(o) urduje silu zatazenia
tyce, stvisiacu s posunutim velkosti ¢. Tato sila

P = Ao) (42)

je funkciou posunutia o, ktora vzhladom na relaciu (7); (25); (26) a (42) je
2K \?

P = (25) (43)

Vztah (43) umoziiuje uréit konstantu y (5) pri znamej sile zatazenia tyde;
l 2

— — . 44

y=>" ( 2K ) (+4)
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Podmienky vizby, ktoré sme zaviedli pre koncové body tyce, pripustaji
ohyby, pre ktoré plati

0 L.

AN
S
AN

Z tohto obmedzenia vzhladom na relaciu (33) vychddza pre modul k ohra-

nidenie ([7], str. 53 a nasl.)

0=k*<082..., (45)

ktoré je uzsie ako nerovnost (20).
Na zaklade (45) z rovnice (43) plynie pre silu zataZenia tyce relacia ([7],
str. 91 a nasl.)

(7)7 =P = (*5) (46)

ktora doplha Eulerovu podmienku ohybu [5]

™ 2
()

obojstrannym ohrani¢enim velkosti sily zataZenia tyde.
Z rovnice (39) vzhladom na (42) je thrnna elastickd energia tyce

H = P2k — o). (47)
Pomocou tohto vztahu mozno hodnotu elastickej energie ohnutej tyde vy-

¢islit pri znamom posunuti ¢ a znamej sile zatazenia tyce.
Podla Navierovej teérie ohybu [6] je konstanta (5)

y = RJ, (48)

kde E znamena Youngov modul pruinosti a J je moment zotrvacdnosti prie-
rezu tyce. Na zaklade (43) mozno experimentalne vySetrit spravnost vztahu
(48) meranim sily zatazenia tyfe a posunutia ¢, ktoré s touto silou suvisi.
Porovnanim rovnic (43) a (48) dostaneme relaciu pre uréenie Youngovho mo-

dulu pruznosti
. P12
E= 7 (72_K) . (49)

Ak oznadime priemernt hodnotu sily zatazenia tyce, sGvisiaceho s posunutim

o, znakom P,, plati
P, £ P(o)

a pre thrnnt elastickd energiu tyte mozno pisat podla (41) a (42) vyjadrenie
H = Py,

na zaklade ktorého je
H £ Po,
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z 6oho vzhladom na (47) mame

k2

IA
Ni Q

Spojenim tohto vysledku s nerovnostou (38) vzhladom na (40) vychadza pre
hodnotu modulu k relacia

|
|

IA

k2

IA
N! Q

Zhrnutie: Rovinny symetricky ohyb pozdiine zatazenej rovnej pruznej
tenkej homogénnej tyce je v praci rieseny ako viazany variaény problém
s integralnou vedlajSou podmienkou. Z parametrickej rovnice ohybovej krivky
tyce (32), pri podmienke s = [, vychadza relacia (33), pomocou ktorej mozno zo
zndmeho posunutia s zatazeného konca tyce uréit smerové uhly «, koncovych
bodov tyée (20) a poradnicu bodu, v ktorom je maximum ohybovej krivky tyce
(36). Pri znamej sile zatazenia tyée mozno podla (47) vyéislit hodnotu elastic-
kej energie ohnutej tyce, ktora predstavuje potencidlnu energiu tyce. Na za-
klade (49) mozno uré¢it Youngov modul pruznosti. Vztah (46) predstavuje
doplnenie Eulerovej podmienky ohybu. Pouzité konstanty ¢ (7) a ¢ (10) sa
definované na zaklade vysledkov riesenia vztahmi (27) a (28); mozno ich vy-
¢islit zo znameho posunutia o, po zisteni numerickej hodnoty modulu % z re-
lacie (33). Konstantu y (5) uréuje rovnost (44), pri zndmej hodnote sily zata-
Zenia tyce, alebo Ghrnnej elastickej energie tycde, ktord mozno merat metédou
postupného zatazovania tyce. RiesSenie poskytuje moznost vypracovat expe-
rimentalnu metédu na uréenie Youngovho modulu pruznosti (49) a na meranie
energie potrebnej na elasticky ohyb tenkej tyce (47). Relacia (43) uréuje pri
znamych geometrickych a elastickych vlastnostiach tyce silu zataZenia
v suvislosti s posunutim zatazeného konca tyce a naopak.
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BKJIAJl K TEOPUU M3T'NBA TOHKON BAJIKH
AH XPAITAH

BroiBonl

IT0cKoCTHBI  CHMeTpHYecKHIT H3rH0 MPOXOJIBUO  3arpyKeHHBINH, NPsAMON, yupyroii,
TOHKOIT, TOMOTeHHON 0a.IKoll peiacTes B TPyAe KaK ¢B3anHas BapUaIMOHHAsA 1pobiema
¢ HHTCIPAJIBHBIM yesioBHeM. I3 mapaMerpuueckoro ypapuenus Kpunoii naruGuoil 6amku (32)
npH yCeJA0BHH 8 = | BBIXOANT Penrslysa (33), TPH HOMONM KOTOPOIl MOMKHO N3 31AKOMOI'O
nepeMeleHIS 6 3arPYHCHHOI0 KOHIA OaIKH OHPCACIIHTD YIJIB HANPABJIEHUs &y KOHLOBBIX
Touer Oaqaki (20) M OpAMIIATY TOYKM, B KOTOPOI HAXOMTCS MAKCUMYM M30THYTONH KPUBOi
Bankn (36). [Ipu u3BeCTHOI CHIi1C 3arPysKCHHOCTH OalIKKM MO0 (47) NCPEUHCIUT BOJANUMITY
9NACTAYECKOH BHEPIHI TPOTHYTOMH 0aj1ki, ROTOPast NPejicTaBasgeT HOTCHINAJILHYIO SHCPIHIO
Oamcu. Ha ocoBaunu (49) Mouo onpepesurs Mopyab yupyroern IOura. Oruonrenue (46)
npeJcTaBIsIeT JonoJaueHue yejaosus uarnda Eilviepa. Henonb3oBauusie IOCTOSHHBIC BEJIH-
aubbl € (7) 1 ¢ (10) onpeseJsiioTes HA 0CHOBC PE3YJIBTATOB PeHICHUA OTHOICHUsiMU (27)
1 (28); MOMAKHO X IEPCUHCAMTD M3 H3BCCTHOTO IIEPEMCILCHUSL ¢, TIOCJIC ONPCACTACHHsT ITYMCPHOI
Be.THUHHBL MOAYJIsL & 13 pestsuiin (33). TlocTosnuyio Besmuuuy y (D) oupegesser paBeHeTso
(44), 1pu u3BCCTHOH BeJAHUHEC €L 3aTPYHKCHHOCTH OAJIKH, WM ¢ yMMAPHOM 3¢ THYCCKOI
BHCPTHH GAIKH, KOTOPYIO MOMKHO M3MCPHTH MCTOJOM HOCJIEAOBATCILHOIO 3arpyienns faiky.
Pentenne JaéT BO3MOMKHOCTH PO3pabOTATD HKCICPHMCHTAIBULIL MCTO A ONPCICTCHUS
Moayast virpyrocty FOura (49) 0 i1 m3MepeHMsA dHe I HyKHOM JULA di1acTHuec RO u3ruba
TOHROIT Ganaru (47). Peasugns (43) onpejesifger NPH U3BECTHLIX I'COMETPUUYCCKUX W D.1aCTH-
YeCKHX ¢BOHCTBAX OAJTKH € HJY 3arpysKCHHOCTH B OTHOINCHUM ¢ 1ICPCMCIICHHCN 3al'PysKeH-
HOro kouna Oaari u maodopor.

EIN BEITRAG ZUR BIEGUNGSTHEORIE
EINES DUNNEN STABES

JAN CHRAPAN
Zusammenfassung

Die ebene symmetrische Biegung eines lédnglich belasteten geraden elastischen diinnen
homogenen Stabes wird in der Arbeit als ein gebundenes Variationsproblem mit einer
integralen Nebenbedigungen gelost. Aus der parametrischen Gleichung der Biegungskurve
des Stabes (32) bei der Bedingung s = [ geht die Relation (33) aus mit Hilfe deren aus
der bekannten Verschiebung o des belasteten Stabendes die Richtungswinkel o, der
tndpunkte des Stabes (20) und die Ordinate eines Punktes bestimmt werden kann in dem
das Maximum der Biegunskurve des Stabes (36) liegt. Bei der bekannten Belastigungs-
kraft des Stabes kann man nach (47) den Wert der elastischen Energie des gebogen Stabes
auszdhlen, welche die Potenzialenergie des Stabes vorstellt. Auf Grund (49) kann man
das Young-Modul der Elastizitédt bestimmen. Die Beziehung (46) stellt die Ergénzung
Eulers Biegungsbedigung (Knickformel) vor. Die beniitzten konstanten Groflen & (7)
und ¢ (10) werden auf Grund der Losungsresultaten durch die Beziehung (27) und (28)
definiert; man kann sie aus der bekannten Verschiebung ¢ auszéhlen nach der Feststel-
lung des nummerischen Wertes des Moduls & aus der Relation (33) auszihlen. Die kon-
stante GroBe y (5) bestimmt die Gleichkeit (44) beim bekannten Kraftwert der Belasti-
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gung des Stabes oder der gesammten elastischen Energie des Stabes, die man mit der
Methode der fortschreitenden Stabbelastigung messen kann. Die Losung bietet die
Moglichkeit die experimentelle Methode zu Bestimmung des Youngs-Modul der Elastizitét
(49) und zum Messen der Energie, die zur elastischen Biegung des diinnen Stabes (47)
notwendig ist, ausarbeiten. Die Relation (43) bestimmt bei der bekannten geometrischen
und elastischen Stabeigenschaften die Belastigungskraft in dem Zusammenhang mit der
Verschiebung des belasteten Stabendes und umgekehrt.
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