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M A T I í . M A T l C K O - K Y / J K - U . X Y Č A S O P J S SAV. li). 3, MMHj 

0 SYMETRICKÝCH A CYKLICKÝCH PRIEMEROCH 
KLADNÝCH ČÍSEL 

1'AVKL BAKTOŠ, Š T V F A N ZNÁM, Bmtish iva 

Y nasom článku zavedicme tri JIOVÓ d r u h y pr iemcrov k l a d n ý c h čísel a po 
hovoříme o ieh vzťahu k a r i t m e t i c k é m u a geome t r ickému pr iemeru. 

Xeeh d\ . OL>, . . . . an (n 2: 2) sú k ladné reá lné čísla; nech a ~ - (a i , a«2, . . . , a,,), 
kde :t; sii nezáporné čísla, z k terých as]>oň dve sú nenu lové a splňujú vzfah 

\ ( ! ) > Ot 

1 

V daisom budeme vždy pred])okladať, že a splňuje vzťah (1). 
Y matema t ické* l i tera tuře sa používajú nas ledujúce d r u h y priemerov 

k ladných čísel: 

i 

(} ( | ](ti)" •- geome tr ický priemer. 

a; •— ar i tme t ický priemer, 
)i / ^ 

i i 

v 

don [ ] d*' geome tr ický pr iemer s váhou a. 
/ ! 

Aoc x %;(t; arit mističky priemer s váhou a. 
/ i 

Zrejme (} je špeciálnvin ])rípadom rV,A a A je speciálnym p r í p a d o m A.x pri 

, ('.•:....'- ' 
X našich ú v a h á c h b u d e m e čas to pouzívať nas ledujúcu lemu (pozři | 1 |, 

s t r a n a l 7. ve ta 9.): 
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Lema. Pre hibovoJné oc je 

Ga ^ Aa-

Rovnosť nastane právě vtedy, ked sa navzájom rovnajú a% pre všetky tie /, pre 

ktoré OCÍ + 0. 
Lemu vyslovíme aj v inej formě (v ktorej ju b u d e m e najviac p o u ž í v a t ) : 
Nech bi sú kladné a fa nezáporné čísla, pričom fi = (/?i, /?2, • ••, fim) splňuje 

vzťah (1); potom 

(2) 6?' . IŮ . . . bf; ^ Plh + 02f>2 + . . . + Pmbm . 

Rovnosť nastane právě vtedy, ked sa navzájom rovnajú bi pre všetky tie /, pre 
ktoré fa + 0 . 

V knihe [1], n a s t r a n ě 44 je zavedený iný d r u h ])riemeru k l a d n ý c h čísel: 

A l a = •-• > < ; < » . . . < 

( ? i , i 8 , . . . , •»») 

kde (ii, i>2, . . . , in) prebieha všetky permutác ie čísel 1, 2, ..., n. Aia sa n a z ý v á 
symetr ický a r i t m e t i c k ý pr iemer s v á h o u oc. V [1] n a s t r a n ě 45 je u k á z a n é , 
že Aia je zovšeobecnením pr iemerov A SL 67. 

Teraz si zavedieme n o v ý d r u h pr iemeru k l a d n ý c h čísel: 

i 

Gla = Yl (a-a*. + a2a«- + ... + a»«ť„)":-

k d e (*i,'t*2, ..., in) prebieha všetky p e r m u t á c i e čísel 1. 2, . . . , n. G\a budeme 4 

n a z ý v a t s y m e t r i c k ý m geometr ickým pr iemerom s v á h o u oc. 
Z a v e d e m e t o h t o nového pojmu m á t o t o o d ó v o d n e n i e : 
a) G\a m á vlastnost i d u á l n ě v las tnost iam A\a. 
b) 67ia je v p o d s t a t ě zovšeobecnením C7 a A. Skutočne, ak položíme oc —-

= I -- > - > . . . , I, potom Gia = -4, ak zase položíme oc — (1, 0, 0), 
\ H H H / 

p o t o m 6ria — G. 
Nasledu júca v e t a p o r o v n á v á G\a a Aia s a r i t m e t i c k ý m a g e o m e t r i c k ý m 

pr iemerom. 

Veta I. Ak A, Aía, G, G±a majú predošlý význam^ potom pre llibovolné oc, 
pre ktoré aspoň dve z čísel OCÍ sú rózne od nuly, platí 

(3) G^Gia^A, G ^ A l a ^ A . 
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Pri Oi O2 . . . - an nastane vo vzťahoch (3) všade rovnost'. Rovnost' dalej 
nastane medzi 0\a a A O medzi O a Aía vtedy, ked oc\ = 0:2 = ... - ocn. Inác 
platí všade ostrá nerovnost'. 

P o z n á m k a L V z t a h O ^ A\a s£ A je známy; u v á d z a m e ho len p re to , 

aby sine mohli p o u k á z a t n a duá lnos t . 

D o k a ž v e t y I . a) Najskór dokážeme v z t a h y (3') 

O • 0\a.A\^ < A . 

Na základe lemy plat í 

H) OvL . O+ . . . a;
n <- a,O; -j- OLMÍ + . . . + oc.ii; 

x ' <i f-2 tu — i < i — '2 'ti tn 

pře fubovofnú p e r m u t á c i u ( i i , t2, If), pričom r o v n o s t n a s t a n e v t e d y a len 
vtedy, ked sa rovnajú v š e t k y t ie a-t, pře k toré aj + 0. Znásobením respekt ive 
sčí táním t ý c h t o nerovnost í pre vše tky p e r m u t á c i e čísel 1, 2, . . . , H, d o s t a n e m e : 

f[af l)[A xj % (0\a)'l[ resp. n\ Ala < (n - 1)! f <*J £ <M • 

Z toh to už faliko dos taneme nerovnos t i (3') o d m o c n ě n í m , resp. dělením vý-
razom n!. Rovnost t u n a s t a n e zrejme len v t e d y , k e d v (4) n a s t a n e r o v n o s t 
pre v še tky permutác ie ( + io, . . . . in)- Protože exis tu jú aspoň dve nenulové a$, 
rovnost v (4) n a s t a n e len v t e d y , ked sa v š e t k y ai n a v z á j o m rovna jú (pozři 
lemu). 

b) Teraz dokážeme v z t a h y (5) 0\a S -4, O ^ A\a. Položme v leme m = n\, 
bj xxah -| oc.2ajt | . . . (- ocnaJn. resp. bj = O-1 . aJ; . . . OJ;, [kde ( j i , j 2 , . . . , j w ) 

1 
prebieha vše tky permutác ie čísel 1, 2, ...,n], (3i = p% = ... ----- fin\ = - -. 

Potom d o s t a n e m e : 

(«) ! I (a,fř;i ! M - +•.. . f ctHah)
nl -g, --- y {oc1aji + x2ah + ... + aHajn), 

(1 , . j-i 1n) (h,J2,...,?n) 

resp. 

П ҝ; •«•*;• • •<« 2 «£ •«£•••«£ 
(11.12 1«) (11,12, ...Jn) 

Fahko sa přesvědčíme o p l a t n o s t i t ý c h t o r o v n o s t í : 
n n n 

(7) V (a^/^ + oc.,a.h f . . . + GcHajn) = (n — l)\ ^ ocjc ^ at = [n — 1)! 2 a * 

n <#. ̂  • • • c - n ^ r 1 ^ - FR"1 ) ! • 
(11,12, ....1») 1 = 1 t = l 

Z t ý c h t o rovnost í a z nerovnos t i (6) d o s t a n e m e : 
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Gia _S (n—l)\ 2 > = A> resp. (7 •= ( 0 < X))»: < AlA , 
n! i = i 

a tým je dókaz nerovností (5) ukončený. 
Este musíme ukázat, kedy nastane rovnost. Všetky bj sú rózne od nuly, 

a preto na základe lemy a na základe analogických úvah ako v prvej časti 
dókazu, rovnost nastane právě vtedy, keď pre všetky permutácie (ji ,jz, ..., jn) 
platí: 

(8) oclaji + oc2au + ... + oc)lajn — konšt., 

resp. 

a*1 . a*1 ... a.~n — konšt. 
/1 J'i Jn 

Dokažme teraz, že rovnost nastane právě vtedy, keď bud všetky a% sa navzájom 
rovnajú, alebo všetky oci sa navzájom rovnajú. Budeme dokazovat nepriamo: 

Predpokladajme, že existujú také indexy p, r, s, t, že platí ap + ar a ocs + oct. 
Zoberme takú permutáciu (ji,J2, ...,,/n), aby sa na lávej straně výrazu (8) 
vyskytovali členy ocsap (resp. a*8) a octar (resp. aXt). Taká permutácia zrejme 
existuje. Vyměňme v tejto permutácii medzi sebou čísla p a r (pričom zvyšné 
čísla ostanu nezměněné). Na základe (8) týmto dvom permutáciám zodpove-
dajúce výrazy sa navzájom rovnajú, a preto platí: 

ocsap + Gctar = ocsar + octap, resp. a*' . a*1 -•=• a*' . a*4 . 

Po úpravě dostaneme: 

(a s — <*t)(ap — dr) = 0, resp. a*f*' = a*.s x< . 

To je ale spor s tým, že ocs + oct a ap + ar. Tým je dókaz vety 1 ukončený. 

I I 

V tejto časti práce zavedieme dva nové druhy priemerov, ktorých vlastnosti 
sú analogické vlastnostiam Gia a Aia. Označme 

n , 

G2* = Y\^aJ + a2%U + ... f an%.f.„_i)»s 
j 1 

H 

1 

t i 

j 1 

pričom pre k > n je O^ = at-n\ ostatné označenia používáme v tom istom 
zmysle ako v časti I. 
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(*2(x nazýváme cyklickým geometrickým priemerom s váhou oc; A2a na­
zýváme cyklickým aritmetickým priemerom s váhou oc. Analógia G2a s G\a 

a A2a s Ala je zřejmá. Okrem toho G2a a A2a predstavujú v podstatě zovše-
obecnenie geometrického a aritmetického priemeru. Skutočne, ak položíme 

a - (1,0, . . ., 0), resp. a = I , , . . . , ---I , potom dostaneme: G2oc = G, 
\n n n J 

<!.,,- A, A.la = A, A^ = G. 

Veta II. Pre lubovolné oc, pre ktoré aspoň dve OCÍ sú rózne od nuly, platí: 

G ^A2a <A, G <G2a^A. 
V případe a\ = a2 = ... = an platí všade znamienko rovnosti. Medzi A2a a A 

a medzi G a G2a platí rovnost len v tomto případe. 
D ó k a z . a) Dokážeme najskór nerovnosti G ^ G2a a A2a ^ A. Na základe 

lemy pre lubovolné i = 1, 2, ..., n platí: 

a*1 . < 2
M . . . <+„_! _̂_ ocm + oc2ai+1 + ... + ocnai+n_\ • 

Keď znásobíme, resp. sčítáme všetky takéto nerovnosti pre i = 1, 2, . . . , H5 

dostaneme: 

n 2 «j n n 

YlaV -̂  #L> r e s P- nA2« ží 2 a> 2 at-
i \ j=i i=i 

Z tohto dostaneme dokazované nerovnosti odmocněním, resp. dělením číslom n. 
Na základe podobných úvah ako vo vete I a na základe lemy usúdime, že 
rovnosť nastane právě vtedy, keď a\ = a2 = ... = an. 

b) Teraz dokážeme nerovnosti (9) G2a ^ A, G íg A2a. 

V leme položme m = n, (10) h = oc\ai + oc2ai+\ + ... + ocn^i+n-i, 
resp. bt = a? . a^x ...a%_n_l9 

1 
fii = ~ pre všetky i = 1, 2, . . . , n. 

Dostaneme: 

1 

n 
'»2,.^ y<x}>(n = A, resp. ( ? = « ' . «£. . . . <;„_))"' __ ^ TT/ 1 г І 2 a -

7~7 í" 1 

Zrejme pri ai = #2 = • • • = ®>n nastává rovnosť. Tým je veta dokázaná. 
P o z n á m k a I I . Z vety I I vyplývá, že podmienka a\ = a2 = ... = an je 

postačujúca k tomu, aby vo vztahu (9) nastala rovnosť. Nasledujúci příklad 
ukazuje, že táto podmienka nie je nutná. 
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I V) ložme 

a ---

(i (i () () 

(t\ 1, a2 2, a3 3, Oj - 2, resp. O} =--- F r/., — 2, O', — 2. O4 — 1. 

V prvom př ípade p lat í : 
4 

l/124 1 
<!>>x - - 2 - (1 + 2 -I 3 f 2) -, .1 . 

() 4 

\' druhom případe 
1 V l< 

A,x •••-•• 4 | í 8 - [ 2 - (.'. 

Nepodařilo sa nám urciť všeohecnú nutnú podmienku toho, aby nastala 
rovnost. Nasledujťiea veta rieši len špeeiámy případ problému; uvádzame ju 
z toho dovodu, že ju budeme v třetej časti práce používat. 

Veta III. Keď JO;} je rf/dzo nionofónna postupnost', potom vo vzfahoch (9) 
plutí zraonienko rovností víedjj a len vtedip keď 

n i ) *i 

I)o k a z . Lahko sa přesvědčíme o tom, že (11) je postačujúca podmienka 
k platnost i G2lJl A a G - A2x. 

Z dókazu vety II (pozři casť h) a z lemy vyplývá: ak vo vzťalioch (9) na­
stane rovnosť, potom pre každé i ----- 1. 2, . . . , n musí ])latiť: 

(12) x,-a\ \- Xi<\a2 \ ... -i Xi\n-\a?i --= oci{\U\ -4 xn2a2 4 - . • • : x> n<hi> 

resp. 

allal1"1 . . . a*;'n-1 = a^^aV'*... a7,; ", 

kde a^ <*£_ w . pYo k > //. Výrazy vo vzťahu (12) dostaneme z výrazov (10) 
cyklickou záměnou poradia scítancov resp. činitelov. Po úpravě dostaneme 
z (12) rovnosť: 

(13) (ť/i - a2)(oti — xíu) -+ (a2 — a>s)(oci — a/ i 2 ) 4 ••• l 

+ ((*n-i — a-n)(oct — oci^nn) = ( )-
resp. 

ai\{Xí *"l) (a2\
{*i-xu*) lan _ i\ ( " Xí'n ° 

1. 
O3 
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Nech oči max a^: potom on — a& ^ 0 pre každé k — 1 .2,.. ., n. Postupnost 
\<k<n 

\di) je rýdzo monotónna, preto výrazy (a/c — cijc+i) sú buď všetky kladné. 

buď všetkv záporné I v vraz v sú buď všetky menšie ako jedna, buď všetkv 
\ * l Cíjc+i 

vačšie ako jednal. Teda rovnosti (13) móžu byt splněné len vtedy, keď oc\ --

oco — ... — ocn. Tým je dókaz vety ukončený. 

I I I 

X tejto časti ukážeme niekoíko aplikácií vzťahov uvedených v časti 11. 

Veta IV. Pre každé prirodzené číslo n > 2 platí: 

22* Í2n\ (2H + 2)» 
(14) < < . 

n+\ \ n ) (n + I ) ! 
D ó k a z . Položme at = i, pre i = i, 2, ..., n; oc\ = 0C2 -= \ ; a? •= 0 pre 

j ~ 3, 4, . . . , n. Na základe nerovnosti c7 < (?2ct Ŝ -4 (veta II) a na základe 
vetv I I I dostaneme: 

Уn\ < 
1 + 2 2 + 3 n+n—ln+l n(n + 1) 

Po úpravě máme: 
1 . 3 . 5 . . . (2H — 1) . (n + 1) (n + 1)» 

2n < < . 

n\ n-
Keď stredný výraz upravíme a celu nerovnost vydělíme výrazom n }- \. 
dostaneme: 

2» 1 . 2 . 3 . 4 ... (2n — 1) . 2n (n + l)'*- 1 

w. -r- 1 2 . 4 . 6 .. . 2n . n ! H! 
či že 

2» (2H!) (H + l)n-i 
< -- < - . 

n + 1 (H!)2 . 2n n\ 
Ivcď celu nerovnost vynásobíme 2W, dostaneme (14). 

Veta V. Nech prirodzené číslo n <: 2; H,exh a je kladné reálné číslo. Potom 
fn + a\n ln(n+\) \ 1 l{n+ l)(n + a)\n 

( 1 _ ) ' " a •) < ( - • ! - - ^ ^ ^ l - ^ a " " 
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Dókaz . Položme aj — 0C2 
1 a + 1 

. . = OCn-l — , 0Cn = , <U = i. X a 

n + a n + a 
základe nerovnosti G < G^a ~i A (veta II) a na základe vety I I I máme: 

î/»г++ í 2 + ... + n+an 2 + S + ... + n+l+a n+ 1 + 2 + .. . + (n — 1) + (n — l)« 

n +a n + a n + a 
n(n + 1) 

< 
2H 

Po umocnění a vynásobení výrazom (n + a)n dostaneme: 

(n + a)n .n\< ("ïV-]-[("îV"] 
[("îVH-[("tV «"->•] 

(n + l)(w- + «)\" 
< 

Keď celu nerovnost vydělíme an . n\, dostaneme (15). 
Dósledok. Pre lubovolné, prirodzené číslo n ^ 2 a pre lubovolné kladné reálné 

•číslo b platí: 
/ n + 1 + 2b \n (n+ b\ 1 / n + 1 + 2b V' 

(16) < < 
y n + i J \ n J n\ 

n(n + 1) 
D ó k a z . Ak položíme a= a dosadíme do (15), dostaneme ne 

2b 
rovnost (16). 
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S u m m a r y 

T h r e e new kinds of means (Gia, A>a, G_a) are int roduced a n d t h e 1 elation between 
t h e m a n d t h e known kinds of m e a n s is shown. 
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