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MATEMATICRKO-FYZIK TLNY CAROPIS SAV. 16, 3, 1966

0 SYMETRICKYfH A CYKLICKYCH PRIEMEROCH
KLADNYCH CISEL

PAVIEL BARTOS, STEFAN ZNAM, Bratislava

V' nasorr cldnku zavedieme tri nové druhy priemerov kladnych éisel a po-
hovorime o ich vzfahu k aritmetickému a geometrickému priemeru.
Neeh ay.ao,oooay (n20 2) st kladné realne &isla: nech o = (o, 22, ..., 2,).

kde z; 2 nezdporné ¢isla. z ktorveh aspon dve st nenulové a sphituji vztah
(n > o L.
Vo dalsom budeme vzdy predpokladat, ze « splhituje vztah (1).

V' matematicke] literatiire sa  pouzivaju nasledujice druhy priemerov
kladnyeh cisel:

I
( (| la)y - geometricky pricmer.
i1
“
I Y
A i - aritmeticky priemer,
T
o1
n
G| |a? - geometricky priemer s vdhou a.
| i
rn
do N g aritmeticky priemer s vahou o,

o1
Zrejme (7 je Specidlnvin pripadom / a A je Specialnym pripadom A pri

1 I i

K

V' onasich dvahiach budeme ¢asto pouzivat nasledujicu lemu (pozri |1},
strana 17, veta 9.):
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Lema. Pre [nubovolné x je

Gy = da.

Rovnost nastane prave vtedy, ked sa navzdjom rovnaji a; pre wsetky tie I pre
ktoré o; - 0.
Lemu vyslovime aj v inej forme (v ktorej ju budeme najviac pouzivat):
Nech b; su kladné a i nezdporné Eisla, pricom p = (P1, Po. ..., fn) splitije
vztah (1); potom

(2) D b0 b0 < Baby A Beba + oo Bubm.

Rovnost nastane prave vtedy, ked sa navzdjom rovnaji b; pre vsetky tie i. pre
ktoré B; + 0.
V knihe [1], na strane 44 je zavedeny iny druh priemeru kladnych ¢isel:

1
Aix = ) a,‘,’-‘l‘aff oa,
1 :

in
n!
(71, Tgy oons in)
kde (i1, %2, ..., i) prebieha vSetky permutécie éisel 1, 2, ..., n. A1y sa nazyv:
symetricky aritmeticky priemer s vahou «. V [1] na strane 45 je ukazané,
ze Aix je zovSeobecnenim priemerov 4 a (.
Teraz si zavedieme novy druh priemeru kladnych éisel:

1

Gio = H (ouas, + ooy, + ... 4 opag,)n,

O PO P

kde (1, t2, ..., ©x) prebieha vSetky permutécie éisel 1,2, ..., n. G budeme
nazyvat symetrickym geometrickym priemerom s vahou «.

Zavedenie tohto nového pojmu ma toto oddévodnenie:

a) Gi1o ma vlastnosti dudlne vlastnostiam A4q4.

b) Gix je v podstate zovSeobecnenim (7 a 4. Skutoéne, ak polozime « =

1 v,
== s L, , potom Gy = A, ak zase polozime o = (1,0,....0).
n n n

potom G4 == G.
Nasledujuca veta porovnava 1y a Ay s aritmetickym a gecometrickym
priemerom.

Vetal. Ak A, A1y, O, Gioq maji predosly vyznam, potom pre lubovolné x,
pre ktoré aspon dve z Cisel o; st rézne od nuly, plati

(3) G=0ih=4, ¢§=4.=4.
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Priar -~ az = ... = ay, nastane vo vzahoch (3) vsade rovnost. Rovnost dalej
nastane medzi (i @ A a medzi G a Ay viedy, ked oy = oo = ... = ay. Inié
plati véade ostra nerovnost.

Pozndmka I Vztah (f = 4,4 = 4 je zndmy; uvidzame ho len preto,
aby sme mohli poukazat na dudlnost.

Dokaz vety 1. a) Najskor dokdzeme vztahy (3')

G Gy A

Na zdaklade lemy plati

in i

() ARl g g A oy,

pre Tubovolna permutacia (i1, 4z, ... 4,), priCom rovnost nastane vtedy a len
vtedy. ked sa rovinaja vsetky tie a;, pre ktoré o; == 0. Znasobenim respektive
s¢itanim tyehto nerovnosti pre vSetky permutdcie ¢éisel 1, 2, ..., n. dostaneme:

n

n n n
| Jat DR oy 2 (Gha)" resp. n! Ay <2 (n— 1)! D> .
O iz1 i1

i

7 tohto uz lahko dostaneme nerovnosti (3”) odmocnenim, resp. delenim vy-
razom n!. Rovnost tu nastane zrejme len vtedy, ked v (4) nastane rovnost
pre vietky permutacie (iy, 42, ..., @,). Pretoze existuji aspon dve nenulové oy,
rovnost v (4) nastane len vtedy, ked sa vsetky a; navzajom rovnaju (pozri
lemu).

b) Teraz dokazeme vztahy (5) Gy = A, (¢ = 414. Polozme v leme m = n!,
by g L a4 g espl by = adt ca ot [kde (1, g2, ooy )
prebicha vietky  permutdcie  ¢isel L2, ..., n], fi1= P2 = ... = fpr = —-

n!
Potom dostaneme:

L N\
(6) (g, 1oy, + . o )" = - (g5, + o0y, + . A, ),
1 '
. S A

(j],j‘:v
resp.
. . 1 ~
o an\pi < a  m n
[1 (. af ... ajrm = _ Z g ag ol
(v Joe eenn in) (J1s Jas oves Jn)

Lahko sa presvedéime o platnosti tychto rovnosti:

n n ”
(7) N (g by, b ) = (n— D Y a > ag = (n— 1)1 > a
oo 1 i

k=1 7= =1
n n n
% oy an (- Yo ___ (n-1)!
H (1]-1 : ajz e ajn _ n ai k=1 - rI ai .
s Jos weee dn) =1 i=1

7 tyvchto rovnosti a z nerovnosti (6) dostaneme:
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1 " W
Gia = | (n—1!>a;= A, resp. (= (ISR LI P
n! 1

a tym je dokaz nerovnosti (5) ukonéeny.

liste musime ukazat, kedy nastane rovnost. VSetky b; st rézne od nuly,
a preto na zaklade lemy a na zaklade analogickych tvah ako v prvej casti
dokazu, rovnost nastane prave vtedy, ked pre vSetky permutacie (ji, j2, ..., ja)
plati:

(8) oa; + asa; + .. 4 o, = kondt.,

resp.

%1 Ay An ") &
ai @A = konst.

Dokazme teraz, ze rovnost nastane prave vtedy, ked bud vsetky «; sa navzajom
rovnajud, alebo vSetky «; sa navzajom rovnaji. Budeme dokazovat nepriamo:

Predpokladajme, ze existuju také indexy p, r, s, , se plati a, 5 ara a; 5 .
Zoberme takd permutaciu (ji, j2, ..., jn), aby sa na lavej strane vyrazu (8)
vyskytovali ¢leny asap (resp. a;') a o, (resp. «). Takd permutécia zrejme
existuje. Vymenme v tejto permutdcii medzi sebou é&isla p a r (pri¢om zvysné
¢isla ostanti nezmenené). Na zaklade (8) tymto dvom permutaciam zodpove-
dajice vyrazy sa navzajom rovnajd, a preto plati:

N X — Xs
Asllp —+ Ay = sty + 4y, TOSP. @, . = .
Po tprave dostaneme:

Ay~ At X5 - A

(s — Ott)(ap —ay) = 0, resp. @, = Q,

To je ale spor s tym, Ze os 7# a a ap # «r. Tym je dokaz vety | ukonéeny.
It
V tejto dasti prace zavedieme dva nové druhy priemerov, ktorych vlastnosti

st analogické vlastnostiam (1, a 41,. Oznaéme

" 1

Gon = | [(aa; + aoajin + ...+ on@jinor),
- ! "
l 23 &, x
Aoy = " ai.ady LAt .
71

pritom pre k > n je ap = ar_,; ostatné oznalenia pouzivame v tom istom
zmysle ako v dasti I.
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({3, nazyvame cyklickym geometrickym priemerom s vahou o; Az, na-
zyvame cyklickym aritmetickym priemerom s vahou a. Analdgia Gy s G
a Aay s A je zrejma. Okrem toho Gy a A2q predstavuji v podstate zovse-
obeenenie geometrického a aritmetického priemeru. Skutoéne, ak polozime

N 1 1 1 )
& = (1,0,...,0), resp. a= |-, ..., , potom dostaneme: @,, = G,
n o n n

(,':1 = ‘4, Alfcx = A’ :42; — (’7'
Veta I1. Pre lubovolné «, pre kioré aspoi dve a; st rozne od nuly, plati:
0"7 A2(1§A G Za<A

V" pripade a1 = as = ... = a,, plati vade znamienko rovnosti. Medzi A2q @ A
a medzt G a Gon plati rovnost len v tomto pripade.

Dokaz. a) Dokdzeme najskor nerovnosti ¢ < (ay a Asq = A. Na zaklade
lemy pre Iubovolné ¢ = 1, 2, ..., n plati:

x &, &
(R AP S < wa; + asii1 + ...+ Ap@iin_1.

Ked znasobime, resp. séitame vSetky takéto nerovnosti pre ¢ = 1,2, ..., n,
dostaneme :

n
Y n

n
[Jai" =65, resp. nden = Z o Z a;.
i=1

7 tohto dostaneme dokazované nerovnosti odmocnenim, resp. delenim é&islom 7.
Na zaklade podobnych tvah ako vo vete I a na zdklade lemy usidime, Ze
rovnost nastane prave vtedy, ked a1 = az = ... = a,.

b) Teraz dokazeme nerovnosti (9) Gox = A, (0 < Ao, .

V leme polozme m = n, (10) b; = oqa; + oetiy1 + ... + tnlisn-1,

oy &,

, 3 ,  —— x 2
resp. bi =aj @ity .ol

1
pi = ,  pre vsetky +=1,2,..., n

Dostaneme:
n N n
1] — l Y n
(o = M o ai = A, resp. G = (af La . ” n- 1)
" " PE
i1 {=1
Zrejme pri ap = as = ... = ap nastava rovnost. Tym je veta dokdzana.
Poznamka 11. Z vety IT vyplyva, Ze podmienka a1 = a2 = ... = a, je

postadujuca k tomu, aby vo vztahu (9) nastala rovnost. Nasledujuci priklad
ukazuje, Ze tato podmienka nie je nutna.
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Polozme

» " 4 - ! .
ay — lous — 2 as Soay = 20 resp. ap = a, = 200, = 200, == 1.

Vo oprvom pripade plati:

4 .
124 I
(o 2= (L4232
6 4
Vo druhom pripade:
1 6 .
LR (MR [P

4

Nepodarilo sa nam urcéit vSeobeent nutni podmienku toho. aby nastala
rovnost. Nasledujica veta riesi len $pecidlny pripad problému: uvadzame ju
7 toho dévodu. 7Ze ju budeme v tretej éasti prace pouzivat.

Veta IIL.  Ned ja;} je rijdzo monolonna postupnost. potom ro rztehoch (9)
plall znamienlo rovnosti viedy « len viedy, ked
I \
RN % Ao L= Ay
Iz
Dokaz. liahko sa presvedeéime o tom, Ze (11) je postacujiuca podmicnka
k platnosti Gy o~ A a G = o,
7 dokazu vety Il (pozri ¢ast b) a z lemy vyplyva: ak vo vztahoch (9) na-

stane rovnost, potom pre kazdé ¢ == 1,2, ..., n musi platit:
i12) Ky o2 T gy = O (] b Xpaolla S L X gy
resp.

ayal oot = aiay . W,

kde ap = op y, pre k> n. Vyrazy vo vztahu (12) dostaneme z vyrazov (10)
cyklickou zdmenou poradia séitancov resp. é€initelov. Po tprave dostaneme
7 (12) rovnost:

(13) (r ~ «@2)(oq — 1) + (@2 — as)(og — %ii2) -+
+ (”1[—1 — an)(ai — opr1) = 0.
resp.

(%~ xit2) (% %ono1)

(% %.1) as
- : e S 1.
s a3 (407
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Nech o =~ max og; potom o — o =2 0 pre kazdé k= 1.2, ..., n. Postupnost

1<k=n
i) je rydzo monoténna, preto vyrazy (ar — ags) st bud vietky kladné.
A
bud vSetky zaporné | vyrazy ——— st bud vsetky mensie ako jedna. bud vietky
k41

viicsie ako jedna|. Teda rovnosti (13) mézu byt splnené len vtedy, ked oy -
o2 = ... = oy. Tym je dokaz vety ukondeny.
111

V tejto Casti ukdzeme niekolko aplikdcii vztahov uvedenych v casti 11,

Veta IV. Pre kafdé privodzené éislo n > 2 plati:

22n 2n (2n + 2)n
(14) B <
n—+41 n (n + 1)!

Dokaz. Polozme «a; =1, pre 1 = 1,2, ...,m; a1 = o2 = }; o5 =0 pre

j=3,4,...,n. Na zdklade nerovnosti ¢ << Glsy =< A (veta II) a na zaklade
vety THI dostaneme:

) n+n-~1 n+1 n(nJrl)

2 9 9 2 2n

n

Po tiprave mame:
1.3.5...2n—1).(n+1) (n+4 1)

DN e e e <
n 7!

Ked stredny vyraz upravime a celd nerovnost vydelime vyrazom n - 1.
dostaneme:

2m 1.2.3.4...2n—1).2n (n + 1)n-1
- - < p—— —_— —e < B — - — -
n 1 2.4.6...2n.n! n!
cize
dn

T <
n+ 1

Ked celd nerovnost vynasobime 27, dostancme (14).

Veta V. Nech prirodzené ¢islo n = 2; nech a je kladni realne Cislo. Poton.

n -+ a\n n(n + 1 [(n+ D)(n + a)\"
(15) : < [ -}~ n| <-——{— — e
« 2a n! 2a
n



1 a -+ 1

S oy = ,; = 1. Na
n 4+ a n 4+ @
zaklade nerovnosti (¢ =< (fox == 4 (veta II) a na zaklade vety 111 mame:

Dokaz. Polozme o) — o0 = ... = a1 =

n

'i/'; /1'47—2+...-;4n+a,h"'2+3+...'+nl}1+d A 1424 (=) (0L
! n+a n-+a n-+a
n(n + 1)
2n

Po umocueni a vynasobeni vyrazom (n 4+ «)? dostaneme:

(n + ayr . n! < [(n j ]) + (m] : [(n V{; l) =+ u] .
. n -+ D(n + ¢ it
[(72_2} l) -+ 2(1] [(n j 1) + (n — 1)(1] < (n + l(n ) .

Ked celt nerovnost vydelime a” . n!, dostaneme (15).
Désledok. Pre lubovolné prirodzené éislo n = 2 a pre lubovolné kladné redlne
¢islo b plati:
n4+ 14 2b6\" n-+b _ 1 [+ 1 420\

(16) e <
n + |1 n n! 2
L n(n + 1)
Dokaz. Ak polozime a = oy a dosadime do (15). dostaneme ne-
2
rovnost (16).
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ON SYMMETRIC AND CYCLIC MEANS OF POSITIVE INTEGERN
Pavel Bartos, Stefan Zndm
Summary

Three new kinds of means (G, Asx, Gha) are introduced and the relation between

them and the known kinds of means is shown.
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