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Matematický časopis 23 (1973), No. 4 

STUPEŇ INVERZNEJ KŘIVKY V PROJEKTÍVNOM PRIESTORE 
LAGRANGEOVÝCH-SYLVESTROVÝCH POLYNÓMOV 

IMRICH KOMÁRA, Žilina 

V celej práci předpokládáme pevné danú maticu A e GL(n, C), n > 2, 
ktorá má ?> navzájom róznych charakteristických čísel Xi, X2, . . . , X». Nech 
c5f(A) je množina všetkých matic tvaru: 

X = a 0 E + aiA + a2A2 + . . . + a»-i A»-*, a< e C 

a ^ ( A ) , respektive &(A) podmnožina množiny JŠ?(A) obsahujúca všetky 
singulárně, respektive regulárně matice z Jšf(A). Teda 

Sř(A) n ář(A) -= 0 

Sř(A) U m(A) = J2?(A) . 

Množina Jž?(A) tvoří vzhladom na operácie ,,po súradniciach a o , . . . , xn 1" 
w-rozměrný komplexný priestor s privilegovanou bázou 

s/= {E, A, . . . , A»-i} . 

Tento vektorový priestor je dokonca komutatívnou algebrou vzhladom 
na binárnu operáciu ,,násobenie matic" . Množina &(A) je podgrupou grupy 
CL(n9 C). 

Opísané algebraické struktury móžeme geometrizovat. Nech 

0 A : JŽ**(A) -> PA~\ X f-> X 

je kanonická projekcia z J.?*(A) = Jšf(A) — {O}, (O je nulová matica v Jšf(A)), 
na asociovaný projektívny priestor P A \ ktorého body sú triedy ekvivalencie 
v J^*(A) pri ekvivalenci i 

X ~ Y <==> existuje X e C tak, že X = XY . 

Operácia násobenia matic sa z Jžf(A) na PA~
X nedá prenášať, lebo množina 

J5?*(A) nie je voči tejto operách uzavretá. Grupová struktura grupy :^(A) 
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sa však dá previesť pomocou zobrazenia &A na časť priestoru P A
 1, lebo pre 

X i , X 2 , Yi, Y2 G ^ ( A ) platí: 

Xi ~ X 2 , Yi ^ Y2 => XiY 1 ~ X 2Y 2 

Teda v P A
_ 1 je daná podmnožina P A = 0 A ( ^ ( A ) ) , na ktorej je z -> (̂A) 

indukovaná struktura grupy. Označme ešte SA = P A
_ 1 — P A . 

V práci [2] bola dokázaná veta: Ak p je priamka v P A 1 neležiaca celá v ASA , 
tak v P A

_ 1 existuje algebraická křivka q a spojité bijektívne zobrazenie 
cp\j)->q tak, že pre X e p C\ RA je <L(X) = ( X - 1 ) . Křivku q sme nazvali 
inverznou křivkou priamky p. 

Y tejto práci vyčerpávajúcim spósobom odpovedáme na otázku hladania 
inverznej křivky q aj pre priamku peSA. Určíme algebraické vyjadrenie 
křivky q a stanovíme jej stupeň. 

Najprv preskúmame vzájomnú polohu priamky p a množiny SA. Dalej 
předpokládáme, že matica A je v Jordanovom tvare, t . j . A = diag(X\, ..., Xn). 
Vo vektorovom priestore ^ ( A ) existuje okrem privilegovanéj bázy ešte 
dalšia velmi dóležitá báza, a to 

3 = {z 1 ; . . . ,z„}, 

kde Zi je matica majúca všetky prvky nulové okrem prvku au = 1. (Tuto 
mat i cu nazýváme i-tý komponent-matica). Teda 

Zi = diag(0, . . . , 1 , 0 , . . . , 0 ) , 

(jednička na i-tom mieste). 
Geometrický význam bázy 3 J e očividný: singulár SA priestoru P ^ 1 

í*a skládá právě z tých bodov X = 0 A ( X ) , X = .z-Zi + . . . + xnZn, pre 
ktoró platí : det X = xlx2 ... xn = 0. Teda 8A je množina všetkých bodov 
ležiacich na stěnách simplexu {Zi, . . . , Zn}> Čísla x1, ..., xn sú charakteristické 
čísla matice X. (To je algebraický význam bázy 3 ) Presnejšie X 
= diag(x1, ..., xn). 

Uvažujeme v P A
_ 1 priamku UV, kde 

U = tfciZi + . . . + unZn, V = fliZi + . . . + vnZn . 

Bod X G VU zapísaný v tvare X = lU + sV leží na SA právě kecl 

(1) (tu1 + svl)(tu2 + sv2) ... (tun + svn) = 0 

Pretože body U, V sú rózne, je 

hod ( * - " ) = 2, 
\vl ... vnJ 
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a teda existujú aspoň 2 navzájom nie úměrné riešenia (li, s±), (fo, s?) rovnice (1). 
Odtial vyplývá: 

Lema 1. PriamJca p === UV e P A
_ 1 buď celá náleží do SA, bud přetíná singulár 

v Je bodoch, pricom 2 g Je ^ n. 
Dalej symbolom G označíme podgrupu grupy GL (n, C) tvořenu všetkými 

diagonálnymi maticami. Grupa G pracuje na množině Pn
A

x ako transformačná 
grupa predpisom 

C x P ; ! - > PX\ (diag (g\ ..., g»), (x\ ..., x»)) l-> (gW, ..., gW) 

v reperi 3-
Nech L je z váz voči inklúzii tvořený všetkými m-rozmernými stěnami 

( 1 <; m á n) simplexu SA; speciálně 0 je nulový prvok zvázu pre m = — 1 
a Pn 1 je jednotkový prvok zvázu pre m =• n. Definujeme zobrazenie n: 
Pi

A
1->L predpisom: TT(M) je najmenší prvok z L obsahujúci celu orbitu 

<7(M) bodu M. 
Teda ak 

M = m\Z\ + . . . + mnZn, tak 

7t(tÁ) = {xxm\Z\ + . . . + xnmnZn, xi e C} . 

Pomocou Livedených pojmov je možné zaviesť unárnu operáciu a: PA * -> P°A 

(nazveme ju relativné invertovanie matic) t a k t o : Ak X == x x Zi + .. . + xnZn 

je matica, ])otom vypuštěním nulových súradníc móžeme ju v podpriestore 
n(ZK) písať v tvare 

X = xhZh + . . . + ximZim, xh ... xim i=- 0. 

1 1 __ _ 
Nech X* = — Zi + . . . + — Zm. Položme a(X) = X*. Speciálně ak 

n-&\ rytím 

X <£ SA, tak X * = X - 1 . Uvažujme priamkup a označme n(p) — {^(X), X ep}> 
d(p) — dimji(p), x(p) = card {X e p, hod X < d(p)}. 

Lema 2. Existuje M e p tak, že TT(M) = n(p). 
D o k a z očividný. 

Veta 1. Nech p je priamka, potom existuje křivka q stupna x(p) — 1 a bijek-
tívne zobrazenie 

ap:p->q 

tak, že ptati X[ep, J T ( X ) = = n(p) => er(X) = ap(X). 
D o k a ž . N e c h ^ == UV. Dokážeme najskór, že veta platí pre případ n(p) = 
PX1. Nech X = lU + sV, kde X má súradnice a* = tu* + svK Nech 

rovnica (1) má x(p) róznych koreňov. Kedze n(p) = PA_ 1> všetky kořene 
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sú jednoduché, okrem jedného, ktorý je n — x(p) + 1 násobný. Bez ujmy 
na všeobecnosti móžeme precipokladať, že kořene rovnic 

tu1 + st!1 = 0, . . . , tu*^-1 + sv*W-i = 0 

sú jednoduché a rovnice 

tux(p) _|_ svx(p\ — o? .. ,jun + svn = 0 

majú spoločné riešenie. Potom 

tu*^)+1 + sv*W+1 = ki(tu*W + 8V*W ) 

(2) tu*(P)+2 + sv*^+2 = fa(tu*M + 8V*W ) 

tUn + SVn = kn-7t(p)(tu*W + sv*M)9 

kdo ki, k<2, . . . , kn~X(P) G C. 

Uvažujeme křivku q: 

7/1 = b(tu2 + sv2) . . . (fu*<p) + sv*W) 

7/2 = btfu1 + so^tu3 + so3) . . . (tu*M + sv*&)) 

(3) yx(p) = b(tul + so1) . . . (tu*™'1 + so*™-1) 

yy(p) + 1 = b^tU1 + SV1) . . . (tll^-1 + SV*™'1) 

Vn - bn-Hiptfu1 + evi) . . . (tu"W-i + sv*(P)~i), 

kde 6 =- ZT&2 • • • kn-K(P), bi = k2 •.. kn-X(P), . . . , bn-K(P) = kik2 •.. kn-X(p) \. 
Z (3) vyplývá, že každému bodu X priamky ^ je priradený bod křivky q, 
ktorá je stupňa x(p) — 1. Očividné toto zobrazenie je bijekcia, ktorú ozna­
číme ap. Nech JZ(X) = n(p); }>otom xl -= tu1 + sv1 + 0, preto a(X) má sú-

1 
radnice z1 = — alebo po úpravě 

xi 

Zi =. (tu1 + sv1) . . . (tu1'1 + soi-^tu^1 + SVÍ+1) . . . (tu* + sv») , 

čo použitím (2) dává 

_=jr_ 
Zn = V'1 

teda ap(X) - a(X). 
Nech 7i(p)CPn

K
1. Pretože struktura P^1 je dědičná, správnosť vety L 

vyplývá z reštrikcie priestoru P\ x na 7t(p). 
P o z n á m k a 1. Číslo x(p) definované vyššie a pojem .s-úmernosti matic 

z práce [2] sú úzko viazané takto : 
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Ak U, V sú dva rózne body priamky p, tak matice U, V sú právě x(p) — 
úměrné. 

D o k a z tohto tvrdenia vyplývá z jednoduché] xVvahy o matici 

lu1 . . . un\ 
{v1 . . . vn) 
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ПОРЯДОК ОБРАТНОЙ КРИВОЙ В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
ПОЛИНОМОВ ЛАГРАНЖА—СИЛЬВЕСТРА 

Нмрих К о м а р а 

Р е з ю м е 

Пусть С поле комплексных чисел. Пусть А — невырожденная матрица над (\ 
собственные числа которой только простые. Обозначил! е_?(А) коммутативную алгебру 
матриц 

X - а0Е + ахА + . . . \- а,,_1Ая--, ац е С 

п РА проективное пространство, присоединенное к <_?(А). Пусть р = X — 113 + «V -
прямая, кде и, Уб_?(А), 7, $ е С. В этой работе установлен порядок кривой (X" 1)-
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