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STUPEN INVERZNEJ KRIVKY V PROJEKTIVNOM PRIESTORE
LAGRANGEOVYCH—-SYLVESTROVYCH POLYNOMOV

IMRICH KOMARA, Zilina

V celej prici predpokladdéme pevne dant maticu A e GL(n,C), n > 2,
ktorda ma » navzdjom réznych charakteristickych éisel A1, A2, ..., As. Nech
ZL(A) je mnozina vsetkych matic tvaru:

X = aoE + 1A + a2AZ ... + a1 AL x;€C

a F(A), respektive Z(A) podmnozina mnoziny Z(A) obsahujica vietky
singuldrne, respektive reguldrne matice z £(A). Teda

F(A) N B(A) = 0
F(A) U Z(A) = L(A).

Mnozina Z{A) tvori vzhladom na operdcie ,,po stradniciach «o, ..., x5 1°
n-rozmerny komplexny priestor s privilegovanou bézou

o = {E, A, ..., A1)

Tento vektorovy priestor je dokonca komutativnou algebrou vzhladom
na bindrnu operaciu ,,ndsobenie matic*“. Mnozina Z(A) je podgrupou grupy
GL(n, C).

Opisané algebraické Struktiry moézeme geometrizovat. Nech

Dy LHA) > Pl X X

je kanonickd projekcia z L*(A) = Z(A) — {O}, (O je nulova matica v .Z(A)),
na asociovany projektivny priestor P31, ktorého body st triedy ekvivalencie
v £*(A) pri ekvivalencii

X ~ Y <= existuje 1€ C tak, ze X = 1Y .

Operdcia ndsobenia matic sa z Z(A) na P! nedd prendsat, lebo mnozina
ZL*(A) nie je voci tejto operdcii uzavretd. Grupové Struktara grupy #(A)
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sa viak da previest pomocou zobrazenia @, na ast priestoru P!, lebo pre
Xl, Xg, Y1, Yz € ,%(A) plati:

X1~ X, Y1 ~ Yy = X]Yfl ~ X2Y2—1.

Teda v Py ' je dand podmnoZina R, = @Po(#(A)), na ktorej je z A(A)
indukovang §truktira grupy. Oznadme eSte S, = Py ! — R,.

V prici [2] bola dokdzana veta: Ak p je priamka v P, 1 neleziaca celd v S,.
tak v P! existuje algebraickd krivka ¢ a spojité bijektivne zobrazenie
¢@:p—>q tak, ze pre Xep N R, je ¢(X) = (X1). Krivku ¢ sme nazvali
inverznou krivkou priamky p.

V tejto praci vyGerpavajicim spésobom odpoveddme na otdzku hladania
inverznej krivky ¢ aj pre priamku p e S,. Uréime algebraické vyjadrenie
krivky ¢ a stanovime jej stupen.

Najprv preskiimame vzdjomni polohu priamky p a mmnoziny S,. Dalej
predpokladdme, Ze matica A je v Jordanovom tvare, t. j. A = diag(1, ..., Az).
Vo vektorovom priestore #(A) existuje okrem privilegovanej bédzy eSte
dalsia velmi déleZitd baza, a to

J3={Z1,...., Zys},

kde Z; je matica majuca vSetky prvky nulové okrem prvku a;; = 1. (Tito
maticu nazyvame -ty komponent-matica). Teda

Z, = diag(0, ..., 1,0,...,0),

(jedni¢ka na ¢-tom mieste).

Geometricky vyznam bazy 3 je otividny: singuldr S, priestoru P7R?
sa skladd prave z tych bodov X = @,(X), X = a'Z; + ... 4 a"Z,, pre
ktoré plati: det X = ala?...a” = 0. Teda S, je mnozina vSetkych bodov
leZiacich na stendch simplexu {Z1, ..., Z,}. (isla a1, ..., 2™ st charakteristické
¢isla matice X. (To je algebraicky vyznam bézy 3.) Presnejsie X
= diag(al, ..., x").

Uvazujeme v P%! priamku UV, kde

U=wZ + ... +uZ,, V=02Z+ ...+ o"Z,.
Bod X € VU zapisany v tvare X = (U + sV lezi na S, prave ked
(1) (bul + sob)(tu? 4 se2) ... (fun + so?) = 0

Pretoze body U, V sua rozne, je

1
hod (u u") _s,

vl ... om
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a teda existujd aspoil 2 navzajom nie imerné rieSenia (f1, s1), (f2, s2) rovnice (1).
Odtial vyplyva:

Lema 1. Priamka p = UV € Py bud celd ndleZi do Sy, bud pretina singuldr
v k bodoch, priom 2 < k £ n.

Dalej symbolom G oznadime podgrupu grupy GL (n, C) tvorent vietkymi
diagondlnymi maticami. Grupa G pracuje na mnozine P, ako transformadnd
grupa predpisom

G x PR'— PRl (diag (g%, ..., g"), (&, ..., &%) > (gL, ..., gnan)

v reperi 3.

Nech L je zvéaz voéi inklazii tvoreny vsetkymi m-rozmernymi stenami
( 1 = m = n)simplexu S,; Specidlne 0 je nulovy prvok zvazu pre m = —1
a Prn 1 je jednotkovy prvok zvizu pre m = n. Definujeme zobrazenie m:
Pyt — L predpisom: 7(M) je najmensi prvok z L obsahujtci celtt orbitu
G(M) bodu M.

Teda ak

M = mlZ; 4 . mnZ,, tak
a(M) = {2lm'Z; + ... + armrZ,, 2t € C} .

Pomocou uvedenych pojmov je mozné zaviest unirnu opericiu o: Py ' > P!
(nazveme ju relativne invertovanie matic) takto: Ak X = #1Zy + ... 4 a"Z,
je matica, potom vypustenim nulovych stradnic mézeme ju v podpriestore
7(X) pisat v tvare

X =a"Z, + ... +a"Z, , a".. "D

1 1 o .
Nech X*=—Z; +...4+—Z,. Polozme o(X)= X* Specidlne ak
" '

m

X ¢ 8, tak X* = X-1, Uvazujme priamku p a oznaéme z(p) = {n(X), X € p},
3(p) — dim n(p), #(p) = card {X € p, hod X < 8(p)}.

Lema 2. Existuje M € p tak, %e n(M) = n(p)
Dokaz odividny.

Veta 1. Nech p je priamka, potom existuje krivka q stupiia x(p) — 1 a bijek-
tivne zobrazenie
Gp:P—~>q
tak, e plati Xle p, 7(X) = n(p) = o(X) = op(X).
Doékaz. Nech p = UV. DokédZeme najskér, ze veta plati pre pripad n(p) =

P31l Nech X = (U 4 sV, kde X m4 stradnice af = tu? + svi. Nech
rovnica (1) md »(p) roéznych koretov. Kedze n(p) = P, vietky koreno
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st jednoduché, okrem jedného, ktory je n — x(p) 4+ 1 ndsobny. Bez ujmy
na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze korene rovnic

tul + sol = 0, ..., lu*?-1 L gpx(®-1 ==
st jednoduché a rovnice

@ + spr® =0, ..., lu* + sv* = 0

maju spolo¢né riesenie. Potom
tux@)+1 1. gpr(0)Hl — kl(tu"(l’) -+ svﬂp))

(2) fu®+2 L g0} == fo(fun®) 4 sv*())

tu + su™ = kp_yp(tur® 4 sp*@)),
kde ki, ko, ..., kp—up €C.
Uvazujeme krivku ¢:
o1 = b(tu? + sv?) ... (furP) 4 sp*(P))
Y = (tul -+ 801)(tu3 + 803) (We(m -+ sz(p))

e e e e —_ e —

(3) Yuwy = bltut + s01) ... (L - s

Yn = bn—npy(tul - evl) ... (@~ L spx(-T),

kde b = ‘lkg e kn_%(p), bl = kz e ]Cn—x(p)- AP bn—z(p) == k1kz e kn—z(pl 1.
Z (3) vyplyva, Ze kazdému bodu X priamky p je priradeny bod krivky q,
ktors je stupiia x(p) — 1. Ocividne toto zobrazenie je bijekcia, ktort ozna-
¢ime o,. Nech n(X) = n(p); potom af — tu? + svP 7= 0, preto ¢(X) md si-

radnice z¢ == _ alebo po tGprave
Pt

2i = (ful - sob) ... (bui—l - soi=1)(tuiFt 4 soitl) Lo (fut + svt)

¢o pouzitim (2) ddva
S —
o= yn
teda o,(X) - a(X).
Nech w(p) C P L. Pretoze $truktira P! je deditnd, sprévnost vety 1
vyplyva z restrikcie priestoru P4 ' na z(p).
Pozndmka 1. (§slo x(p) definované vy3sie a pojem s-umernosti matic

z prace [2] st uzko viazané takto:
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Ak U, V sii dva rozne body priamky p, tak matice U, V st prive »(p) —
imerné.
Doékaz tohto tvrdenia vyplyva z jednoduchej tvahy o matici

ul ... ur
ol .. oem)
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HOPSIJIOK OBPATHOI KPUBOII B IIPOEKTHBHOM IIPOCTPAHCTBE
1HHOTHHOMOB JIATPAHMA—CHJILBECTPA

IImpnx Komapa
Penwome

Iycrn C noJie KomILIekelbIx yuced. ITycts A — neswpomgennaa marpuna unay €,
co0CTBeIIBIC YIICIa KOTOPOIl Toabko npocreie. OGosHauynvy Z(A) KoMMyTaTHBUYIO auretpy
MaTpuIg

X = oE + oA -+ ... } oy_1ARL) a; e C

1 Pa ! NPOEKTHBLOE TIPOCTPAHCTBO, npucoepunenmoe k Z(A). Iycts p = X = tU + sV -
npsamast, ke U, Ve Z(A), t, s € C. B vroii pabore ycramoBien IMopAfOK Kpusoil (X-1).
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