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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 2 — 1956

O DVOJICICH PLOCH SE SPOLECNYMI
DIFERENCIALNIMI INVARIANTY

F. VYCICHLO, PRAHA

Pii studiu diferencidlnich vlastnosti plochy vychazime od svazku teénych
vektortt v bod¢, ktery v geometrii indukované geometrii okolniho prostoru
nebo urcéené geometrii plochy umoznuje vytvatet diferencialni invarianty, které
do jisté miry charakterisuji plochu v okoli bodu.

Je-li plocha dana v trojrozmérném euklidovském prostoru rovnici

x = [ (u', u?), 1=1,2,3

tvori se diferencidlni invarianty prvého iadu pomoci vektora ()f , (x = 1,2);
' " du*
geometrie ve svazku je uréena formou ds? = a;, du* du'.
Obdobn¢ muzeme postupovat u dvojice ploch, jestlize body obou ploch jsou
sob¢ piiazeny znamym zptsobem [1].
Predpokladejme tedy, Ze jsou dany dvé plochy 'P, 2P v trojrozmérném
cuklidovském prostoru rovnicemi

W i 9 Qo if
fat = (et w?), Pt = 2 (et u?), (1)
. j. ob¢ plochy jsou k sobé vztazeny v bodové pribuznosti tak, ze si piislusi

body o tychz parametrech.
Budeme piedpokladat, ze funkee 'f*, 2f', definované v oblasti Q, maji v ni
spojité derivace do 3. fadu vdetné.
Ze Ctyvi teénych vektora
Jf o N AL
/, . / o slozkiach fr, ) / ,
Ju*’ Ju* du " du*
ve dvou odpovidajicich si bodech
2 2\ = 1 2
VM (wh, wo)€ WP, 2 M (wh, wy)= 2P, [(u,, u;) €L
utvoime tvto metrické diferencidlni invarianty dvojice ploch:
)1 )L 2 2
Iy = ()f, X ij_f , 2y {{f_ X f),i ,
ou' T ou? out " ou?
af oA of 0¥
1) — ;.,_‘ X T_,vé__,,,, - >< —i
ou o

(2)

our " oul’
I o o 0¥

Coul our Jud Jul’



Prvni tii vyrazy obsahuji vektorové sou¢iny obvyklé v euklidovském pro-
storu a definuji t¥i vektory, posledni vyraz, v n*mz jsou souciny skaldrni,
uréuje skalar.

Invariance vyrazu (3) ke grupé pohybové i k zméné parametrit u obou ploch
je zfejma.

Problém, ktery budeme resit, je tento:

Jsou dany dvé plochy (1) a jejich invarianty (3) jako [funkce 'ni(u', u2). 2n'(n',
u?), b (u', w?), s (u', u?) promsnngch w', w: v oblasti 2. Plime se, existuji-li
mimo plochy (1) dal$i dvojice ploch, které maji tytéZ invarianty (3).

Poznamka. Za predpokladu existence dalsi dvojice ploch odvodime nutné
podminky a potom uréime takové dvojice integraci zdkladnich rovnic.

1. Dokazeme nejdiive tuto vétu:

Véta 1. Nutnd podminka, aby existovaly vedle ploci (V) dal§i dvojice ploch
s tnvartanty (3), které nevzniknow ane translact ant symetrii z dvojice (1). je. aby
earstovaly v odpovidajicich st hodech obou ploch sdruZené smévy. kieré by si od-
povidaly v korespondenci mezi obéma plochamsi.

Poznamka. Prihlédneme-li k tomu, ze sdruzené sméry jsou te¢nami sdruze-
nych ktivek a Ze korespondence plati v celé uvazované oblasti, muzeme vétu
také vyslovit takto:

Nuind podminka, aby eaxistovaly vedle ploch (1) dal§i dvojice ploch s in-
varianty (3), které nevzniknou ani translaci ani symetrit z dvojice (1), je. aby na
kaZdé z ploch (1) existovala sil sdrufenyjch éar, které by odpovidala v kores pondenci
obou ploch sit sdruZenyjch car druhé plochy.

Dukarz: Predpokladejme tedy, ze vedle dvojice 'P, 2P existuje dalsi dvo-
jice 'P,2P s tymiz invarianty (3). Vyludujeme z tvah piipad, kdy dvojice
vznikne z dané posunutim nebo stiedovou symetrii a kdy rovnost invariant (3)
nové dvojice a dvojice dané je zfejma.

Plochy P a 'P si odpovidaji v bodové korespondenci, v mniz bodu

M (u), w;) € \P pritadime bod "M (u,, u;) € 'P. Ponévadz 'n = 'n v bodech ./
a M, jsou teéné roviny v téchto bodech vzajemné rovnobézné.
Korespondence mezi obéma plochami indukuje mezi svazky teénych vektorn

o stiredech 'M a 'M tednou kolineaci.!

1 Pigeme-li korespondenci mezi 11> a 1I” pomoci vztahi
ul = o(ul, u?), ut == plul, u?), (+)
kde ¢, v jsou funkce majici v 2 spojité derivace az do 3. fadu. Tecény vektor v LV je
uréen pomérem ky == du! : du?, v korespondenci odpovidajici velktor v L3 pomirem &,
du' : du2, pro ktery plati
dp oy

s Yo - . ('

kde ¢
’ P Jua

I Y ST N )
2 Y, U

oy b

Tato rovnice je rovnicl teéné kolineace,
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Uréeme nyni v obou svazcich ty sméry, které si odpovidaji a jsou rovno-
bézné. Z rovnice kolineace je patrno, ze vSechny vektory svazktt mohou mit
viastnost, ze kazdému odpovida rovnobézny vektor, nebo Ze existuji dva ta-
kové vektory, nebo konecéné, ze je jen jeden vektor svazku ' M, jemuz odpovidad
rovnob&zny vektor te¢ny v bodd 'M. Konstrukei provedme pro viechny body
plochy.

Také u ploch 2P, 2P sestrojme v kazdych dvouodpovidajicich si bodech sméry,
které si odpovidaji v prislusné teéné kolineaci a jsou rovnobézné.

Pripad, kdy vsechny teéné sméry v bodé plochy 'P maji za odpovidajici
rovnobtzné tetné sméry plochy 'P, nastiva soucasné se shodnym piipadem
uploch 2P a 2P kdyz plochy dvojice 'P, 2P vzniknou z ploch dvojice 112, 2P po-
sunutim nebo soumérnosti podle sttedu. A nahlédneme snadno, ze se tak stane
jen v téehto piipadech. V tomto pripade teénd kolineace mezi teénymi rovi-
nami ploch 'P a 'P prechizi v podobnest svazka ('), (*M). Stejné je tomu
u ploch 2P a 2P ve vSech bodech. Z rovnosti invarianti (3) pro dvojice (1P, 2/°),
('P. 2P) a z okolnosti, Ze podobnost nastava ve viech bodech ploch, vyplyne,
7e charakteristika podobnosti je --1. Plati tedy také

N af o ofe . .
()’I[,i = ():ul , ‘()uz = _‘l: ()—u—z I)Y’O Vse(ihllﬂf ’U,I, u2.
Odtud
Iff = 4 f 4 &, (@' jsou konstanty)
ofi — 4 b (b* jsou konstanty).

Dvojice 1P, 2P je tedy shodna s dvojici 1P, 2P. Kazda plocha vznikne z piisluiné
plochy prvé dvojice bud posunutim, nebo soumérnosti podle libovolného
bodu.

Vsimnéme si nyni pripadu, kdy v kazdém bodé plochy 'P existuji dva riczné
tecné sméry, k nimz prislu§né v odpovidajicim bodé na 'P jsou s nimi rovno-
hézné.

Zmaonme soutadnice w', u? na plose tak, aby tyto sméry byly teénami novych
souiadnicovych éar, které oznacime u, v.

Pro tyto parametry plati

()1_""'; B (f)]f; {)‘75 (f)lf;
Ju ouw’ v

pri ¢emz

Au =1, (7)

vzhledem k rovnosti 'n = 'n.
Obdobné rovnice ur¢ime pro plochy 2P, 2. Ponévadz kolineace mezi tec-
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nymi vektory plochy 1P, 1P ](' shodna s te¢nou kolineaci u ploch 2P. 2P a plati

vedle 2n = 5 také b = b, s s, dostaneme

s o2 (}f - ()Zf
o o’ Mo
s podminkou
M =

7 rovnic (6) derivovanim podle v, resp. u, dostaneme

A S ) N M T &

Judv v du Couov C ovon ou ov dvou

(6a)

(Ta)

Ponévadz 2. derivace jsou zamenné, vzhledem k predpokladu spojitosti deri-

vaci, dostaneme
o R R

A TR A e ) S
( 2 Adudv + o onw  du dv (%)
Obdobn¢ pro ?f° plati
a2 gL du O*f
A — Lottt PR ), 9
( # dudv T ov ou  Ju Jv )
Rovnice (7), (8) a (9) jsou splnény pii A = u = 1 nebo 1 = yu = —1 pri kazdé
dvojici 1f7, 2f*. Toto feSeni je trividlni a shoduje se s ptedchozim ptipadem.
Kdyz
R AL B
det. S e 0,
! dudv T du T Jdv *
nebo
KSR
det.| —'— o 0,
ouov > ou o ‘ |+
je
Jdr 0
A=p= +1, (‘M:O,
v Ju
coz je opet piedchozi piipad, ktery vyluéujeme.
Pro netrivialni ptipad musi tedy
| '2]( ) e
det. | , of , . 0 (L0)
Judv C du’ Jv
a také
R o2 ‘
CEHL TR, (11)
|

L dude ou v |

t. j. dary w == konst., v = konst. jsou sdruzené kiivky na plose 'P i na plose 2/°.

V piipads, ze v kazdém paru bodi "M, 'M existuje jen jeding smé

r. ktery

si sdm odpovidd v tetné kolincaci mezi obéma teénymi rovinami, dokazeme,

ze plochy P a 'P a 2P, %P jsou primkové.
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Zvolme na 'P a 'P kiivky, které jsou obaleny uvazovanym smérem za
v o= konst., kfivky u = konst. volme v asymptotickych kiivkéach.2

Pontvadz obdobné se chova dvojice ploch 2P, 2P, provedeme tutéz tivahu
a obdobnou volbu parametrickych ¢ar na nich.

Tecnd kolineace mezi svazky teénych smért o stiedech 'M a 'M, kterd ma
jediny samodruzny smér, dava vztahy

()lfi'_% o dlfi B o) o ,

ouw L ow > odv T v + Z"au . (12)
Obdobne o

N .

ow = Fow o T T lﬁi)?u ) (13)

V' rovnicich (12) a (13) se vyskytuje taz funkce 4 (u, v), ponévadz jsou si
rovny invarianty (3) obou dvojic. Dale je patrno, Ze v netrivialnim piipadé
je A k0.

7 rovnic (12), resp. (13), dostaneme

(’)2i/« o ()z'l'f'i B o2 o 11 (')1]:4)
Judv T duov T dvouw - dvou (’)u( ou |’
t.j.
J [, 0
oA = . 14
(’)u( du) (14
N S s s C ot
Jsou tedy funkece 4 7 zavislé jen na v, t.]. kazda dara v = konst. ma staly

o

. of . wr
smér (,l )f ) a je tedy primkou.
ou v Rons'.

Plocha P (') a obdobné 2P (2P) je tedy ptimkova a piimky si odpovidaji
v korespondenci mezi obéma plochami.

Poncvadz jsme volili také ¢ary w = konst. asymptotické, je ztejmé. ze pii
zobrazeni bodu *M (u,, v,) do 2M (u,, v,) sdruzenym smérim plochy '/ od-
povidaji sdruzené sméry plochy 2P, nebot tedné kolineace korespondence
zachovaji harmonicky dvojpomér mezi sméry asymptotickymi a sméry sdru-
zenyeh car.

Jestlize plochy 'P a ' jsou rozvinutelné, muzeme zvolit v bodé 'M,
resp. "M, kiivky w = konst. libovoln2 na obou plochdch, tak aby se nedotykaly
piimek v = konst., a pokladat je spolu s piimkou v = konst. za sdruzené ktivky.
Obdobn¢ je tomu u dvojice 2P, 2P a tedy také u dvojice 1P, 2P.

Mame tedy dokazano, Ze i v tomto pripadé na plochach P, 2P existuji sité
sdruzenych kiivek odpovidajicich si v korespondenci mezi 'P a 2P.

’

Vime-li, ze na plochiach 'P, 2P nutné existuji sdruzené sité, které si odpo-

2 Predpoklad o jejich existenci je opravnény a neomezuje obecnost tvah u ploch,
Které nejsou degenerované.
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vidaji v korespondenci obou ploch, je tieba ukazat. jak se uréi. Udinime tak
v tomto odstavei.

Z rovnic (1) uréime koeficienty druhych fundamentalnich forem 'L, '3/ 1.\
2L, 2 M, 2N obou ploch. Pro sdruzené sméry (du' : du?), (ou' : on?) odpovidajici
st na P a 2P plati:

L dutdout + "M (du'du? - du2ou') + "Ndu2du? - 0,
2L dutdut - 2 M (du'du? + du?oun') - 2Ndu?ou* = 0. (15)
Z rovnic (15) plyne pro du' : du*, nebo pro du' : du? tataz rovnice
(U2M — ML) (dut')? + (VAN — 20N) duldu? - (PN — 230N ) (dwe)? = 0,
(16)
Je-li v rovnici (16) diskriminant D - 0, dostaneme z (16) dva razné sméry
a integraci dva systémy sdruzenych a odpovidajicich si kiivek.
Je-li v (16) diskriminant /) = 0, je bud
VLo "M OIN = 2L 2] 2N (17)
a pak si odpovidaji asymptotiky a existuje nekoneénc¢ mnoho smérasdruzenych
a odpovidajicich si na obou plochach (viz posledni pripad odst. 1), nebo vedle
D=0 je
"M "N =2L 20 ¢ 2N, (18)

V tomto piipadé, v disledku posledni tvahy odstavee 1, si neodpovidaji
asymptotiky, a tedy neexistuji sdruzené ¢ary odpovidajici si v korespondenci
mezi plochami 'P2P.

V tomto odstavei dokazeme zakladni vétu pro nase uvahy:

Véta 2. Budte \P, 2P plochy definované (1) a takové. Ze existuji na nich sdri-
Zené kfivky w' = w = kenst., u? == v = konst., které si odpovidajl v korespon-
denci, v niZ bodu M (u, v) € 'P pFislusi bod 2M(u, v) € 2P.

Dale predpokladejme v pFipadé, kdy ‘P a 2P jsow pFimkové, Ze si jejich primly
neodpovidaj?.

Koneéné budte
o=, (b e =1, 2)
('hristoffelovy symboly plochy “P.

Nutni a postacujict podminka pro existenci dal§i netrividalni dvojice ploch
1P, 2P . ]., kterd nevantkne z prvé posunutim nebo stiedovou sowmérnosti. « kterd
md tytéz invarianty (3) jako ', 2P, je

L. ri,=2r, I, AT AT A (19ah)
2. bud

O T T2 () I‘l DY AT AL (1) 2 () 11 () 12 .
s g — T 2 P4 od Jo — i~ o =— , — — 17%5,) == 0O, 2()
204 — o D206t — L) (o = ) o0 o)

nebo
7] 7]

2]1(., v‘.z‘ 7 ]11.‘ v V»_)U 3|

Wl = o Th= 0 0%, 1)
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) () . SR Jd o,
S, — S, 2T — 0
" gy d¥ v L (22a)
B =L 2 = p , &ad
' Al AP ) D] )U ‘ v 2 ) 1w
2, — 2o, e, — 2,
v ov
A R W R R
(20t — ) (o 1 — 2 1)
A 7 o ou o ]
o d 2 a
(21':._,1% _— 1’?2)
1 T2 () Al
) (21 LI, — dduz)
o 2 . (22h)
(I Al T J 192
(2[ WA, — '{,)’1’)1 Tz)

Jsou-li plochy \P a 2P primkové a odpovidaji-lv sv primky obou ploch v zminéné
korespondenci, pak nutnd a postacujici podminka, aby existovaly dalsi pdary ploch
ploch 1P a 2P s tiymiZ invarianty (3), jako maji \P a P, je, aby bodové fady na
primkach si odpovidajicich byly podobné.

Dikaz: Predpokladejme, ze vedle ploch P, 2P existuji netrivialni plochy

P 2P s tymiz invarianty (3). Zakladni Gaussovy rovnice pro plochy P, 2P

jsou
(”)2Icfi . (')kfi o (/)/:f; )
sl = KT k1M, 3 k=12 23
Juov gy TR gy ( - 2) (23)
. . gref
Vvlouc¢ime-li z (23) a (8), resp. (9), druhé derivace G dostaneme

da , u

o, = (A=, = 24
(@ ' E ()L M) I, P (24)
— e f)% e 01 95
(o — A2}, = PE (A — p)2ls, = o (25)

y s . L . A N .1y
Piedpoklidiame  pritom linearni nezavislost vektora ) / - ! . Ponévadz
du ’ Jv

A pvedena A == p = | 1atytohodnoty plati jen pro trivialni pripady ploch
PP je nutné 4 4= uoa oz (24) a (25) plynou podminky (19a, b) jako nutné.
Miizeme tedy psat
p - P
l[“m - 2[112 - lelz s I—[‘fz = 21,12 - ]‘12-

Rovnice (24) a (25) se redukuji tedy na dv$, na pt. (24).

Podminky integrability téchto rovnic jsou dal$i nutné podminky pro P
a 2P, Uréime je:

3 Clen s normédlovym vektorem vypadne, pondvadi determinant. rovnice (23) pro plochy

[ ok gRfi kg

P20 resp. 2P, io] s s == 0 podle rovnice (10).
ot . J dudv’ ouw " ov ! (10)

91



Funkce 4, u ve (24) maji v dasledku piedpokladu o existenci spojitych tie-
tich derivaci funkei *f* a rovnic (8), (9) vSechny derivace do 2. fadu spojité.
Plati tedy
) %A Pu_ Pu
dudv  dvow’  dudv  dvou”
Vylouc¢ime-li z (24) a z rovnic (7), t. j. Au = 1, na pi. g, dostaneme:

2
s = ey (26)

v T ou
a odtud plyne podminka integrability rovnic (24)
(01}, )[” W s -
R R e I TAWANT 1)]f<». (=7)

Pro 1 = -£1 je (27) ziejmé splnena, to je viak ptipad trivialni. Pro ostatni
piipady, kdy 4 #= 4-1, je

oalv, al'y,
(2,0, — ) =2, — 28
’ ( e Jv Frt™s A (2%)
Je patrno, kdyz
. )I”,
2001, — »( ‘~ 4= 0, (29)

ze vzhledem k nutné podmince pro nenulovy vektor teény 4 == 0 je také
al',
0. 30
ow F (30)
Mimo to vidime, ze pro netrivialni ¥eseni, t. j. pro 4 == -1, musi

oIt ol

200,17, —

L T 31
v + o (1)
Je-li
YA A _(2]1"_2 — 32
2T — T =0, (32)
je pro A 0
all,
ALY A T L 33
TR AS g 0 (33)
a obracend.
Je tedy
o, _ oI (34)

Ju v

Pro 22 4= 1, a tomu tak je pii existenci netrivialni ('P,2P), musi tedy byt
splnény (29), (30), (31), nebo (32), (33), (34).

Tyto podminky jsou pravé (20) a (21).

Vypodéteme-li z podminky integrability (28) hodnotu 22 a dosadime do (26).
dostaneme dal$i nutné podminky (22a), (22b).
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Dokazeme nyni postacitelnost podminek (19a, b) aZ (22b).

Pro plochy 'P, 2P je tieba uréit rovnice (6) a (6a) nebo (12) a (13), t. j.
urtit A a p pri podmince (7). Zabyvejme se nejdiive pitipadem rovnic (6)
a (ba).

dovnice (8), resp. (9), pro 4, resp. u, je tedy treba integrovat. To jsme
v podstaté provedli.

Rovnice (26) pro A2 je pii splnéni (20) a dédle (22a) (22b) integrovatelnd
jedinou hodnotou 4% 4= I, vypocétenou z (28).

V' prvém pripadeé, pti splnéni (20) a dalsich. existuje tedy jedinyg pir ploch
PP, ktery méa tytéz invarianty (3) jako P a 2P.

V druhém pripadé, pti splnéni (21) a dalsich, rovnice (28) nedava 22 a je tieba
vyjit od (21).

Predevsim konstatujeme, ze ve (21) jsou funkece I'l,, I'}, i jejich derivace
spojité. nebot je lze vyjadrit nejvySe tietimi derivacemi funkei !f°) 2f°. a
u nich predpokladame spojitost.

7 posledni rovnice (21) plyne, ze existuje funkce X (u. ) takova, zZe

- X - ()X

e 35
o (35)

ou
Pryni rovnice (21) zaruduje, Ze jsou splnény (22ab) a dava pro X (u, v) vatah
L0X0X X )
Ju dv Judv’ '
Této rovnici zfejmé vvhovuje

Xoe g (74 D, (37)

kde 7 - U (), V =V (v).

Rovnice (26) pro A2 budou

Cgr vy = T1gz—1), Llg@ vy =2 lg(l —-l,). (38)

v - v - o
Odtud dostaneme
1
Bl (U4 DU, 1 — = (U A+ V) V(). (39)
kde U7 (u) je funkei jen w, Vi(v) je funkei jen .
7 rvovnic (39) dostaneme vztah mezi U, V, U, a V,
Uy —V)WU +V)— UV, (U-+V)2=0.
Ponévadz U -+ V == 0 [viz (37) a (35)],
je
U, —V,= UV, (U + V). (40)

U, — V,=0jenpro 22 = 1, t. j. v trividlnim piipade.
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Rovnici (40) lze psat tedy

1 o) - b
PO T e
t. j.
U+,1 —V l~('*k)nqt)
: l‘]’; + 1/] 7 (7 onst. ).
Potom (39) dava
A o 4
p=, T (41)

a rovnice (7) a (6) daji If*, resp. ¥f%, t. j. hledané plochy P, 2. \" tomto pii-
padé dostavame jednoparametrovy systém dvojic P, 2P.
Poznidmka. Systém s parametrem (' je takovy. Ze pro (' oo je
P(e) — 1P, 2P(c) > 2P.
Nyni se vratme k pifpadu, kdy uréujeme ' a 2P z rovnie (12) a (13). Vime.
ze v tomto piipadd plochy 2. 2P jsou primkové [viz rovnici (14)] a Ze si jejich

primky neodpovidaji [2].
V' tomto pripadé rovnice (24) a (26) jsou nahrazeny rovnicemi (14)

Jd (0%
C20 ) =00 (k=1,2
Ju (/1 ou ) ( -2

které jsou vidy integrovatelné.
Uréime vsak plochy /. 2/ piimo.
Ponévadz P, 2P jsou primkové, muzeme jejich rovnice napsat ve tvaru

Ef (e, v) FA (w, v) Fpt(v) + Ty (). (k =1, 2). (42)

kde *p* (v) je jednotkovy vektor na primee a *¢' (v) je radius-vektor iidici

kiivky.
Z rovnic (42) a (14) dostancme
0" ,
YLt :LI/p 40 :
s (v) + 0, (43)

kde *V* ma derivace alespori do 3. fadu spojité.
Rovnice (12) nabudou tvaru

o A,

P O
- O (FAYpY dtg (+4)
P V() -+ v o

Z prvni rovnice (44) vychazi integraci

fo(u, w) = A FAFpE R (v). (45)
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Druhd rovnice (44) dava po integraci pro *r' (v)

ki (v) — qu i‘j AVE (’l)) d?),
0

takze
'kﬁ o / V) dv - FE (v) £ A fp (v). (46)

Je ziejmé, ze z existence “I’Y plyne existence “V¢, a dale, Ze pro v = konst.,
t. j. pro primky si odpovidajici na *P a “*P ob& bodové fady jsou shodné a jedna

”
vznikne z druhé posunutim o vektor ** = } V¢ do.
0
Ponévadz 1p (v), 2p' (v) jsou jednotkové vektory na piimkéch rovnobéz-
nyveh. plyne ze (43):
J2A 0 A

du T ou

2177 (w) TV (w) = 2p p= D (v), (+7)

XV (v) = @ (v) .V (v),
nebo

24 (u, v) = TAD (v) + v (v). (48)

Tvto roviice ukazuji. Ze bodova tada na piimee plochy 2P je podobné k bodové
radd na primee odpovidajici plochy 'P.

Nutnost podminky ve vété je prokazana.

Postacitelnost je ziejma z obraceného postupu.

Poznamky.

1.V tomto piipads existuje tedy k 'P a 2P nekonetné mnoho pdri ‘P, 2P,
kteréd maji s nimi stejné invarianty (3).

Plochy téchto dvojic jsou na sebe zobrazeny tak, ze bodové fadé na kazdé
primee jedné plochy odpovida podobnd Fade na piimce druhé plochy. Charak-
teristika podobnosti se méni pii pechodu od primky k piimce.

2. Snadnym vypodtem vychazejicim z (6) a (7), resp. (12) a (13), zjistime,
ze invarianty (3) dvojice 'P. 2P jsou tytéz jako u 'P, 2P.

Zaver.

Je patrno. ze jsme pii svych tvahdch podstatnym zptisobem pouzili teéné
kolineace korespodence mezi obéma plochami. S jeji pomoci se ndm podafilo
integrovat zakladni rovnice.

Déile je ziejmé, ze invarianty (3) newréwji dvojici ploch 'P, 2P jednoznainé.
Vznikd tedy otdzka, kterym podminkam musi invarianty (3) vyhovovat, aby
jimi byvla uréena dvojice jednoznaéné.
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OMAPAXTTOBEPXHOCTEMX
COBULUMU TUDPDPEPEHILMAJDHBIMH
MITBAPUMAHTAMH

®. BbIUKMXJIO

BreiBo g

Iycets
R ), A2, - 1.2.3 (hH
ypaBHeHUsI noBepXxHocTtel 'P, 2P,

O6pasyeM BO B3aHMHO COOTBETCTBYIOMLIX Toukax ‘M (wy, wy) 2V P20 (il ) €20
UHBAPHAHTHI

- N
Ju?
s o*f
" dut
) e of e il

o o o
»f __of  f

Jut  oud  oul’

Okf
riae | 5 s (= 1L 2) - weTBIpe KAacaTeJLHLIX BEKTOPA ¢ COCTABJISIOLLINK
Q[ s, i)

akfi
(OunL )(u“,, u?)’

IIpoGsiema, pemaemast B paGore, TaKoBa:

CyutecTByloT-nn KpoMme nosepxiocreii (1) 1t gasbieiiuniie fapbl nosepxuocTeil, 061a1a-
I0lllHe TEeMH JXe HHBapHautaMmu (3)?

ABTOPOM JIOKA3BIBAIOTCS JIBC TCOPEMBL:

Teopema 1. HeobGxoauMbiM yciloBlIeM CYIICCTBOBAHUSL MOMIMO noBepxuocteit (1) qacn-
HeHUINX 11ap NOBEPXHOCTeH ¢ UHBaphauTaMu (3), He moJyualoutixcest u3 naps (1) Hit nyrewm
C/BHIa, HH TyTeM IpeoOpasoBatist CHMMETPII, SIBJASIETCST CYUIECTBOBAHHC Ha Kax10il H3
nosepxHocteit (1) ceTH conpsKCHNBIX JUHHI, KOTOPOH Obl NP COOTBETCTBHH MCKIY 9THMI
JIBYMst IIOBCPXHOCTSIMH OTBEHAJA CCTh COUPSIKEHHBIX JIHHIA BTOPOH MOBCPXHOCTI.

Teopema 2. ITycrb 'P u 2P — 11OBEPXHOCTH, Olpee/icHHbIe COOTHOWeHHsIMIL (1), 1 TakHe,
UTO Ha HHUX CYUIECTBYIOT CONpsiMcliiible KpuBbic u' = w’ = konst.,, u! = v = konst., oTBC-
YgIolULlHe APYr JAPYTY NPH COOTBUTCTBHIL, MPH KOTOPOM TouKe ’M(w, v) € 'P orBeuaer ToUka
'M(u, v) € ?P.

Janee, Mpl mpeffioiaracm, uto B Cayudae JiefuaTelX TOBepXHocTedl 'P 1 2P HX NpsiMble
HC COOTBCTCTBYIOT UPYI™ APYTY.
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f

s "}M
Hycern, nasoneu, *77%. = Ve

BepXHOCTH *P,

S (b, ¢, k= 1,2) o3naualor cnmpoasl Xpucrobdeas aast no-

Heooxommbie 1t ocTaTtounbie YCJA0BHST CYLULCCTBOBAHUS jalbHeHICH HeTPUBHALIION Naph

nogepaiocreit 'P, 2P, 1. e, TaKoil, Kotopas He NoJyuaercst H3 ne

pBOl:'I nyTem CcJABHI'a  HJill

HpeoGpasoBaiiist HCHTPAMLHON CHMMCTPHH, 11 IIMelollell Te e ltuBapuautel (3), Kak u 'P,

D, HMCIOT BHL
1)
Ty Py o Dy Ty =20 T (19a, b)
2)
J } o 0 J
RYANAES Yo oy e o e 4 ( S
(2rert - § ru) (prirt— g rn) (3 b= o) o (20)
i
0 0
o 2 1» _ 7 72‘7 R)
-Fu[lz P 12 o 12 ( 1)
3)
J .., o , J
el AT A 20,13, — 1},
) ouw "t onT B d o O " (222)
- LY AR AR d 2 Jv LY AR Ak 0 2 ’ -
21, fz"b[, s, 2I't, ', - oo 17,
1 J 0 (-
('-)'Ivlzlvfz ; '12)(7/ 1:2 ;‘]1;‘:) P 2[‘}:] (2 ;f 1 {2
gy du u o oe ] "() T ou (221)
o R 0\ ou S Jd ., ==
2 lz[ et 1 12 21 1:’ 12 "f"] 12
o ov

Eean nosepxuoctit 'P oy ‘P aneduatele M ecJir 1psMbie 00CHX

MOBEPXHOCTCIH OTBCUAIO S

JIPYT ADYTY LpH YKa3aHHOM COOTBCTCTBIM, TO HCOOXOIIMBIM 1l JIOCTATOUHBLIM yaimoBuem ¢y-

ILCCTBOBAMNS JAJALHCAIIMX nlap nosepxuocted 'P i1 2P ¢ TeMil 2Ke HH
SRISICTCS OROOHE PSJIOB TOMCK HA COOTBETCTBYIOUMX JIPYT APYTY

7 Matematicko-fyzikalny ¢asopis SAV, VI, 2 — 1956

Bapitanrami, kak 'P u ‘P,
NpsIMbIX.
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