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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 2 — 1956

POZNAMKY
K U-AXIOME V TOPOLOGICKYCH GRUPACH

LADISLAV MISIK
Katedra matematiky Slovenskej vysokej Skoly technickej v Bratislave
K 75. narodenindm akademika Jura Hronca

Mnozinu L nazyvame priestorom s konvergenciou, ak pre kazda postupnost
{a,}.”, prvkov z L je definované, ¢i ma limitu, t. . je jej priradeny nejaky
prvok z L, a ¢i nema limitu, t. j. nie je jej priradeny Ziadny prvokz L. V takomto
priestore postupnosti, ktoré maja limitu, nazyvame konvergentnymi. postup-
nosti, ktoré nemaji limitu, divergentnymi. Limitu konvergentnej postupnosti
{a,}.”, oznatujeme lim a,. To, Ze postupnost {a,},* je konvergentna a ma za

n—» o
limitu prvok a, oznadéujeme tiez {a,},” ->a. Priestor L s konvergenciou nazyva-
me L*-priestorom ([1], str 83—84), ak plati:

i) kazda postupnost {a,},”,, kde pre n =1,2,3. ... jea, =a a a € L. je
konvergentnd a lim a, = «:
n— 0

ii) pre kazdu rastiicu postupnost{k,},”, prirodzenych ¢isel a pre kazda kon-
vergentni postupnost {a,},”,. pricom a, € L, je postupnost {a, },”,. tzv. vy-
brand postupnost z postupnosti {a,},”,, konvergentnd a lim «, = lim «a,:

n— a0 n—>x

iii) pre kazddé postupnost {a,},*, a, € L, ktora nema za limitu prvok «.
existuje rastiica postupnost {i,},”, prirodzenych ¢isel, Ze pre zZiadnu rasticu
postupnost {k,},”, prirodzenych ¢isel postupnost {a, },*, nemi za limitu
prvok a. '

L*-priestor L nazyvame topologickou g-grupou ([2]), ak kazdej dvojici
prvkov z, y € L je tak priradeny jeden a len jeden prvok z € L, ktory nazyvame
siétom prvkov x a y a oznacujeme z = x -+ y, ze su splnené nasledovné pod-
mienky:

1) pre kazdé prvky x, y,z€ L plati (x + y) + 2 = & 4+ (y + 2);

2) v L existuje taky prvok, ktory oznad¢ime 0, Ze pre kazdy prvok x € L plati
x4+ 0=0+2a=uzx;

3) pre kazdy prvok x € L existuje v L taky prvok, ktory oznacime —.a. ze
T+ (—2)= —2x + x=0;

4) ak postupnosti {«,},% a {y,},%, , € La y, € L, st konvergentné, potom
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aj postapnosti' {o, + y.1% a {o, — ¥,},7% s konvergentné a plati lim (x, 4

n—

Hog) - dim e, + lim oy, lim (2, — ,) = lim 2, — lim y,.

n—= 7% H—> 0 H—> % n—cwo n— oo
Topologicka L-grupa nazyva sa komutativnou, ak pre kazdé dva prvky a,
yeL platix +y =y -+ .

Nech 4 € L, kde L je &*-priestor, potom 4 je mnozina prvkov a € L, pre
ktoré existuje aspoil jedna konvergentna postupmost {a,},%, a, € 4, ktord ma
za limitu prvok a. Ak pre kazdi mnozinu A CL plati 4 = 4, hovorime, 7ec
WEpriestor L spliiuje tretiu Kuratowského axiému alebo U-axiému. MnoZina
I C Lvolisahustouv I..ak H = L. Ak B C L kde L je *-priestor, potom B
splituje -axiému, ak pre 4 C Bplatidn B=4dn Bn Ba B 3 nesplituje
[ -axiomu. ak existuje aspoii jedno A € B, Ze plati A n B+4 n Bn B.

Nech o(e. ) je redlna funkeia definovand pre kazdé x, y € L a nech ma vlast-
nosti:

I.pre v, y € L je o(x. y) = 0 a o(x. y) = 0 vtedy a len vtedy, ked x = y;
Il pre x.y € L je o(x. y) = d(y. @

ILL pre @, y, 2 €L je dx, 2) = d(x, y) + 0y, 2), potom funkeia d(a, )
nazyva sa metrikou pre L. Ak H C L a 6(x, y) je metrika pre L, potom I je
husta pri o(x, y). ak ku kazdému & > 0 a kazdému «a € L existuje b € H, 7e
Ma.b) <= ¢. Hovorime, ze topologicka £-grupa L mé vlastnost (d) pri metrike
o(e. y) pre L. ak plati: ak {3}, z, € L, {y.}."~2, y, € L a {6(x,, y,)}.” =0,
potom postupnost {x,},” je konvergentna a ma za limitu z ([3], str. 234).

Je zrejmé, ze v kazdom L*-priestore spliiujicom U-axiému, kazdd jeho pod-
mnozina splituje U-axiomu. Ak @*-priestor L nespliiuje U-axiému, potom
zrejme existuju aj také podmnoziny, ktoré spliuju U-axiému. Ak L je komu-
tativna topologickd L-grupa nespliujica U-axiému, potom kazdd mnozina
Il C L. ktord je tiez grupou vzhladom na operaciu siétu definovani v L a ku
ktorej existuje takd metrika o(x, y) pre L, ze L ma pri nej vlastnost (d) a H je
pri nej husta v L, nespliiuje U-axiomu (veta z [3], str. 234). V tejto praci su
uvedené najprv dve vety sivisiace s U-axiémou v komutativnhych topologic-
kyeh Y¥-grupdch a potom je udany priklad takej komutativnej topologickej
L-grupy  nespliiujicej U-azxiomu, w klorej existuje takd hustd podmmnoZina,
ktord je sicasne podgrupow a splituje U-axiomu.

V" @*-priestore L dvojnou postupnostou nazyvame funkeiu definovani pre
vietky dvojice (n, k) prirodzenych &isel, pricom kazdej takej dvojici priradeny
prvok je z mnoziny L. Ak ten prvok oznadime a, , , potom ti dvojni postupnost
oznacime  nasledovne {a, ), . Kazda postupnost {a,.}”,, kde {n;}”,
a {k},% st rastice postupnosti prirodzenych &isel, nazyvame diagonalnou
postupnostou utvorenou z (lvojnej postupnosti {a,,},% . Bod a€L na’zyvame
bodom = viastnostou o([4]. str. 3), ak existuje taka dvojna postupnost {a, ,},%

v,
):
o(x

s

&0 () budeme tiez znadit ar - Y.

~1
ey
<



a,, €L, ze pre n = 1,2, 3, ... je postupnost {«,,},” konvergentnia a ma za
limitu prvok a, ale Ziadna z nej utvorend diagonalna ])ostupnost nema za limitu
prvok a. Komutativna topologickd -grupa L spliiuje U-axiéomu vtedy a len
vtedy, ked ziaden jej bod nemd vlastnost o ([4], str. 8. veta 3).2

Veta 1. Nech L je komutalivna topologickd L-grupe nesplitujica U-axiconu
a nech H je hustd podmnoZina, ktord je sicasne podgrupow. Potom nutnd a posto-
Cugiica podmienka, aby H nespliovala U-axidmw, je nasledovnd: kw kaidénn
x € L existuje takd dvojnd postupnost {x,,},% . @, € H, Ze pren = 1.2.3. ...
je postupnost {x, .}~ konvergentnd a md za limitu a. ale Ziadna diagondlna
postupnost z mej wtvorend nemd za limitu x.

Dokaz. Dokazeme, ze podmienka je nutna. Nech FH nmplhujo U-ar\i(')mu.
Kedze H nespliiuje U-axiomu, existuje taka dvojna postupnost {w,.}, = . takd
postupnost {z,},*, a taky prvok v €H. » ,€H a v, € H, 7c {x
{x,} 7~z a ziadna diagondlna postupnost utvorend z {@,,},7 , nema za limitu
x. Ale z toho vyplyva, pretoze I je podgrupa L. ze existuje taka dvojna postup-
nost {a,,).7 ., a,€H, ze pre n =1, 2.3, ... je {a, .}, >0 a ziadna
diagondlna postupnost utvorend z {w,.},7 , nema za limitu 0. Nech 5 € L.
potom existuje taka postupnost {y,},”, y, € H, ze {y,},”,» y. Ale potom dvojna
postupnost {y. + a,,},% , ma tieto vlastnosti: pre n = 1. 2.3, ... je postup-
nost {y. + «,,}°, konvergentnd a ma za limitu y.y, 4+ «, € H. a 7Ziadna
diagonalna postupnost utvorena z {y. + «,,}.7 | nema za limitu y.

Dokazeme, ze podmienka je postacujica. Nech {a,,},”, je taka dvojna
postupnost, ze «a,, € H, pre n = 1, 2,3, ... postupnost, {«, },”, je konver-

n.k

v F .
PR Y RN A

gentnd a ma za limitu 0, ale Ziadna diagonalna postupnost znej utvorend nemd
za limitu 0. Dalej je zrejmé. ze ku prvku x € H musi existovat takd prosta
postupnost {x,},”, prvkov roznych od a z H, 7e {x,},* -~ x. Uvazujme teraz
mnozinu 4 vsetkych tych prvkov z, + «a
Zrejme je x, € A pre n = 1. 2.3, ....
Keby prvok 2 bol 4, potnm by musela existovat taka postupnost pryvkov

, ktoré =i rozne od prvku ..

non ok

ps
TR S A

ze (w, + a,,_,li‘_,,,‘f,- .~ @. Mnozina ¢lenov postupnosti {n, + k, — 11,7 musi

z A, ktord by konvelgovalal\ @, ¢ize by existovala postupnost {x, - «

byt zrejme nekoneénd. Je teda mozné vybrat ti postupnost dokonca tak, aby

{n; + k;, — 1}, bola rastica postupnost prirodzenych ¢isel. Z toho, Ze postup-

nost {x,},% je prosta postupnost prvkov réznych od prvku x, viplyva. ze

mnozina ¢lenov postupnosti {n.;},”, musi byt tiez nekonetnd. Teda je mozné
\ x

ta postupnost {x, +a, .. ., 4770 tak vybrat, ze postupnosti {(n},% a{n, — &, -~

i

— 1},% st rastice postupnosti prirodzenych dcisel a (X, 4 Wi, 5 - 0

Ty
Ale potom plati lim a, , ., = lim [(x,, © q.0.00) — 2] = lun (v, +
>0 > =

2V praci [4] je pojem diagondlnej postupnosti utvorenej z dvojnej postupnosti defi-
novany trocha indé. Ale definicic bodu s vilastnostou o st ckvivalentné pri pouziti tychto
dvoch réznych definicii diagonéInej postupnosti.

80



A, ) — lima, = 0, tiZe existuje diagonalna postupnost konvergujica
4 t
i—w

k O utvorend z {a, .}, a to je spor. Teda z € A.
Tvim sme ale zistili, ze existuje A C Hax €H, 7e plati x€ A nHa x €

Wi

AdnHnH, tizte AnH +AnHn H a z toho vyplyva, #e H nespliiuje
U-axiému.

Veta 2, Nech L je komutativna topologickd Q-grupa, ktord nespliuje U- axidmu,
potom neexistuje takd metrika o(x, y) pre L, pre ktord by platilo: 1. ak {x,},”,
konverguje k x, potom {d(x, z,},% konverguje k 0; 2. topologickd L-grupa L md
vlastnost (d) pre metrike o(x, y).

Dokaz. Nech L je komutativna topologicka {-grupa, pre ktort existuje
takd metrika o(x, y), ze 1. ak {x,},”, ma za limitu prvok x, potom {i(x,, x)}.”,
md za limitu éislo 0 a 2. Topologicka £-grupa L ma pri metrike d(x, y) vlastnost
(d). Nech {x,,}.% 1 je taka dvojnd postupnost, 7e x,, € Lapren = 1,2,3, ...
postupnost {x,,},% je konvergentna a ma za limitu 2. Potom dvojna postup-
nost {0(r, ,.)},. 2 redlnych éisel je takd, ze pren == 1, 2, 3,...je lim d(x, ;.x) ==

le— %

= 0. Ale mnozina realnych éisel pri obvyklej konvergencii splituje U-axiomu,

¢ize ¢islo 0 nemoze byt bodom s vlastnostou o. Musi teda existovat takd diago-

ndlna postupnost {8(x, ., ®)}1Z, , ze konvergujek 0. Z toho, Ze postupnost {y..7 1,

kde pren = 1,23, ... je y, = z, je konvergentnd a ma za limitu z, a z pred-
chadzajiceho vyplyva na ziklade vlastnosti (d) topologickej &-grupy L pri
metrike o(x, y), Ze postupnost {x, .}~ je konvergentni a md za limitu x.
7 tejto uvahy je zrejmé, ze v komutativnej topologickej g-grupe L neexistuji
body s vlastnostou ¢ a teda podla uz citovanej vety 3. z prace [4] komutativia
topologicka -grupa L spliiuje U-axiomu. Tym je veta 2. dokazana.

Nech R je teleso racionalnych ¢&isel, nech 4,, ..., 4,
potom nech R(4;, ..., 4,) je najmensie teleso nad telesom raciondlnych ¢isel.
ktoré vznikne z neho adjunkeciou ¢isel 4, ..., 1,. Nech {p,},”, je takd rastiica

1 1 1 1
postupnost prirodzenych ¢isel, 7e R, — R(2, ..., 20 ) 4= R(2P, ... 201) —
R, ypren =12 3. ...3 Nech reilne ¢islo x je z mnoziny L, vtedy a len

st nejaké realne Cisla.

3 Taka postupnost musi existovat aspon jedna. Prideme k nej naprikiad takto: Nech

7y 2. Nech py, o0 pa sttuz takd privodzend éisla, %e pre @ <7 § < n je p, << p; a IV,
1 1 1 1 I 1
pi Y2 oD .
RA\2m, L2t £ R\20, 2P ) = R;. Vo telese R, = R\2Pv 2P | podla

Abelovejvety ([5], veta 22., str. 174) o primitivnom clemente, musi existovat primitiviy

clement 0 ¢ Ry, ktordho rid vzhladom na teleso raciondlnych &isel nech je 7. Podla inej

Abcelovej vety (5], veta 3., str. 287) je rovnica a? - 2 == 0, kde p je prvodislo, irredu-
1

¢ibilnd nad telesom raciondlnych &isel a rad &Gisla 2P nad telesom raciondlnych gisel jo
1

rovny p. Nech p, > p, je také prvocislo, ktoré je vaésie ako r, potom ¢islo 22411 pj,

6 Matematicko-fyzikalny dasopis SAV, VI, 2 — 1956 81



vtedy, ked existuje konetnc mnoho raciondlnych ¢isel »,, ...,r, a konetne
1
v . ® v ’ ol
mnoho €Elenov p, , ..., Pi,_, % postupnosti 7 zeplatix = . 200 L -
I

P. . | . . . o .
47, 1. 271 4 pL Postupnost {237, «, € L, je konvergentni a m4 za limitu

@
x € L, vtedy a len vtedy, ked existuje také prirodzené cislo k, ze u {x,} C R,
n=]

o0

(pridom pod znakom U {x,} budeme rozumiet mnozinu ¢lenov tej postupnosti
n=1

@

{x,},”) a ked k tomu &islu @ konverguje postupnost {x,},*, aj pri obvyklej
konvergencii v mnozine realnych ¢isel.

Veta 3. Priestor L, s konvergenciow, ktorit sme prave wviedli, je &*-priestor
a vzhladom k siuctw redlnych ¢isel je komutativnow topologickow L-grupow. ktord
nesplivuje U-aziomu. Mnofina vsetkijch raciondlnych cisel je v L, hustow podmno-
Zinow, ktord je podgrupa a splivuje U-axidmu.

Dokaz. Kedze pre postupnost {a,},%,. pri ktorej je a, =a pren =1,2.3,. ..
a a € L,, vidy existuje také prirodzené ¢&islo k, Ze je u {a,} C R, a kedze

n=1

{a,},”,"v tomto pripade vidy konverguje v obvyklom zmysle k ¢islu a, kon-
verguje uvazovand postupnost {a,},”, v L, k ¢islu «.

Ak {a,},*% , a, € Ly, konverguje v L, k ¢islu @ a ak pre prirodzené éislo £ je

o

U {a,} C R,,potom pre kazdii rasticu postupnost {k,},”, prirodzenych ¢isel je

n=1

2

[v8)
postupnost {a, },% konvergentna v I, k ¢islu a. pretoze u{a. } C R a{q, },~
n=1
konverguje aj v obvyklom zmysle k ¢islu a.

”
Ak postupnost {a,},” nekonverguje v L, k ¢islu a, potom je bud u {«,} — R,

ni
n=1

pre kazdé pfirodzené ¢islo £ neprazdna mnozina alebo postupnost {a,},”* ne-

konverguje k ¢islu a v obvyklom zmysle. V prvom pripade je zrejmé, ze existuju

také dve rastiice postupnosti {i,},”, a {k,},”, prirodzenych ¢isel, ze pre kb < £k,

jea, €R aa, ER, .7 definicie postupnosti {a; },%, je zrejmé, ze pre kazdu

rasticu postupnost {r,} =, prirodzenych ¢isel a pre kazdé prirodzené ¢islo & je
P

mnozina U {a;, } — R, neprazdna mnozina. V druhom pripade existuje tak:d

n=1 "
vybrand postupnost {a, },”,, ¢ z nej kazdd vybrand postupnost nekonverguje
v obvyklom zmysle k ¢islu a. Teda z toho vyplyva, Ze v oboch pripadoch existuje
takd vybrana postupnost {a; },* , ktorej kazda vybrana postupnost nekonver-
guje v Ly k ¢islu a.
Tym sme zistili, ze L, je Q*-priestor.

je 7 telesa R, (to vyplyva napr. z |5] vety 24., str. 176). Na ziklade dplnej indukeie
je z toho zarudend existencia aspon jednej takej postupnosti.
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Ak postupnost {a,},”, konverguje v L, k &islu a a postupnost {b,},*, konver-

o0
guje v L, k ¢islu b a ak pre prirodzené ¢islo &, je U {a,} C R, a pre prirodzené

5] n=1
¢islo £, je u{b,} C R, , platia pre prirodzené dislo £ = max (k,, k,) vztahy
n=1 -
U la, +b) C R, a U {a, — b} C R,. Z tohto a z vlastnosti obvyklej kon-
n=1 n=1

vergencie postupnosti redlnych ¢isel vyplyva, ze {a, 4+ b,},” konverguje v L,
k cislua -+ ba{a, — 0,},”, konverguje v L, k ¢islu a — b. Kedze Lje prioperacii
stctu komutativnou grupou, vyplyva z tohto na zaklade predchadzajicej Gvahy,
7¢ 1y je komutativnou topologickou -grupou vzhladom k operacii sadétu.

. . N e B .
Uvazujme dvojni |>(>stu])n()st[ 2 m .U nej pre n =1, 2,3,

| ’

N R . . : VPRI il s
postupnost { -2 0 } konverguje v L, k ¢islu 0. Pre kazdé prirodzené ¢islo i
; P

a kazda diagonalnu postupnost (h 2 "“,\-l utvorenit z dvojnej postupnosti

Lk, I

fl ,,l]“ . NP L . ‘o .
¥ .2 } plati, ze mnozina U y -2 ] — R, je neprazdna mnozina.
A kol U,

s=1
7 tohto vyplyva, ze Ziadna diagonadlna postupnost utvorend z dvojnej postup-

1
»
nosti {]{ - 2’)"‘. nekonverguje v I, k &slu 0. Cislo 0 je teda v L, bodom
4 nok o1
s vlastnostou p a podla vety 3. z [4] nespliiuje U-axiéomu.

Je zrejmé z definicie konvergencie v L, ze mnozina vSetkych raciondlnych
Cisel je husta v Ly a tiez je zrejmé, ze je podgrupou L,. Zrejme tiez plati, ze
postupnost racionalnych ¢isel {«,},” konverguje v L, k ¢islu a € L, vtedy a len
vtedy. ked konverguje k tomuto ¢islu v obvyklom zmysle. Ak dvojné postup-
nost {a,,},.o je taka, Ze jej ¢leny si len raciondlne ¢islaapren = 1,2, 3, ...
postupnost. {a,,}.” konverguje v L, k ¢islu a, potom existuje aspon jedna
diagondlna postupnost, ktora konverguje v L, k ¢islu a (toto vyplyva z tej
skutocnosti, ze v mnozine realnych ¢isel pri obvyklej konvergencii ziadne
redlne ¢islo nie je bodom s vlastnostou p). Toto ma za nasledok podla vety 1.,

v v

7¢ mnozina racionalnych ¢isel spliiuje U-axiomu.
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BAMETKHW O U-AKCHOME B TOITOJJOTHYECKHX
PYITITAX

JAODUCITAB MUUIHUK
B b BO J B

TomnoJsornyueckoit L-rpynnoii HasniBaercd Takoe MHOXeCTBO L, Kotopoe sBasietcst ¥*-1po-
CTPAHCTBOM il TPyNno#, B KOTOPOM TPYNIIOBAst Onepauus siBASCTCS HCNPePBIBHOI pynwiiicii
JBYX apryMeHTOB, H B KOTOPOM OllCpaIlHsi CTPOCHHsI OOPAaTHOIO 3IJeMeHTa SIBJASCTCS Hellpe-
PLIBHOH (YHKUHEH CBOEro aprymentra.

Ecan AcL, moToM A COCTOHT H3 TeX 3JeMeHTOB aeL, Ajs KoTopuiX a= lim «,, «, €.,

N> x

['oBopHM, 4TO MHOXKeCTBO AcL BLIIOJHSART U-aKCHOMY, eCail jJisi BCKOFO MHOMXKecTBa /3¢

cnpaBesiiBo paBeHCTBO Bad asl =B aA. MuoxectBo H o L n10THO B L, eciii H = L.
Korma {®yx}, | ABAAETCS JBOHHOIO 110CACAOBATEJLHOCTLIO, NOTOM  BCSKYIO 10CT1C 0

BareJbHocTh  {@, k. }, %, rae {#:1* . Bospacraiouyie  MOCJACIOBATCALHOCTH — HATYpPAiL-

o I} x
HBIX YHCEJ, HA3BIBAEM  AHATOHAJLHON 1OCAC/0BATELHOCTLIO  [OCTPOCHHOK N3 Ll )od -
[yers & (x, y) Oyner merpika onpejedetinasi B ToHoJgorHueckoi ¢-rpynne L it nycin

BusiKas 10CJAC0BATENLHOCTL (@, )}, * »uieMenTos u3 L, A5 KOTOPOfl CYILECTBYET HOCICL0-

BATEJILHOCTD {yn}“mlaﬂemcuros 3 L oexomsiltasicst K vaeMenty xeLl, npuuesm lim 8 (@ ,4.) =

H=—> A

0, cxonntcsa Toxke K anementy x. Ilotem rosopum, uto L o6magaer ciofictsom (d) npu
MeTprHKe § (x, y).

B crartnbe J0Ka3elBAlOTCS CAEAYIOUHE ABE TCOPEMBI:

I'lycts L KOMMyTaTHBHAST ToHoJoIMuecKast ¥ -rpynia e Bbinoausiomas U-akCHOMY, 1 1yCrs
H njornast noarpynna. Jast toro, utodsl H ne BbinoJHsIa U-akcHoMy, HEOOXO1HMO I 50-
CTaToO4yHO, yT06bBI IAs  BCAKOro xel cyltlecTeoBana  Takas ABOITHAS  NOCTCA0BATCILICCTL
{@ur},% | 37eMenToB M3 H, U0 JJSt BCAKOIO N NOCJACAOBATCALHOCTL {4, ) *  Cho-
JAUTCS K & 1O & HC ABJACTCH IpeaesoM L5 HIIKOTOPOi’! JIHATON AL HOCTCAOBATL TBLHOCTH
ITOCTPOEHHOH U3 {‘"‘"-*’}u,f .

[Tycts mast Tomosornueckoii L-1pynns L cyuiectsyer MeTpHka & (z, ») o0magaloumad cBoii-
CTBAMH:

1. Ecau lim x,= x,2,eL u wreLl, 10 lim 8(x,.x) = 0.
Nn— oo n—w

2. Tonoaoruueckass L-rpynna L ofmagacer csoiicteom (d) npu merpike 8 (x, y).

[Totom L #e BbinosHsieT U-aKCHOMY.

Ha komew B craTthe jgad NPHMCP TOMOJOTHYCCKOA L-Tpynibl He BbIIOAHSIIONLCH U-akcitovy,
E KOTOPOH CYyLLeCTBYeT MJIOTHAsl 110CPYIiNa BblloJnsoulast U-aKkcHomy.
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