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POZNÁMKA K T E O R I I BIKOMPAKTNÝCH POLOGRL P 

Š T E F A N S C H W A R Z , B r a t i s l a v a 

Nech $ je HausdoríTova bikompaktná pologrupa. V práci [4] som vyšetřoval 
vlastnosti takejto pologrupy a odvodil rad viet o jej struktuře. Obsahom pred-
loženej poznámky je ukázať ako možno z prvých viet práce [4] odvodit jedno­
duchými dedukciami dve dóležité vety o bikompaktných ])ologru])ách. 

N.žšie uvedená veta 2 je známa. Prvý raz ju ohlásil P e c k [3] a druhý raz 
ju dokázal N u m a k u r a [2]. Veta 1 je — aspoň v podanej formulácii — nová. 

Pre pohodlie citatela zopakujem stručné tie poznatky, ktoré potrebujem 
z práce [4]. 

Nech S je bikompaktná HausdorrTova pologrupa. Nech je a € S. Označme 
A = {a, a2, a:i, . . . |. Potom uzávěr A obsahuje jeden a len jeden idempotent c. 
Z toho speciálně vyplývá, že každá pologrupa uvažovaného typu má aspoň 
jeden idempotent. Budeme hovoriť, že element a patří k idempotentu ea, ak < a 

je jediným idempotentom €A. Kedze každý element a € S patří k jednému 
a len jednému idempotentu, AV sa rozpadne na sťicet dizjunktných množin 
AV = £Ka, kde Ka je súhrn všetkýchelementov £S, ktorépatria k idemj)otentu ca. 

(L 

Zrejme je eačKa. Každá z množin Ka obsahuje ako podmnožinu istú maxi-
málnu grupu Ga ~k Ka, ktorá má ea za jednotkový element. Každá grupa Gn 

je uzavretá a platí Kaea = eaKa = Ga. 

Hovoříme, že v o p l a t í p r a v i d l o k r á t e n i a s p r á v a , ak pre každé a, b, c t N 
z rovnice ba = ca vyplývá b = c. Podobné hovoříme, že v AV platí p r a v i d l o 
k r á t e n i a z l a v a , ak z rovnice ab = ac vyplývá b = c. Hovoříme, že v N 
platí p r a v i d l o k r á t e n i a , ak platí pravidlo krátenia správa aj pravidlo klá­
te ni a zlava. 

L e m m a 1. Nech v S> platí pravidlo krátenia správa. Potom pre každé dva idcm-
potenty ea, e^čS platí eae.> = ea.. 

D ó k a z : Vyplývá zo vztahu (eae)e{ = eae.,, v ktorom možno krátit' elemen-
tom e, správa. 
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V cla 1 : Xech S je Heiusdorfjova bikompaktná pologrupa, v ktorej platí pra­
vidlo krátenia správa. Potom S je množinovým súčtom dizjunktných izomorfných 
grup. Pologrupa S je přitom zlava jednoduchá, t. j . neobsahuje ziaden lavý 
ideál =# S. 

J ) ó k a z : a) Pišme S = ŽKa, kde \ prebieha istú množinu indexov. Nech eu je 
u 

jediným idempotentom čKa. Tvrdím, že pre každé oc je Ka = Ga. Najprv je 
Kueu = Ga. Predpokladajme, že je Ka — Ga 4- (\) . Nech je <oa € Ka — Ga. Potom 
by bolo <>>ueueGa, t. j . <»aeu = ga, kde je ga€Ga. Zo vztahu o>aea = gu = gaeu 

vyplývá, po krátení elementom eu správa, <»a = gač Ga, co je v rozpore s vol­
bou elementu o)u. 

Teda je S = £Ga; S je množinovým súčtom dizjunktných grup. 
a 

b) Nech je e , l ibovolný idempotent € $ . Potom 

Se, = (lVa)e: = £(Gaea)e., = 2Galeae,,) = EGaea = S. 
a u <x u 

Teda. pre každé e ,€ S platí vzťah Se, = S. 

c) Nech je b rubovolný element €AS. Ukážeme, že je AS6 = S. Kedže b patří 
do niektorej z grup G, C S, ktorá má idempotent e>, existuje taký element b, 
že je bb = e}. Zrejme je Sb C S. Teda SbbCSbCS, t, j . S = Se,CSb C S. 
Pre to je Sb = S. 

Rovnica Sb = S hovoří, že pologrupa S nemá žiaden lavý ideál 4= #; teda S 
je zlava jednoduchou pologrupou.1 

d) ITkážme, že pre každé e>GS je e,S = G,. Najprv platí e,S = e}ŽGU D 
a 

D e}G, = G,. Teda e,SD^G,. Množina e{S je pologrupa, lebo je to pravý 
ideál z S. Dalej pologrupa e ,S má jediný idempotent e.}. Ak totiž element e}<o, 
<očS je idempotentom, platí e/o .e><o = e/o, t . j . e/o . e}<o = e^e/o) a po krá­
tení správa e/o = e,. Pre každé \ 4= /? j e e}S n Ga = 0 . Keby totiž existoval 
element g€e{S nGn, platilo by jednak g€Ga, jednak g = e{.<o pre isté 
<očS. Z toho vyplývá eag = eae,<o, teda g = ea(o. Zo vzťahu e/o = ea(o 
vyplývá eu = e.}, co je v rozpore s predpokladom. Kedže pre m: 4= /> je 
e >S n Gu = , máme nevyhnu tné e ,S CG.}. TJhrnom je e,S = G,. 

e) Nakoniec dokážeme. že- grupy Ga a G, sú izomorfné. Zobrazenie 

xeGu-+e}xeGi, (1) 

1 Kedže sine ukázali, že S je zlava jednoduchá pologrupa, ktorá má idempotent, mohli 
by srno k dokoiičeniu dókazu použit už známe výsledky zo všeobecnej teorie jednoduchých 
pologrťip (pozři C l i f ford [1], S c h w a r z [5J). Dávám však přednost' priamemu dókazu, 
ktorý jo poměrné krátký. 
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je homomorfné zobrazenie grupy Ga do grupy Gti, lebo ak (pri x, y€Ga) 

je x-^epíG^ y-+~ e^y € (?9, je xy - > eflxy == e^x(eay) = e,o;(eae,) t/ = 
^ ( ^ J ^ = ^ . e3y£Gj.2 

Dvom róznym elementom x =\= y zodpovedajú dva rózne elementy e^x 4= p^y-
(Lebo e^x = e^y by implikovalo eae^x — eae^y, teda ea# = eay, t. j . x = y.) 
Přitom je množina obrazov v homomorfizme (1) celá grupa G^. Ak totiž y je 
fubovolný element čG{i, elementu eay € Ga v homomorfizme (1) zodpovedá právě 
element e^eay = e^y = y^G^. Inverzně zobrazenie k zobrazeniu (1) je zobra­
zenie y €(?:,—>- eay €Ga. Teda je (1) izomorfizmom. Třeba ešte ukázat, že 
topologické priestory Ga, G^ sú homomorfné. To vyplývá okamžité z toho, 
že zobrazenie [1] a zobrazenie k němu inverzně sú spojité zobrazenia Gu 

na G4, resp. G, na Ga. Tým je veta 1 úplné dokázaná. 
Z vety 1 ihned vyplývá: 

Veta l a : Hausdorffova bikompaktná pologrupa s jediným ide)tipotentom, 
v ktorej platí pravidlo krátenia správa, je grupa. 

L e m m a 2. Pologrupa, v ktorej platí pravidlo krátenia, má najviac jeden idem-
potent. 

D ó k a z : Nech pologrupa 8 má dva idempotenty ea, e>. Potom zo vzťahu 
ea . e3 = ea . (eae:i) vyplývá ef, — eaef]. Podobné zo vzťahu ea ,e{ = (euey) . e, 
vyplývá ea = eaes. Teda ea = ej9 č. b. t . d. 

Veta 2 : Hausdorffova bikompaktná pologrupa 8, v ktorej platí pravidlo krá­
tenia, je grupa. 

D ó k a z : Podlá lemmy 2 a uvedených výsledkov má 8 p r á v ě jeden idem-
potent. Teda je 8 — podlá vety 1 — grupa. 

P o z n á m k a . Z vety 2 vyplývá tiež takýto dósledok. S ú v i s l á Hausdorffova 
bikompaktná pologrupa s konečným počtom idempotentov, v ktorej platí pra­
vidlo krátenia správa, je grupa. Dókaz vyplývá bezprostředné z toho, že každá 
z grup Ga je uzavretá a súčet konečného počtu takých grup nemóže byť sú-
vislý. 

Došlo 15. VIII . 1954. Katedra matematiky SVŠT v Bratislavě 
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2 Používáme pritom vztah x = xea a lemmu 1. 
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:}АМКТКА К' Т К О Р П Н Б И К О М П А К Т Н Ы Х ПОЛУКРУПП 

[[ГРЕФАМ Ш В А Р Ц 

В Ы В О Д Ы 

Целью этой статьи я в л я е т с я д о к а з а т е л ь с т в о с л е д у ю щ и х д в у х теорем. 

Пусть *Ч - хаусдорфовл оико.миакгная п о л у г р у п п а . 

1. Рлчти в N имеет моего п р а в и л о г ^ к р л щ о ш ш с п р а в а , то >> — соединение ди-

.понятных изоморфных г р у п п . П о л у г р у п п а >' при атом — слева проста, т. е. не 

содержит левого идеала отличного от >'. 

1. Гели и N имеет моего п р а в и л о •'•икрашгнин стона и с п р а в а , то N я в л я е т с я 

г р у п п о й . 
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