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N

POZNAMKA K TEORII BIKOMPAKTNYCH POLOGRUP
STEFAN SCHWARZ, Bratislava

Nech & je Hausdorffova bikompaktna pologrupa. V praci [4] som vysSetroval
vlastnosti takejto pologrupy a odvodil rad viet o jej struktGre. Obsahom pred-
loZenej poznamky je ukdzat ako mozno z prvych viet prace [+] odvodit jedno-
duchymi dedukciami dve délezité vety o bikompaktnych pologrupach.

N,z§ie uvedena veta 2 je znama. Prvy raz ju ohldsil Peck [3] a druhy raz
ju dokazal Numakura [2]. Veta 1 je — aspoil v podanej formulacii -- nova.

I.

Pre pohodlie citatela zopakujem strucne tie poznatky, ktoré potrebujem
z prace [4].

Nech & je bikompaktna Hausdorffova pologrupa. Nech je « € 5. Oznacme
A = {a, a* ¢, ...}. Potom uzaver A obsahuje jeden a len jeden idempotent .
3 2 b J L
Z toho Specidlne vyplyva, ze kazda pologrupa uvazovaného typu mad aspon
jeden idempotent. Budeme hovorit, ze element a patri k idempotentu e, ak ¢,
je jedinvm idempotentom €.1. Kedze kazdy element « €5 patri k jednému
a len jednému idempotentu, S sa rozpadne na stcet dizjunktnych mnozin
S =2K,, kde K jesthrn vietkych elementov €8, ktoré patria k idempotentue, .

o
Zrejme je ¢ € K . Kazdd z mnozin K, obsahuje ako podmnozinu isttt maxi-
ktora ma e, za jednotkovy element. Kazda grupa ¢

«w?

malnu grupu ¢, == K,
je uzavretd a plati K e, = ¢ N =0, .

)

Hovorime, ze v S plati pravidlo krdtenia sprava, ak pre kazdé «, b, c€N
z rovnice ba = ca vyplyva b = c. Podobne hovorime, ze v S plati pravidlo
kratenia zlava, ak z rovnice ab = ac vyplyva b = c¢. Hovorime, 7e v N
plati pravidlo kratenia, ak plati pravidlo kratenia sprava aj pravidlo kri-
tenia zlava.

Lemma 1. Nech v S plati pravidlo krdatenia sprava. Potom pre ka<dé dva idene-
potenty e,. ¢, €8 plati ee;, = e,.
Dokaz: Vyplyva zo vztahu (e,e;)e;, = e.e;, v ktorom mozno kritit elemen-

tom e, sprava.
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Veta 1: Nech S je Hausdorffova bikompaking pologrupa, v ktorej plati pra-
vidlo krdtenia sprava. Potom S je mnoZinovym suctom dizjunkiniyjch izomorfnijch
grip. Pologrupa S je priton zlave jednoduchd, t. j. neobsahuje Ziaden lavi
ideal &= S.

kde ~x prebieha istt mnozinu indexov. Nech ¢, je

Dokaz: a) Pisme S=2XAK,
a
jedinym idempotentom € K. Tvrdim, zZe pre kazdé ~ je K, = . Najprv je

K c,=G,. Predpokladajme, ze je K, — G, &= . Nech je v, € K, — G . Potom

w

bV })0[() " L(IU.E (7 t ] “'(t(u - gu’ kde je gme G ZO Vthhu ”)u‘ w -(/(L = gueu
vyplyva, po l\mteni elementom ¢, sprava, o, =g¢g,€ G, , ¢o je v rozpore s vol-

bou elementu o,

Teda je S = (x S je mnozinovym sa¢tom dizjunktnych grap.

b) Nech je ¢, lubovolny idempotent €S. Potom

Se, = (2G ), = X(G e e, = 20 (ee)) = ‘(1 ¢

[TaNT) [(AXVERE
o o o

Teda pre kazdé e, €8 plati vztah Se, = S.

¢) Nech je b Tubovolny element €. UkaZeme, zZe je Sb=S. Kedze b patri
do nie l\t()l(‘] z grap G, C S, ktord ma idempotent e, existuje taky element b,
7 je bb == ¢, ZI(,‘JIHG je ShCS. Teda SbbC SHC S, t.j. 8 = Se,CSb C 8.
Preto je Sb =8

Rovnica Sb = 8 hovori, ze pologrupa S nema Ziaden lavy ideal == §; teda S
je zlava jednoduchou pologrupou.!

d) Ukdzme, ze pre kazdé ¢,€S je ¢,8 = G,. Najprv plati ¢,§ = ¢, 2G, D
D e, =, Teda e,8 2 G,. Mnozina ¢,S je pologrupa, lebo je to lpmvy
idedl z N. Dalej pologrupa ¢ ,S ma jediny 1dempotent e,. Ak totiz element e ),
m €N je idempotentom, plati e, . e, =e,m, t.j. e,0 . en = e (e,m) a po kra-
tenf sprava ¢,m =e¢,. Pre kazdé v =+ je ¢ .S n G, = =. Keby totiz existoval
clement ge(.;,l,,b'nG“, platilo by jednak ge€@,, jednak g=e,.m pre isté
m €N. 7 toho vyplyva eg =e¢,,m, teda g=-e,m. Zo vztahu e,m =e,m
vyplyva e, =e,, Co je v rozpore s predpokladom. Kedze pre x +=f£ je
eSNny, = -, méme nevyinutne e,8 CG . Uhrnom je eSS =0G,.

¢) Nakonice dokdzeme, 7o grupy (1, a G, su izomorfné. Zobrazenie

vEG, —ex€G, (1)

! Kedze sme ukdzali, Ze S je zlava jednoduchd pologrupa, ktorda ma idempotent, mohli
by sme k dokonéeniu dékazu pouZit uz zname vysledky zo vSeobecnej tedrie jednoduchych
polograp (pozri Clifford [1]. Schwarz (5)). Davam vsak prednost priamemu dékazu,
ktory je pomerne kratky.
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je homomorfné zobrazenie grupy ¢, do grupy G, lebo ak (pri x, y€G,)
je x—>ex€G,, y—>ey€lG,;, je xy-— exy = e;x(ey) = e,x(e.e))y =
e (we,)e,y = e;x . ey €Gy.2

Dvom réznym elementom x == y zodpovedaja dva rézne elementy e,x == e,y.
(Lebo e,x = e,y by implikovalo e.e;x = e.e,y, teda e x = ey, t. . v = y.)
Pritom je mnoZina obrazov v homomorfizme (1) celd grupa G,. Ak totiz y je
Iubovolny element €G,, elementu e,y € G, v homomorfizme (1) zodpoveda prave
element e,y = e,y = y €G,. Inverzné zobrazenie k zobrazeniu (1) je zobra-
zenie y €G,— ¢,y €G,. Teda je (1) izomorfizmom. Treba eSte ukazat, Ze
topologické priestory Gy, G; st homomorfné. To vyplyva okamzite z toho,
Ze zobrazenie [1] a zobrazenie k nemu inverzné s spojité zobrazenia G,
na (, resp. G, na G,. Tym je veta 1 Gplne dokdzana.

Z vety 1 ihned vyplyva:

Veta la: Hausdorffova bikompaktndg pologrupa s jedinygm ideinpotenton,
v ktorej plati pravidlo krdtenia sprava, je grupa.

Lemma 2. Pologrupa, v ktorej plati pravidlo kratenia, ma najviac jeden idem-
potent.

Doékaz: Nech pologrupa S ma dva idempotenty ¢,, e,. Potom zo vztahu
e, -, =¢,.(e,e;) vyplyva e, = e.e;. Podobne zo vztahu e, .e, = (e,)) . ¢,
vyplyva e, = e.e,. Teda ¢, = ¢;, ¢. b. t. d.

Veta 2: Hausdorffova bikompakind pologrupa S, v ktorej plati pravidlo krd-
tenia, je grupa.

Doékaz: Podla lemmy 2 a uvedenych vysledkov ma § prave jeden idem-
potent. Teda je S — podla vety 1 — grupa.

Poznamka. Z vety 2 vyplyva tiez takyto désledok. Stvisld Hausdorffova
bikompaktnd pologrupa s koneénym poctom idempotentov, v ktorej plati pra-
vidlo kratenia sprava, je grupa. Dékaz vyplyva bezprostredne z toho, ze kazda
z grup G, je uzavretd a sucet koneéného pocétu takych grap neméze byt su-
visly.

Doslo 15. VIII. 1954. Katedra matematiky SVST ¢ Bratislave
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2 Pouzivame pritom vzfah x = weq a lemmu 1.
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SAMETHA IV TEOPHIT BIHKOMITARTHDBIX THHOJIVIPNTII

PR ANH HEBAPTL

Bhorpoihn

e 1b10 DTOIT CTaTh ABBICTUIL ORAATCABCTEY CICAVIONIIX [ (BYX TCOPEM.

Hyers S - = XayewpfoBa MIROMIRKPH@GE BOJIVIPYIIIA.
{. Eeam w8 meer MecTo HPABILIo coRPallelist clpaBa, To S -— co¢HHCHHe -
StonRTiu X H3oMophuux rpyine Hoayrpymnm N oapin 9ToM — ¢lIeBa IpPOCTa, T. ¢. He

COCPANT JICBOLO ILIeA T OTCHRUIORD 0T N,
20 Eequr B S MeetT MecTo TEPABIGI0 CORPATCHIE ¢JIeBa 1 CHPaBa, To S sBIsCeTCs
pyHnoii.
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