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JSTech 

POZNÁMKY K RIEMANNOVEJ VETE 
O DIVERGENTNÍCH RADOCH 

T I B O R Š A L Á T . B r a t i s l a v a 

V-

í --= > an = ax -f «2 -f a* -f . . . -j- O:, -f . . . ( !) 

je d ivergentný r a d s k l a d n ý m i členmi a nech an —> 0. 
Z n a m i e n k o v o u schémou b u d e m e n a z ý v a t p o s t u p n o s t : 

| v] el3 e2,e.t, . . . F.ni . . ., 

kdo rn — 1 alebo -- J pre každé n — 1, 2. 3, . . . 
O ř a d e : 

|a,] | --= f 1 a l -f £,«2 -f e3a3 + . . . + e„a„ -f . . . (2) 

budeme hovořit, že vznikol ap l ikováním znamienkove j schémy \.x\ na rad (1). 
O z n a č m e z n a k o m X množinu r a d o v (2), v z n i k n u t ý c h a p l i k o v á n í m vse tkých 
y.namienkovj rch scliém n a r a d (1). 

Definujme n a množině X X X reálnu funkciu o(x, y) t a k t o : Nech x. a £ X. 

x = [x | í =• ty t! -f t2a2 + e-/i, + . . . + E„atl + . . . 

j -= \x'\ £ = r[al -f 6^a2 -f Č\>:, -f . . . -f £>„ -f . . . 

1. Ak x — //, p o t o m <j (x. y) = 0. 

2. Ak x=^y, p o t o m n (x, y) = - , k d e ?. je p rvý index t a k ý , že f;_ ^= t ' . V práci 

j l j je dokázané , že t a k t o definovaná funkci a o je me t r ikou n a I . 

D e f i n í c i a I . a) Nech x = [<x\ £ € X. Ak rad x je konvergentny, označme jeho 
súčet S(x). Ak rad x diverguje k -f x>, resp. — x , položme S (x) — j - /.. resp. 
— ix. ^4k rad # osciluje, potom symbol S(x) nedefinujeme. 

b) Označme znakom Xx množinu tých xčX, pre ktoré je S(x) definované. 
t. j . ktoré majú súčet a znakom X2 množinu tých x £ X, ktoré oxcilujú. 

c) Neeíi .r 6 A\ Znakom $„(x) ----- 8n([x\Š) pre n privodzené bud<m<' znacif 

n-tý ciastocný súcet radu x. 

P o z n á m k a . N a množině X1 je t e d a definovaná urč i tá reálna funkcia S(x). 
Dalej zrejme p l a t í : X± u X2 --- X. 

O z n a č e n i e . V ďalšom z n a k o m Á\ b u d e m e značit množinu v š e t k ý c h r e á l n ý c h 
čísel, znakom E\ zase m n o ž i n u : F\ u ( + x ) u (— x ) . 
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Známu Riemannovu vetu. vzťahujúcu sa na divergentně rady typu ( i ) . 
možno vyslovit takto: 

1. Ku každému m € E\ existuje schéma [a\ tak, ze S(\\\ £) — tn (3). 
2. Xech x, a 6 E\,x < ju. Potom existuje schéma [\] tak, ze: lim inf Stl (\\\ S) --

ii —> y. 

—- x, lim sup ti„([\] í) •— p, i. j . rad x = [vj f osciluje rnedzi x a a. 

Predmetom tejto práce je problém počtu schém |Yj, ktoré spíňajú rovnicu (3) 
pri m konecnom reálnom, položený prof. M. K o s s l e r o m a ďalej vyset ro van i e 
vlastností priestoru (X1; o) vnořeného do (X. o). 

Lenin:;, l. Xech f — ^a2« a. > 0 prt každé i — 1, 2, 3, . . ., AS'(Í) - + /: , 

lima, i). Potom e.xistujú rastúce.postupnostiprir od zených čísel {ktl)*=]. [k'tl)''i = \ 
i —> X 

tak, ze: 
J. Každé prirodzené číslo patří práv: do jednej z postupností {k„}*=\, (/.*,', )« = .. 

2. Rady >̂ r/( , >̂ ak
r divergujú k - ł - x . 

Dokaž: Nech Zx je najmenšie prirodzené číslo také, že Y a, > 1, Z, najmenšie 

prirodzené číslo > Zx také, že N a, , > 1, atď. Keď už máme definované /,., 

nech Z;; , je najmenšie prirodzené cMsJo také, že ltl x > Z?/, Y ft; > V OíslaZ^, 

// 
vzhladom na předpoklady lemmy existujťi. Takto dostáváme nekonečnu 
])ostu])nosť: 

l j , l 2 , l ^ . . . /.,. . . . 

JYístupnosti: 

J, 2, ... l19 L + 1, Z2 + 2, . . . 1,, Z, + 1, Z, + 2, . . . Z,, . . . 
/- -I- J, Z, + 2, . . . Z2, Z3 + I, Z3 + 2, . . . Z., Z5 + I, Z, + 2, . . . /,., . . . 

zřejmé spíňajú tvrdenia lemmy. 

VeSa I : Xech E = ]> <T, • "->, > u pw každé prirodzené n, an -> 0, S (Š) ~ 

+ /:•. Xech m € A\ . 
Tvrdenie: Existuje nespočetné mnoho mohutností kontinua znamienkovijch 

schém [\| tak, ze &(\pi\ £) —- w-
D o k a ž : Podfa predošlej lemmy zostrojme rady: 

Utvořme množinu .K', (X") všetkýc hradov \cs j ^ ; (| YJ £2), vzniknutých apliko­
váním všetkých možných schém [v] na rad fx, (£2). Podlá dokázanej lemmy 
S(£í) -~ S($2) — -/-. Znakom AV, (|vj .+). resp. SN (\\\ £.,), budeme rozumieť n-tý 
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čiastocný súčet r a d u [\| £l3 resp. \.\] f2. Aplikujme teraz Kiemannovu vetu na 

r a d y (4). (5). Exis tujú teda scliémy | a j , [<AJ. 

h j ^ : ? *;», *"/ . . . . ;•;,;». . . . 

[\.j - ^ ! . ř1-1. ^;-\ ... f;-1. ... 

takže 

* (KJ fi) = 4 »' + «, *'(b_l ís) = í, »< - "• 

k d e 0 < a < 1. Sčí táním napísanveh rovnic dostaí ieme: 

*S'(|.vJ Í-) - SOvJ c_) -.= m. 
Ukážeme, že: 

* S ' ( K I l i ) - 'S'(!<V ~V) ̂  s(\*\ <• ( < > > 
k d e schéma |<VL 

| ^ | , t . r_. r:í . . . . r, . . . . 

je definovaná t a k t o : Ku k a ž d é m u pr i rodzenému r existuje na základe k o n š t r u k 
cie radov (4). (5) jediné pr irodzené n tak, že r -- L\.. resp. /• -~ k'u . Potom /--,. — fc|n . 
resp. t\ — ř[ 2 í . Dokažme teraz ])latnosť rovnice (t>). Xeeh *S ; / ( |\ | £) je /.-ty 
čiastocný súčet r a d u |'_vj £. Nech . (r') je najváčší index t a k ý . že k\ - n. (kr, - n). 

"Potom >Sy
;/(|*| í ) = Sk ( | « J f j --f < V < ! ^ f.) - A.kdeA je b u d 0 alebo súčet 

t v a r u : 
e d ) Q _1_ c d ) „ _ . _ _ , ( i ) , , 

resp. e^,'-+-i <V v + *vVi_.> <V '..> "r • • • -*- ""j-. . ., • 'V '.-,/• ^ I e (^o s^' v e i < k é r- (r) 
l)ude už v z h l a d o m n a konvergeneiu radov v (*>) podlá ( a n c l i y B Izanovho 
i • , • • _ i / _ : 

kr i te r ia : | _4 j < 4 - a (/) 

••'V(hi"l íi) - I , «» + «l Í < i, • * . v(i*..i .-_-) - (., »< -- ") -•: !, .. (*)• 

k d e f je l u b o v o i n é k l a d n é číslo. I're dostafoěne velké ti l)ude aj /•. resp. /•' 
t a k é veíké. že nerovnost i (7), (S) b u d u splněné, t a k ž e : 

:,S'„( |\] | ) - m\ < | .S'„(h] f) - .S-, (!«,] .,>, - >>,•(!«,| ;.,) -
P fi E 

'" - " ' • V r 3 ' :, ^ ' - ; «s'.>(KJ í,) - ( ] w + ")i + •̂•.•O*-..1 -.1 - (_ 

T e d a : lim S„(í>] r ! — -S'fj,-x] ~) = m. 
»—*• x 

Z v o l m e teraz a ^= a, 0 < a < 1. Podlá Iviemannovej vety existujú sc l iémy 

K i -e<:;>. ^ ' . ... e ^ . . . . 

[«.,] 4 4 > , f«*>. ... f ^ , . . . 

t a k ž e .,,,. ., . v 1 , , , , 1 
-í>(L^l f i ) = T '" r « • ^(!.-A,] ?.> = -., //' - « • 
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Podobné ako p r e d t ý m sa přesvědčíme, že *Sr(rťx'| £) -= m. kde ( \ ' | , | \ ' | v t:[, ',, 

t-\'... . . / + . . . sa dos tane pomocou schém |v : i | a | v 4 | hoře u v e d e n ý m spósobom. 
r k á ž e m e , že | \ ' | ^ | \ | . fttačí u k á z a t , že |/\:]| ={-- [rxj]. K e b y bolo [v, I ---- | \ J , 

potom by S(| v,] i--) — *S?(| \ j | f3) — > -- m -j- ď = - - ///, -f- t/ — > ď ~- O, co 

je spor. 
Celkom m á m e t e d a výs ledok: Ku k a ž d é m u a € (OA) exis tuje schéma | \ | t a k . 

že S(\ \\ í ) — m a pre každé dve a, ď € (0,1), a -p a' exis tujú dve rózne schémy 

| \ | . | \ ' | splňajúce p o d m i e n k u : 

.s(lvlí) = / í ( K | f ) = .«. («.») 
Množina t ý c h | \ | . pre k t o r é plat í (9), m á t e d a mohutnost ' aspoň t a k ú a k o 
interval (0. L). t . j . a spoň m o h u t n o s ť k o n t i n u a . Pretože však množina všetkých 
z n a m i e n k o v ý c h schém má zrejme m o h u t n o s t k o n t i n u a , aj množina tých \<x\. 
pre k toré S(\a] f) — /.., má mohutnosť p r á v ě k o n t i n u a / T ý m je dokaž h o t o v ý . 

P ř í k l a d : a) Vieme. že: 

1 1 
Ogr _> -___ 1 _ J 

2 3 
+ • • • + (- iyч-\ 1 

n 

Ц\(к\ 5), kde 

. - . + ; - ; + • • • + 
1 

___ 
n a | \ | 1. — 1, L - 1 . . . . 

Podlá dokázanej vety množina tých schém | v|. pre k toré *S'(| v| Š) -log 2 má 
m o h u t n o s t k o n t i n u a . S c h é m a : 

I>I i . - i, i, - i , . . . 
je len jedna z nich. 

b) Podobné existuje nespočetné m n o h o m o h u t n o s t i k o n t i n u a radov [x | £ 

- V 1 1 1 
t akvch . že N ( M $) - , , kde í = > - - . Had 1 - - i . - • • • + 

4 Z-Í 2n — 1. .> -) 
M = .l 

_i_t_lVí + i _..._ _u 
1 [ 1} 2n~ 1 • " 

je len j ednym z nich. 

\ ' da lšom sa budeme zaoberať v lastnosťami bodovej m n o ž i n y Xl vnorenej 
do pr ies toru (A', o). 

Definujme na množině N. reá lnu funkciu f (x) t a k t o : 
S(x) 

1. Ak je rad x k o n v e r g e n t n ý , p o t o m k ladieme f(x) — f, f , kde 
»S'( x) je súčet r a d u x. 

2. Ak je r a d x d i v e r g e n t n ý a S (x) = -f- x , p o t o m k ladieme f(x) •-= 1, a k je 
r a d x d ivergentný a S(x) — — x , potom kladieme f(x) = — L 
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Dalej na množině X± definujme funkciu fu{
x) P r e n "-- V 2, 3. . . . rovnicou: 

;"1 ' ~ 1 -I- KU*). 
P o z n á m k a , f (x*) je konečná reálna funkcia a f; (x) • < 1 pre každé x 6 1 , . 
L e m m a 2. Pre každé xeXx existuje lim\ita postupnosti (/„(.?;)} * = , a p lat í : 

\imfn(x) ^f(x). 
N •-> X) 

D ó k a z : Predovšetkým si uvědomíme, že na základe definície množiny A", 
existuje p r e každé . r €A\ limita (vlastná alebo nevlas tná) pos tupnos t i {St.(x)-*=] 

a lim Sf!(x) =---- ,Sr (x). 

Rozoznávajme t r i p ř í p a d y : 

a) Nech — x < S(x) < + x -

Postupnost {#„(#)} "̂  m á t e d a vlastmi.limita S(x). Kedze pre k a ž d é pr irodzené 

n je f„(x) = " J / •> m a - podfa z n á m ý c h viet o l imitách pos tupnos t í aj 
J -f | S„ (x)\ 

i - i i- • ' S(x) m , ,. / S(X) . 
podiel vpravo l imita r o v n a , , o/ v, • l e d a lim/,,(#) — ( , — f ( x ) . 

h) N e c h S(.T) - < x . 

Podlá definície funkcie /(#) je t e d a f(x) •=- 1. M á m e u k á z a t , že lim f(.c) — 1. 
II —* X 

Necli ť ie rubovoiné kJadné číslo. Ex i s tu je K > 0 t a k . že , , r < f. Kedze J J J. -f- k 

dalej lim Sfl(x) = + < existuje w0 t a k . že pre všetky n >-:. n() je S (x) > K. 
T e d a pre v š e t k y H ^ na p l a t í : 

/ w W ! 1 + ^„(a,) " 1 + SU(X) • 1 -^ K 

c) N e c h S(x) - — x . 

T v r d e n i e lemmy sa v t o m t o p ř í p a d e dokáže úplné t a k a k o v p ř í p a d e b). 

VeUi 2 : Množina Xx tf/ch radov xčX, ktoré majú súcet. je množinou prve} 
kate/prie. 

D o s l e d o k . Kec lze pr ies tor (X, o) je množinou d r u h é j k a t e g o r i e (je t o úp lný 
priestor — pozři | 1 | ) , množina X2 oscilujúcich r a d o v z X je množinou d r u h e j 
kategorie. 

D ó k a z : Predovše tkým ukážeme, že pre každé pevné n p r i rodzené je funk-
cia fn(x) spojitá v (X1T o). Skutočne, nech x € Xx a e je rubovoiné k ladné číslo. 

Položme b = > 0. P ř e k a ž d é y € Xx. o(x. y) < O p la t í : S,(y) - Sjx) --

> /„(//) - fAx) - - ! fÁV) ~ fÁx) ! = <> < *. 
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Podlá lením y - je funkcia f(x) v ceJom ])riestore Xx l imitom pos tupnos t i 

\ÍÁX)Y'- • t eda f(x) je funkciou ])rvej Baireovej t r i edy v Xx. 

Ukážeme, že funkcia f(x) je nespoj i tá v ceiom pr ies tore (Xx. g). Máme t e d a 

ukáza t , že f(x) je nespojitá v každom bode x 6 X1} x = F^a1 -f e2a2 < F:]a:i + 

. . . --| f,//,, i- . . . 

I v () z o z n á v a j m e t r i p rí p a d y : 

a) Nech S(x) -f x >. 

Podlá definíeie funkcie /(#) je t e d a f(x) — 1. Nech E € (0,2). Ukážeme: nech /) 

je akékol vek k ladné číslo, existuje y € Xx t a k , že Q(X, y) < ťsa j f(x) — f(y) \ > F. 

Skutočne. nech - O. Z v o l m e pr i rodzené N t a k . a b y - > ,'. K r a d u x zo-

stro jme r a d : 

// •- <V'i ' í-./ř2 > f.//.:í -f- . . . + ť N a N — a N v l - - OA.; 2 — . . . — a A > - . . . 

Zrejme je: o(x. //) > v >̂ £>(#. /y) < r). Vzhladom na divergenciu radu ( i ) je 

N (y) .-. -v. > f(y) = - 1 . Teda | /(a:) - f(y) \ = 2 :> F. 

b) Nech S(x) — x . 

\T t o m t o p ř í p a d e sa t v r d e n i e dokáže t a k a k o v p ř í p a d e a) . 
c) Nech ---/.. - ' S(r) < +VJ. 

tS(x) 
Potom pre číslo f(x) = ^ p l a t í : j/(;r)j < 1. t e d a :- 1 — f(x) , > 0. 

1 > | o ( ^ ) | 

Položme .-, ' y ' > 0. Ukážeme, že v k a ž d o m okoJí t)odu .ť existuje 

bod // t a k , že f(x) — f(y) j > ř:. Necli ť5 je l u b o v o l n é k l a d n é číslo. Zostro jme 
rVokolie bodu x, t . j . množinu í)(x, ó), D(x, ó) = E(y € Xx, g(x,y) < o). 

H 

Nech N je pr i rodzené čísJo t a k é , a b y v < r. Zos t ro jme r a d : 

// - ť ^ -f ť 2a 2 -f • • • + eNaN + aN V1 + aN+2 + . . . + aN + k + . . . Zre jme 

y£ÍJ(x, ()), kedze g(x, y) ^ v < j V Dalej vzh l adom n a divergenciu radu (1) 

je * ( ? / > + < > ( y ) = i. T e d a : 

: /(y) - /(*) I = 11 - f(x) I > '-• 

Podlá známy cli viet o funkciách prvej Baireovej t r iedy je množina bodov 

nespojitosti funkcie prvej t r i edy v Xx množinou prvej ka tegor ie v Xl. t eda X} 

je množinou prvej l tategórie v Xx a t ý m skór prvej ka tegor ie v X. 

Vela l\: Množina, X2 je hustá v X. 

Do k a z . Nech m 6 EY. Ukážeme, že už množ ina Xlm týcl i x 6 X1: pre k toré 

S(x) ----- m. je l iustá v X. M á m e t e d a ukáza t , že pre uzávěr m n o ž i n y JL 1 ) > ; plat í : 
V,,, X. Necli x € X. Stačí d o k á z a t , že h l u b o v o l n é m u F > o existuje 
// G Xlu t a k , že g(x, y) < F. N e c h je x 
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Zvolme priroíV.cm' n tak. abv < r t\ Označme £,<7. -•- ť./T> . . — t\,ar =- a. 
* n 1 1 . - - . . . 

Zost roj me se I > é n i..: 

K J C-l> V v - -•;, :>,<••• ','.-*, •• • 
tak, aby rad 

£n+l ";/ 1 " ^ 2 (in 2 + ^.-: :. rt,/ :j + • • • + ť', v ^C 4 ~ 

bol konvergeníJÍV a aby jeho súěet bol m — a. To je zrejme možné na základe 
Riemannovej veyv. Potom rad 

V - !;Mc — /y, •• r,a2 -f . . . -f- ťw«„ + ^ ; i«,/ i Jr • • • -.- <• , " , ;• "i" • • • 

je konvergentní ^U*,?/) -= , < e a #(#) =-- //>. t. j . // 6 A'1;,;. Tým je 

dókaz hotový. 
Došlo 24. ÍX. Ii».»l. 
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П Р И М КЧЛ'И II С К Т Е О Р Е М К РИМА II Л О Р А С Х О Д Я Щ И Х С Я 

Р Я Д А Х 

ТГШОР III А .1 /VI 

В ы в о д ы 

Мрсдмсюл! настоящей работы является решение некоторых вопросов, находи 
щпччи в связи с теоремой Рпмапа о расходящихся рядах. 

Последоиателыюстс: | \ | *-,, г-.,,... рЛ, где г.. -4 1 п.ш I назовем симво.шчсскои 

' 'ХСМОН. 
а 

Пусть с 2 " . . ••'. . О для каждого п 1 , 2 , 3 . . . , расходящийся ряд, п,. —> о. 
ос 

• »наком | \ ] «* обозначим ряд X <•',,• "л-- вели зтот ряд сходится, обозначим его сум.м\ 
« = 1 

N(1 \ | С). На основании теоремы Ри.мана к каждому реальному числу т существует схема 
1 \_] так, чго *5(| л | с) ш. В работе доказана теорема, находящаяся в связи с ней: 
К' каждому р е а л м ю . т /// существует бесконечно много мощности контпнуа схем | \ : 
1 а к \ что .Ч([л] ^) ///. 

онако.м .V обозначим множество всех |>ядов Л' I х | •?. где | л ] пробе! ают все воз 
можные схемы. Салю собой разумеется, что Л' является несчетным множччтвом м о т 
нл-гн контпнун. Липком Л, обозначим множество тех .*•• € Л, которые имеют су.мм\ 
(конечную пли бесконечную), :шаком Л 2 , .множество тех ./• € Л , которые не имени 
сулемы. На множестве Л определяется метрика о, заведенная автором в работе [ I ]. I. 
настоящей работе доказана теорема: Множество Л г является .множеством нервов 
к а т е ю р л и , плотным г. Л, множество Л 2 нг.шотгя множеством другой категории. 
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