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POZNAMKY K RIEMANNOVE]J VETE
O DIVERGENTNYCH RADOCH

TIBOR SALAT. Bratislava
Nech

s
& N — ! 1 1 y ' N
R i S T e S (h)

n=1

je divergentny rad s kladnymi ¢lenmi a nech «, — 0.
Znamienkovon schémou budeme nazyvat postupnost:

!\} 81782183)---‘0;1: 3
kde ¢, == 1 alebo -— I pre kazdé n =1, 2, 3, ...
O rade:
fod & = ea, -6, Foeguy - .. -Fea, 4L (2)

budeme hovorit, Ze vznikol aplikovanim znamienkovej schémy |«| na rad (1).
Oznaé¢me znakom X mnozinu radov (2), vzniknutych aplikovanim vsetkvch
znamienkovych schém na rad (1).

Detinujme na mnozine X x X realnn funkeiu o(z, y) takto: Nech x. » € X.

S — o N . I N !
S =gy + £y ety oo FE 0,

x|
X E=dla, 4 Ea, + ea, + Lo e,

J. Ak «© = y. potom ¢ (v, y) = 0.
2. Ak ==y, potom a (x, y) = ; kde 2 je prvy index taky, ze ¢, == ¢,. V praci
|1] je dokazané, ze takto definovana funkcia o je metrikou na X.

Definicia 1. a) Nech x = [«] £ € X. Ak rad » je konvergentny, oznaéme jeho
sucet S(x). Ak rad x diverguje k + =, resp. —»o, poloime S (x) = + ~
~— o Al rad x osciluje, potom symbol S(x) nedefinujenne.

b) Oznalme znakom X, mnoZinw tych x € X, pre ktoré je S(x) definovaiic.
L. j. ktoré maji siéet « znakom X, mnoZinuw tyjch x € X, ktoré osciluji. -

¢) Nech € X. Znakom S, (x) —= 8,([~]&) pre n prirodzend budeme wnaéil
n-ty Ciastoényy sucel radu x.

. resp.

Poznamka. Na mnozine X, je teda definovana uréita realna tunkeia S(x).
Dalej zrejme plati: X, U X, - X.

Oznacenie. V daléom znakom E, budeme znacit mnozinu vetkych redlnych

isel. znakom V7 zase mnozinu: B, U (++ «) U (— =»).
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Znamu Riemanmovu vetu. vztahujicu sa na divergentné rady tyvpu (i).
mozno vyslovit takto:
L. Kuw kaZdému m € B existuje schéma o] tak, Ze S(|«] &) = m (3).
Nech =, 10 € I, 3 <2 p. Potom existuje schéma | x] tak, Ze: lom inf S, {|\] &)

H—> L
~= s, lim sup S, (1v] &) = p, Loj. rud x = |n] & osciluje imedzi = « n.
"= 7
Predmetom tejto prace je problém poétu schém | x|, ktord spliaji rovnicu (3)
pri e koneénom redlnom, polozeny prof. M. Kgsslerom a dalej vysetrovanic
viastnosti priestoru (X, p) vnoreného do (X. o).

Lemmia 1. Neck & Zu a. = O pre kaZdé o= 1,2, 3, ..., S(E) = = o,

=1

linea, 0. Potom existuji rastice postwpmosts privodzengjch Esel {k,\ =y k)

ntn=1
v —
tak,
I. Ka*dé prirodzené ¢islo patri prdv: do jednej z postwpnosts {k,}, i, (k) r—.
XL
2 Rady > a . > ay diverguji k - o
n=1 n=1
/
Dokaz: Nech 7, je najmensie prlrod/ene ¢islo také, ze Z a; > 1.1, najmensie
i=1
prirodzené ¢islo  ~ I, také, ze \ a, -~ 1. atd. Ked uz mame definované [ ,
.
=l+1 /nAT‘—I

nech [, | je najmensie prirodzené cislo také, ze [

w1, z a; > 1. Cisla /,,

vzhladom na predpoklady lemmy existujii. Takto dostivame nekonecnit
postupnost:

A S
Postupnosti:
L2 oL L+ 42 L, L2,
/1 lr‘J. [] ’j’jq- l;, l3 1, l3+2,--.l17 ,5’5—' l, /3 +~2,...1,;,.-.

zrejime spiiaju tvrdenia lemmy.
»
Veta I: Vech & = Z w,. a, = O pre kaZdé prirodzené n, o, — 0. S(&) =

n=1

+ . Nech m € K.
Tordenie: Fxistuje nespoéetne mnoho mohutnostl  kontinue znamienkovijch
schém || tak, Ze S(lo) &) == m.

Dokaz: Podla predoslej lemmy zostrojme rady:

5= % ot g (4)
L = . A A A -+ (! + ... (M)

Utvorme mnozinu X', (X"') vietkyc hradov [} 5 (|a] &,). vzniknutych apliko-
vanim vietkych moznych schém [+ na rad & sp (%,). Podla dokdzanej lemmy

N

N(E) - N(&E) = . Znakom S (| &) vesp. S, (I &), budeme rozumiet n-ty-

.~
Tt
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ve

¢lastoény sudet radu || &, resp. [\

Z,. Aplikujme teraz Riemannovu vetu na
rady (4). (). Existuji teda schémy |na,], [n.i.

[~ - 1—‘2“. Ft_ll", st :»f,:".

[\zl 3 1(/ (,_(_‘) Ji_'J P
takze
\ e 1 " \ - 1
Nloal &) = m -+ a. S([e,] 5) = | w o .
kde 0 < « = 1. S¢itanim napisanveh rovaic dostaneme:
Ay (] \ll E]) — N (! \,_,] 5:) = g,

Ukazeme, Ze:
) = S{{al 5 (6)

N(loy| &) — Ntiay =

kde schéma [a].
[o] P S S

je definovana takto: Ku kazdému privodzenému » existuje na ziklade konstruk-
cie radov (4). (5) jediné privodzené n tak. ze r = L. resp.r == k). Potom e, =)
resp. &, = #2). Dokdzme teraz platnost rovnice (6). Nech N, (| x| &) je n»g_\"
¢iastoény stdet radu || & Nech -, (#') je najvacsi index taky. ze b, ~ n. (K]~ n).
Potom S, (|a] &) = Skr(lfx1| &)+ Nolla,t ) — A kde A je bud 0 alebo sacet

tvaru:

(1) () . el

it G F N o s
(2 L) . ) ). £ vella » (-
resp. ak,".,” Wy + 85.’,»' be g = e T EEL Pre dost velké r. (#)
bude uz vzhladom na konvergenciu radov v (8) podla (‘auchy - B.lzanovho

R -

kritéria: "4 | < - a (7)

D]
o 0. 1 e . B | e i
Sl E) — 5 + a) < ER AVARNTD SN I IRl 3 (8).

kde & je Tubovolné kladné ¢islo. Pre dostatocne velké w bude aj roresp. of
také velké, ze nerovnosti (7), (3) budu s<plhené. takze:

“‘\'n(l \] S) " '"'; - E‘S'n([/\r, E) - ‘\'" (ifxlj‘ ":1’ - '\’K"v'(’{':\j‘ E.‘) -

1 (1 e e :
= () &) — (‘,) m - “)i 4Nt 5, — () 7 u) S . I.;

Teda: lim S (] 5) = NG 51 = o0

N—x

Zvolme teraz a' 4= «, 0 <2 ' <2 1. Podla Riemannovej vety existuji schémy

[Nals [Nals

[Na] & e NS
[oen] - el®, t“' SRR NT
takze 1 , 1
) S(v,] &) = 5 S 5=, m — o,
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Podobne ako predtym sa presvedéime, ze S([a’| &) = m, kde ||, [~"] :¢&!,

T

£i.. .. ¢, ... sa dostane pomocou schém |x,] a |x,]| hore uvedenym sposobom.

Ukazeme. ze |N'] == [\]. Staci ukazat, Ze [~;] == [a;]. Keby bolo [~;] = |v],
1

potom by S(iv] &) = Sy &) == 5 m-ta’ = ;om0 == ==, o

je spor.
Celkom mame teda vysledok: Ku kazdému « € (0,1) existuje schéma |a| tak.
72e S(IN] &) = moa pre kazdé dve «, a’ € (0.1). « = « existujit dve rozne schémy

v

[\IL | spitajiee podmienku:
S E) = S(x] &) = m. (4)

Mnozina tych [v]. pre ktoré plati (9), ma teda mohutnost aspon taku ako
interval (0.1). t. j. aspoit mohutnost kontinua. Pretoze viak mnozina vsetkych
znamienkovych schém ma zrejme mohutnost kontinua, aj mnozina tych |x].
pre ktoré S({a] £) = m, ma mohutnost prave kontinua. Tvm je dékaz hotovy.

Priklad: a) Vieme. ze:

1 1
log 2 =1 — + oo+ Lyrt -
08 2 3 ! + ) n
t. . log 2 == S(|«] &), kde
1 | 1
Se=1 -+ L “+ .. -
T 3 n

a || . —1, 1. —1....
Podla dokdzanej vety mnozina tych schém [+, pre ktoré S([+] £)==log 2 ma
mohutnost kontinua. Schéma:

je len jedna z nich.
h) Podobne existuje nespotetne mnoho mohutnosti kontinua radov [»| §
x

; . - & . 1 , 1 I ’
takyveh, ze S([~] &) - L kde & = N Rad 1 — ) = _ = ... &=

zn — 1 B} ‘)

A VTR 1
(=t
je len jednym z nich.
V' daliom sa budeme zaoberat vlastnostami bodovej mnoziny X'} vnorenej
do priestoru (X, o).
Detinujme na mnozine X, realnu funkeciu f (2) takto: :
1+ IS

I. Ak je rad .« konvergentny, potom kladieme f(x) = kde
S(x) je sucet radu a.

2. Ak je rad x divergentny a S (x) = + =, potom kladieme f(x) = 1, ak je
rad @ divergentny a S(x) = — «, potom kladieme f(x) = --1.

am
~1

Matematicko-fvzikalny Casopis V. 2.



Dalej na mnozine X, definujme funkeiu f,(2) pre 2 = 1.2, 3. rovnicou:
fo(x) = N
A8 w)

Pozndmka. f, (¢)je koneénd realna funkcia a f, (@) <21 pre kazdé a € X,
Lemma 2. Pre kadé ve€X, existuje limita postupnoste {f (x)}/—, a plati:
lim f, (a) = f(a).
H—> X
Dokaz: Predovietkym si uvedomime. ze na zdklade definicie mnoziny X,

existuje pre kazdé x € X, limita (vlastni alebo nevlastnd) postupnosti {8, (x) "
a lim S, () == S (a).

H—> %
Rozoznavajme tri pripady:
a) Nech —» < S(x) <= +=.

Postupnost {S”(x)}::I ma teda vlastna limita 8(«x). Kedze pre kazdé prirodzené
SYI ( '1')

nje f(x) = 18, ()

. ma podla znamych viet o limitich postupnosti aj

Sl vnrave Bmiba rovna S(a) r . S(x) .
podiel vpravo limita rovna 1 S() Teda llirlff’(x) SR () = f(x).
b) Nech S(x) — +=.
Podla definicie funkcie f() je teda f(x) = 1. Mame ukazat. ze lim f,(r) == 1.
L o
Nech ¢ je Iubovolné kladné &islo. Existuje K > 0 tak, ze LK Kedze
dalej lim S, () = 4=, existuje n, tak. ze pre vietkv n = n,je N (r) > K.
Teda pre vsetky » = n, plati:
S, () 1 ]
| / o [— on . ! — \’ >
/(@) ! 1S () l 1 +8S,(x) -1+ K ¢

¢) Nech S(x) = — =

Tvrdenie lemmy sa v tomto pripade dokaze uplne tak ako v pripade b).

Veta 2: MnoZina X tyck radov x € X, ktoré maji sicet. je mnoiinou prvej
kategorie.

Désledok. Kedze priestor (X, o) je mnozinou druhej kategérie (je to aplny
priestor — pozri [1]). mnozina X, oscilujicich radov z X je mnozinou druhej
kategorie.

Dokaz: Predovietkym ukazeme, ze pre kazdé pevné n prirodzené je funk-
cia f,(x) spojitd v (X;. o). Skutocne, nech x € X, a ¢ je [ubovolné kladné c¢islo.

1 . .
Polozme o = 0 Pre kazdéy € X,. o(x. y) < o plati: S (y) = S.(z) =

- /n(.’/) = f“(.?i') = !fn(y) - /u(x) [ =0 < &
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Podla lemmy 2 je funkeia f(x) v celom priestore X, limitom postupnosti
(@) _, . teda f(x) je funkciou prvej Baireove] triedy v X, .

Ukdazeme, ze funkeia f(x) je nespojita v celom priestore (X,. o). Mame teda
ukdzat. ze f(a) je nespojitd v kazdom bode x € X, © == ey -+ ey, -+ ey, +

cpoE,

Rozoznavajme tri pripady:

a) Neceh S(e) Lo,

Podla definicie funkeie f(x) je teda f(x) = 1. Nech ¢ € (0.2). Ukdazeme: nech o
je akékolvek kladné ¢islo, existuje y € X, tak, ze o(x, y) << ¢ a | f(x) — f(y)] = «.
Skutocne. nech & - 0, Zvolme prirodzené N tak. aby i, - . K radu x zo-

strojme rad:

Yoo ey ey ety b NN Uy e Ny — s — Ay —
. . 1 ' . . .
Zrejme je: o(b. y) <o v o(x. y) < o. Vzhladom na divergenciu radu (1) je
N(y) = -2 = Hy) = —1.Teda| f(x) — f(y) = 2 > ¢
b) Nech S(x) -

V' tomto pripade sa tvrdenie dokaze tak ako v pripade a).
¢) Nech — = -~ N() < =
S(2)

1 -+ ! S(’(‘) !

Potom pre cislo f(x) —

= fla)

4

plati: [f(x)] - 1, teda ' 1 — f(x) .- 0.

Polozme & - 0. Ukazeme, ze v kazdom okoli bodu .« existuje

bod y tak, ze  f(x) — f(y) | > e. Nech 9 je Iubovolné kladné ¢islo. Zostrojme
c-okolie bodu ., t. j. mnozinu O(x, o), 2z, 0) = E(y € X,, olx,y) < 5).
K

Nech N je privrodzené ¢islo také, aby < ¢. Zostrojme rad:
} A ]

1
N
Yo el R ey - . ENON Ay A AN F oo Ay + ... Zrejme

1 w . . . .
N1 <7d. Dalej vzhladom na divergenciu radu (1)

je S(y) = 4 =f(y) = 1. Teda:
o) — @) =1 — f(x)] >«
Podla znamych viet o funkciach prvej Baireovej triedy je mnozina bodov
nespojitosti funkeie prvej triedy v X, mmnozinou prvej kategovie v X ,. teda X,
je mnozinou prvej kategérie v X, a tym skor prvej kategérie v X.

Yy € L(x,0), kedze o(x, y) =

Veta 3: MnoZina X, je hustda v X.
Dokaz. Nech m € H,. Ukazeme, Ze uz mnozina X,,, tych x € X,. pre ktoré¢
1 ) im 1:
S(x) -= m, je husta v X. Mame teda ukazat, Ze pre uzaver mnoziny X, plati:

Y, - .N. Nech »r€ X. Stac¢i dokazat. ze k lubovolnému ¢ > 0 existuje
1
y € X, tak, Ze o(x, ) < e. Nech je v = 1@, =+ eyty -+ &40, - ... = 0, +— ...

Matematicko-tyvezikalny ¢asopis V, 2. 99



o . . 1 "
Zvolme prirodrzend n tak, aby e Oznadme ey - ey,
Yo oA

Zostrojme schémi:
vy o ’ .
N T P A A

tak. aby rad

’ ’
&1, E L,y e, e,

n 2 no B e 3

hol kouvergentny a aby jeho sacet bol m —- a. To je zrejme mozné na ziklade
Riemannovej very. Potom rad

i NS = £aly N e e A el S P
. . 1 . - .
jo konvergentuy. ol{wryy) = A Sly) == m. t. 3. y€ X, Tym je
n -

dokaz hotovy.
Doslo 24,0 [XL 1951,
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HPUMEYATHE K TEOPEME PUMALA O PACNOLHHUHNCS
PHLAN
THNHOP IAJTAT
B ursojn
HpesieTos Bacroaieii padornl SBaseres pemenie Herotophiy

HUINCH 8 CBAZH ¢ TCopeMoil Pisiaira o pacxo;sinixes ps,iax.
Hocac osarennnoern: | x| Ep gL €

l‘.nllj)m'ul:. HaXo, U

e LG €, Sl | HasoBeM clABOOIYCC OB
CACMOTE
[ 3
Hyvers 2 X oo 0 a8 Kasloro n 12,3000 pacxoasnmiicsn paj o, — 0.
'
BITHYR & 0 . RN A T rg. . n-
SHaroM [ ] E odosianny pat X g, Benr omor psl eXOUrre s, 0003HAUHIN elo ¢ VM
n=1|

S E). Ha ocrosamn reopesnl PHMAHA K RAAK0MY PCAABHOMY UHCAN 20 ¢ VTHCCTBYCT CXeMa
i rak, uro S(Ia 3 m. B opabore JloRasala TEOPEMA. HAXOJIHIEHCH B CBAZI ¢ Hell:
BR@ACIOMY Pea thitoNMy e CVIeCTBYCT OCCROHCHHO MHOFO MOHUOCTI ROBTIHA @ ¢XeM |\
L, uro S(n] &) i

Srarom X oOosuaing MuozkeeTBO Beex psos N s [N ED e [a] npoderaor Bee Bos
MORIBIE CXCeMBL Cavio co001l pasyMeetes, 910 .\ ABIACTCH HeCYOTHLIN MHOZKCCTBOM MO
He e RONTIYA. Suanom ) o0031auHM MHOMKCC

RO TeX 0 € N ROTOPLIC IMCIOT ¢V MAN
(KOHCUH VIO (TR GeCROHeUHYVI0), 3HAROM .y, MUOKeeTBO Tex o € N Rortophie He nMeon
cyaabt Ha MHOecrze X onpeieasierest MeTpiRa o, 3aBejeHHan avtopoy g padore [1]. B
nacroaned pabore gokasana reopemMa MHOReCTBO

N HBAHOTCH MHOKCCTBOM  HEPBOU
I\'JIH'IH"‘.“!. (10 (RN ENRAY] " ,\. MHOMIRCCTBO

Ny HEIHETCR MHOIRCCTROND VIOl materopun
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