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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS
ROCNIK 13 1963 cisLo 2

NEKOLIK POZNAMEK K PROBLEMU W. MNICHA
JIRi SEDLACEK, Praha

Je znamé, Ze neexistuji tfi racionalni ¢&isla x,, x,, x; tak, aby platilo
X+ x, +x3 =1, X Xpx3 = 1. )]

Ozna¢me R téleso vsech racionalnich Cisel, C obor integrity vSech celych racional-
nich &isel. W. Mnich polozil pfed ¢asem otazku, zda v C existuji ¢isla x, y, z tak, aby
platilo:

LY

X z
— +—=1
y z x

Je znam snadny dikaz, Ze tato uloha je ekvivalentni s otazkou fesitelnosti sou-

stavy (1) v R.
Vsimnéme si nejprve fesitelnosti soustavy (1) v nékterych ,,SirSich® oborech, zej-
ména v kvadratickych télesech.(') V tzv. Gassové t&lese R(i) lze najit tato FeSeni:

a) xl’2=ii, XJ=1;

| .
b) x1,2:7(_li‘)’ X3 =2;

1 . 4
c) X1,2=—§_6_(9 + 461), x3=ﬁ_;

! : 81
d) x15 = 537 (=198 £107),  x; = o3

! . 242
€) Xy, = S0 (693 + 7501i),  x; = 55

Také v télese R(V/E) se snadno nahlédne, Ze zde soustava (1) ma nékolik feSeni.
Uvadim zde tyto vysledky

f)x,lzzli\/i, Xy = —1;

1 _
g) x1,2=7(‘3i2\/2), x; =4,

(") vysledky ), d), e), h), ch) uvadim podle vypocta P. Bartose, M. Hlavacka a V. Kucery.
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1 = 128
h) x1,2 = g (1928 & 1817./2), x; = —
= 25
ch) x;,, = —315 (—45 £29.)2), X3 =

V télese R(i\/ﬁ) jsem nalezl tfi feSeni:
. 1 o
i) x1,2=7(1i1\/31), X3 =
1 e 4
k) xy0 =5 (1 £2131),  x3=+;
1) x1.2=—5%(27i53i\/ﬁ), X3 = —.

V télese R(iv//;2—65 jsem nalezl dvé trojice, které vyhovuji rovnicim (1):

| L=
m) xn_zz»j—(lil\/26), xsz?;

1 . g 4
n) x1.2=z(—li~1\/26), X3 =

Neni ovSem znamé, zda v uvedenych kvadratickych télesech ma soustava (1)
kone¢ny nebo nekonelny pocet feseni. VSimneme-li si vzorct a)—n), vidime, Ze
z Cisel xy, x,, x3 vZdy jedno patii do R. Nepodafilo se mi sestrojit kvadratické téleso
R(\/c_i) tak, aby v ném soustava (1) byla fesitelna &isly x,, x,, X3, pfi ¢emZ Zadné
z Cisel x,, x,, x5 by nepatiilo do R.

Dale vznika otazka, zda existuje konecny nebo nekonecny pocet kvadratickych
téles, v nichz je soustava (1) FeSitelna. Odpovéd je snadnym disledkem jedné véty,
kterou odvodil P. Erdds:

Budiz f(x) = ayx® + a,x* + a,x + a, polynom, jechoZ koeficienty patii do C
a necht ag > 0, (aq, a,, a,, a;) = 1; necht dale rovnice f(x) = 0 nema dvojnasobny
kofen. Potom existuje nekonecn€ mnoho ptirozenych Cisel m tak, Ze f(m) je bezctver-
cové ¢&islo.(?)

Nyni dokéZeme tuto vétu:

Véta 1. Existuje nekonecné mnoho imagindrnich kvadratickych téles R(i \/;1), (kde
d > 0 je bezctvercové Cislo), v nichZ je soustava (1) Fesitelnd.

Dikaz. Polozme fo(x) = 16x> 4+ 20x* + 16x + 1. Polynom f,(x) zfejmé spliiujc

(%) Cesky nazev ,tislo bezitvercové® pouzivame podle K. Rychlika (viz str. 48 jeho Uvodu
do elementdrni ciselné theorie, 11. vyd).
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vSechny predpoklady z citované podminky P. Erdose, takZe existuje nekonedng
mnoho pfirozenych &isel m tak, Ze fo(m) je bezétvercové.() Pro kazdé &islo ¢ vyhovuji
vztahu fy(x) = ¢ nejvySe tfi pfirozena Cisla x, takZe mame zarudenu existenci neko-
ne¢né mnoha bezétvercovych hodnot fo(m). Polozme

1 e 2
x1,2=m.(2m—1i1\/fo(m)), X3—m.

V nekone¢né mnoha imaginarnich kvadratickych télesech R(i\/fr.(ﬁj je tedy
soustava (1) feSitelna. Dikaz véty 1 je tim podan.

Poznamenejme, 7e obdobnou vétu lze dokazat 1 pro realna kvadraticka télesa.

RozSifme nyni jesté dale pivodni téleso R. Necht T je nekomutativni téleso

kvaternionti nad télesem R. Pak v T'miiZeme dokazat silné&jsi tvrzeni, jak ukazuje dalsi
véta.

Véta 2. Pro kazdé r € R md soustava
X{ + Xy + x5 =1, X{XyX3 =T (2)
nekonecné mnoho feseni v T.

Diikaz. Zvolme libovolné ptirozené ¢islo n a poloZme

1 1. . .
—— 27N 4+ 2%, i), xy =

Xy ,=* —
1,2 22n-1 4

Snadno nahlédneme, Ze soustava (2) je splnéna a Ze uvaZzovanych trojic x;, x,, X3
je nekone¢n& mnoho. Diikaz je podan.(*)

Zavérem si viimnéme fesitelnosti soustavy (1) v nékterych télesech, jeZ nejsou
Ciselnd. Je-li p prvocislo, oznacme C, téleso zbytkovych tfid (mod p). Rovnitko
v soustavé (1) budeme ovSem chapat jako kongruenci (mod p). Zabyvame se tedy
nyni fesitelnosti soustavy (°)

X, + x, + x5 = 1 (mod p), X1X,¥; = | (mod p). 3)

Véta 3. Je-li p = | (mod 4), pak soustava (3) md reSeni.

(*) V korespondenci s V. A. Golub&vem jsme konstatovali, Ze uvedeny polynom fo(x) nabyva
prox = 1,2, 3, ..., 64 bezétvercovych hodnot, zatimco f,(65) neni uz bezctvercové. Viz Golubévovu
poznamku Kubicky polynom, ktery nabyvid mnoha bezétvercovych hodnot, Casopis pro péstovani
matematiky 87 (1962), 496.

(*) Dukaz lze opiit i o vzorce jiného druhu, napf.

- (2n il + (n2 -_ 1). iZ)a x3 =r.

X1 ,= %
n’+1

(®) Budeme uvazovat jen licha prvodisla p, nebot ptipad p = 2 je trivialni.
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Dukaz. Je znamé, 7e pii p = 1 (mod 4) je —1 kvadratickym zbytkem (mod p).
Zvolme tedy b tak, 7e b* = — 1 (mod p)a polozme x; = b, x, = —b, x5 = 1 (mod p).
Takto sestrojend trojice (v, x,., x3) ziejme vyhovuje soustavé (3) a dikaz je tim
podan.

Kromé feseni uvedeného v dikazu véty 3 mohou oviem existovat i feSeni jina.
Pro p = 5 vyhovuje soustavé (3) jediné trojice (1, 2, 3), jeZ odpovida sestrojenému
feSeni: avsak jiz pro p = 13 dostavame jednak trojici (1, 5, 8), Kierou lze sestrojit
pomoci Cisla b, jednak jesté trojice (2, 2, 10). (9,9, 9).

Véta 4. Je-li p = 7 (mod 8), pak soustava (3) ma resent.

Duikaz. Vime, ze pfi p = 7 (mod 8) je 2 kvadratickym zbytkem (mod p). Zvolme
tedy ctak,Ze ¢* = 2 (mod p)apolozme x;, = 1 + c.x; = 1 — c.xy = —1 (mod p).
Jedno feseni je tim sestrojeno a dikaz je podan.

Opét poznamencjme, Ze konstrukci popsanou v piedchazejici vété nemusi byt
viechna TeSeni vyCerpana. Pro p = 7 existuje sice jedina trojice (4, 5, 6), k niz se
véty 4 najdeme trojici (6, 19, 22). avsak vyhovuji téZ trojice (3, 3. 18); (4, 5, 15);
(11, 16, 20).

Zbyva jesté probrat licha prvocisla, ktera jsou kongruentni s Cislem 3 (mod 8).
Tu plati véta:

Véta 5. Existuje prvocislo p = 3 (mod 8), pro néz soustava (3) neni rFeitelnd. Existuji
vSak v této zbytkové tFidé téz prvocisla p, pro néz soustava (3) FeSitelnd je.
Dikaz. Snadno nahlédneme, Ze pro p = 3 soustava (3) nema feSeni. Pro p = 11

vyhovuje trojice (7, 7, 9). Tim je dtkaz podan.(®)

A. Schinzel dokazal, Ze pro s > 3 soustava

Y=t [ly=1 @

Jj=1 Jj=1

ma v R vzdy nekoneény pocet feseni. Bylo by mozné také tuto problematiku pfenést
do C,. Tak napf. se da dokazat, Ze pro s = 4 soustava (4) ma v C; vidy feSeni.
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HECKOJIbKO 3AMEYAHMWIN O IMPOBJEME B. MHUXA
Hpxu Cemnauek
Pe3iome

Ilyctb 3apana cucremMa ypaBHEHMit
NNy R oxy o= XpXav, = | (h

B HaCTOsILIEN 3aMETKE Mbl 3AHUMACMCsL, B IEPBYIO OYepe/lb, PELIAEMOCTBIO cucTembl (1) B HEKOTOPBIX
KBAAPATHYHBIX nosisx. bonee o6uias cucrema

Ny Xy, oy = XN\ =

(l'IlC ¥ -— JAHHOE PalMOHANBLHOE ‘iHCJI()) MMECT OCCKOHEYHOE YMCIO0 ]38[116}{]/[]7[ B HCKOMMYTATUBHOM
MoJIC KBATCPHUOHOB HA MOJIEM PAUMOHAJIBHBIX YUCEJL.
B 3aknioueHue Mbl 3aHUMACMCS CUCTEMON cpasueuuﬁ

N+ X, + vy = Himod p). Nyv,vy = 1 (mod p), (2)

riue p — HAHHOE HEYEeTHOE npoctoe uucio. Ecau p = 1(mod 4) win p == 7 (mod 8), To cucrema (2)
umeeT peuienne. OCTatoTCs ewe npocteie yuciaa p = 3(mod 8). B ciyvae.p = 3 cucrema (2) He
HMeCT PELIeHUs, B TO BPeMs Kak, Hanpumep, aist p = 11 u p = 19 pelieHue cyiecTByerT.

EINIGE BEMERKUNGEN ZUM PROBLEME VON W. MNICH
Jiti Sedlacek
Zusammenfassung
Es sei das Gleichungssystem
X+ X Xy =1, XXxy =1 ()

gegeben. In diesem Beitrag wird zuerst die Losbarkeit des Systems (1) in einigen quadratischen
Zahlkorpern untersucht.
Das allgemeinere System

Xy +x, x5 =1, X{XoX3 = F
(wo r eine gegebene rationale Zahl ist) hat unendlich viele Losungen in dem nichtkommutativen

Quaternionenkorper iiber dem Kérper aller rationalen Zahlen.
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Schlielich wird das Kongruenzsystem

Xy + x, + x3 = 1 (mod p), X x,x3 = 1 (mod p), )

das System (2) 18sbar. Es bleiben noch die Primzahlen p == 3 (mod 8). Fiir p== 3 besitzt das System (2)
keine Losung, aber fiir p = 11 und fiir p = 19 z. B., ist das System (2) lsbar.
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