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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 13, 2, 2963

VSEOBECNE MOCNINY V POLOGRUPACH
JURAJ BOSAK, Bratislava

§1.UVOD

Je dobre zname, Ze v Tubovolnej pologrupe S mozno definovat mocniny s pri-
rodzenym exponentom. PresnejSie povedané, je mozné TubovoInému a€ S a Tubo-
voInému prirodzenému ¢&islu m priradit isty prvok pologrupy S, ktory oznacujeme
znakom 4™, priCom pre [ubovoIné ae S a pre fubovolné prirodzené &isla m, n
plati:

a' = a, (A)
amtn = aman‘~ (B)
a"l." — (a")’". (C)

Je zrejmé, Ze existuje vzdy prave jedno priradenie uvedenych vlastnosti. MozZno
ho definovaf rekurentne: a' = a, a™*' = a™a pre IubovoIné ae S a TubovoIné
prirodzené Cislo m. V dalSom predpokladame, Ze v uvaZovanych pologrupach su
definované mocniny s prirodzenym exponentom.

Vynara sa otazka, za akych predpokladov mozno prirodzené exponenty nahradit
exponentami z inej danej mnoziny, na ktorej st definované dve binarne operacie,
s¢itanie (+) a nasobenie (.). V praci uvadzame podmienky pre to, aby bolo mozné
v danej pologrupe definovat mocniny s exponentom vzatym z takejto mnoZiny.
Ziskané vysledky nam umoznia do istej miery poznat Strukturu takychto pologrip
v najdolezitejSich pripadoch.

Nasu pracu zacneme pripadom kladnych racionalnych exponentov, ktoré vedu
k zavedeniu odmocniovania prvkov v pologrupach. Je pochopitelné, Ze niektoré
uvahy budi obdobné tivaham pri zavadzani odmocnin a kladnych racionalnych
mocnin z nezapornych realnych cisel z elementarnej matematiky.

Poznamenajme eSte, e v pripade mocnin s prirodzenym exponentom je (C)
dosledkom (A) a (B). Vo vSeobecnom pripade, ako sa da Tahko ukazat, su vlastnosti
(A), (B), (C) nezavislé.

§2. MOCNINY S KLADNYM RACIONALNYM EXPONENTOM

Veta 1. Nech je dand pologrupa S takd, Ze rovnica x" = a md pre kazdé ae S
a pre kazdé prirodzené cislo n najviac jedno riesenie x. Oznacme toto rieSenie (pokial
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existuje) znakom "V/E. Potom plati pre Fubovolné a€ S a pre [ubovolné prirodzené
Cisla m, n, p (vidy, ked su prislusné symboly definované):

Va' = a, (1)
&amy = Yamr, (2)
Yrja ="a, (3)
“Yamr = Vam (4)

Dokaz vyplyva bezprostredne z definicii prisluSnych symbolov.

Poznamka. Prva rovnost vo vete 1 plati vZdy, pri druhej staci predpokladat,
~ n - . ~ r . . v . v A\ ~ v r
7e \ d" je definovana, pri tretej a Stvrtej staci predpokladaf, Ze aspoi jedna zo stran
rovnosti je definovana.

Definicia 1. Budeme hovorit, Ze v pologrupe S mozZno definovat mocniny s kladnym
racionalnym exponentom, ak mozno Tubovolnému a € S a Tubovolnému kladnému
racionalnemu Cislu m = p/g pritadit isty prvok pologrupy S, ktory oznacujeme
znakom a™ = a”", tak, aby pre TubovoIné a e S a prec Tubovolné kladné racionalne
¢isla m. n platilo (A), (B), (C).

Veta 2. Nutnd a postacujiica podmienka pre to, aby v pologrupe S bolo mozné defi-
novat mocniny s kladnym raciondlnym exponentom, je: K lubovolnému prirodzenému
cislu k a k lubovolnému a € S existuje prdave jeden prook xe€ S taky, e x* = a.(')
Ak je uvedend podmienka splnend, mozno v pologrupe S definovat mocniny s kladnyin
raciondlnym exponentom jedinym spésohom.

Dokaz. Ak v pologrupe S moZno definovat mocniny s kladnym racionalnym
exponentom, tak rovnica x* = @ ma vzhladom na (C) a (A) prave jedno rieenie,
V% Obratene, ak kazda rovnica x* = a (k prirodzené, a € S) ma prave
jedno rieSenic x, mozno pre Tubovolné kladné racionalne ¢islo m = p/q (kde p, ¢

atox=ua

su prirodzené ¢isla) definovat a" = Yar. Opravnenost tejto definicie vyplyva zo
vztahu (4) v z vety 1. Z vety | dalej lahko vyplyva platnost vztahov (A), (B), (C)
pre TubovoIné kladné racionalne Cisla m, n. Jednoznalnost spdsobu definovania
mocnin vyplyva z toho, Ze prvok a”? musi vyhovovaf rovnici x? = a”, ktord podla
predpokladu ma jediné rieienie x € S.

Poznamky. 1. O Strukture pologrup, skumanych vo vete 2, hovori — vo vie-
obecnejSom pripade — veta 3.

2. Je zrejmé, Ze ak v pologrupe st definované mocniny s kladnym racionalnym
exponentom, pre prirodzené &isla m sa tieto zhoduji s obyCajnymi mocninami.

MHv pripade grupy ide teda o Gplné R-grupy [5]. CiZze o D -grupy [6], kde o je mnoZina vietkych
prvocisel.
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§ 3. MOCNINY S EXPONENTOM Z QUASIOKRUHU

Nase tvahy teraz zov§eobecnime eSte na §irSie obory exponentov. Najprv zavedieme
pojem quasiokruhu.

Definicia 2. Quasiokruhom nazyvame mnoZinu Q uzavreti vzhladom na dve
bindrne asociativne operacie (+,.), spojené pravym distributivnym zakonom
(m+n).p=m.p+n.p (mnpeQ), s lavou jednotkou 1€ Q pri nasobeni
(t. j. 1. m = m pre kazdé m e Q).

Poznamky. l. Operacie v quasiokruhu oznacujeme znakmi +, ., zatial ¢o naso-
benie prvkov v pologrupe osobitne nevyznacujeme.

2. V definicii quasiokruhu nepredpoklada sa ani komutativnost operacii, ani
platnost lavého distributivneho zakona m.(n + p) = m.n + m. p, ani existencia
pravej jednotky.

3. Zrejme Tubovolny (asociativny) okruh s jednotkou je quasiokruhom.

Definicia 3. Budeme hovorit, Ze v pologrupe S mozno definovat mocniny s expo-
nentom z quasiokruhu Q, ak mozZzno Tubovolnym prvkom ae S, me Q priradit
isty prvok pologrupy S, ktory oznaCujeme znakom a", tak, aby pre Tubovolné
aeS.me Q, ne Q platilo (A), (B), (). (Znak 1 v (A) tu treba chapaf vo vyzname
Tavej jednotky quasiokruhu.)

Poznamky. 1. Je zrejmé, 7e z (B), (C) mozno indukciou odvodif pravidla

mytmy+ ..+ my my _m ny ’
a™ f=a"a"...a™, (B")

am] L (U (”.((a?-"k)”'k«1).._)’"" (C/)

platné pre Tubovolné prirodzené k, ae S, my, m,, ..., m, € Q.
2. Priradenic a — a™ (priCom a prebicha S) pri pevnom m € Q je operatorom na
pologrupe S. Priradenie m — a™ (pri¢om m prebicha Q) pri pevnom a€ S je ho-
momorfnym zobrazenim aditivnej pologrupy @+ quasiokruhu Q do pologrupy S.
Mocniny v pologrupe mozno preto chapat aj ako Specialnu triedu operatorov na .S
alebo ako $pecialnu triedu homomorfizmov z Q% do S.

3. Macniny s exponentom z quasiokruhu mézeme povazovat za zovSeobecnenie
nasobenia prvkov modulu (lincarneho priestoru) prvkami (asociativheho) okruhu
s jednotkou (pozri napr. [2], str.236). Staci aditivihu grupu linearneho priestoru
nahradif multiplikativne pisanou pologrupou, okruh quasiokruhom a nasobky prvkov
modulu ich mocninami. Aby vSak tato analdgia bola zretelnej$ia, museli by sme pre
mocninu pozadovaf eSte splnenie dalSicho zakona

(ab)" = a"b™, (D)

To vy vSak — vo vSeobecnom pripade — bolo pre nase téely nevhodné, kedZe
zakon (D) neplati ani v pomerne jednoduchych pripadoch (napr. pre mocniny s pri-
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rodzenym exponentom v nekomutativnych grupach). Je zrejmé, 7¢ v komutativnej
pologrupe pre mocniny s prirodzenym exponentom plati (D). Ak v ncjakej pologrupe
S, v ktorej pre mocniny s prirodzenym exponentom plati (D), st definované mocniny
s kladnym racionalnym cxponentom, musi aj pre ticto mocniny — ako sa Tahko
dokaze — platit (D).

4. Analogicky mozeme skumaf, za akych predpokladov platia pre mocniny iné
zakony, napr.

2

= = e (E)
Q" =a"., mEn->a-=a, (F)
am = b" >a = b. (G)

Je zrejmé, Ze mocniny s prirodzenym exponentom a mocniny s kladnym raciondlnym
exponentom vzdy splinuj (E). Lahko sa zisti. z¢ aj mocniny. ktoré budeme rozoberat
vo vetach 3,4 a 5, spliiuju zadkon (E). Naproti tomu zakony (F) a (G) vo vScobecnosti
neplatia ani pre mocniny s prirodzenym exponentom.

5. Ako sme uZ spomenuli, mdeniny s prirodzenym exponentom a mocniny s klad-
nym racionalnym exponentom (pokial st definované) su definované jednoznacne.
Vo vseobecnom pripade v dancj pologrupe mdze existovat aj viac druhov mocnin
s exponentami z toho istého quasiokruhu. Ako priklad uvedme multiplikativnu polo-
grupu S komplexnych ¢&isel a quasiokruh Q = {0. 1,2, ...}. MoZno dcfinovat bud

x° = 1 pre vietky x € S (ako ostatne v kazdej pologrupe s jednotkou). bud x° = |
pre x 0 a 0° = 0. (V obidvoch pripadoch, samozrejme, mocniny s prirodzenym

exponentom definujeme obvyklym spdsobom.) Viimnime si, 7e¢ v prvom pripade
neplati (E), v druhom pripade plati.

Priklad. Nech Q je Tubovolny quasiokruh. Zostrojime pologrupu Sy(/), v ktorej
mozno definovat mocniny s exponentom z Q. Nech S je Tubovolna pologrupa. ktorej
kazdy prvok je idempotent, nech 7 je obojstranny ideal pologrupy S (priptstame aj
pripad 1 = 0)). Utvorme pologrupu Sy(/), ktorej prvkami st vsetky dvojice (x. n),
kde x € S, ne Q. Dve takéto dvojice (x,, n,), (x,, n,) povaZzujeme za rovnaké prave
vtedy, ked plati x; = x, a okrem toho bud n, = n,, bud x, € I. Nasobenie prvkov
So(I (presnejSie povedané, tried navzajom rovnajicich sa prvkov) definujeme
pravidlom

(xy.ny) (xy, my) = (x1x5, 0y + ny).

Jednoznacnost nasobenia vyplyva z toho, Ze I je obojstranny ideal. Lahko zistime,
Ze dostavame pologrupu, v ktorej mozZno definoval mocniny s exponentom z Q
takto:

(a, n)" = (a, m . n).

Pri pevnom x € S mnozZina vSetkych (r6znych) prvkov (x, n), kde n € Q, tvori polo-
grupu. Tato pologrupa sa skladd z jedného idempotentu prave vtedy, ked xel.

140



Lema 1. Ak pologrupa S je mnoZinovym suctom navzcjom disjunktnych pologrip,
= ktorveh kazda bud sa sklada z jediného idempotentu, alebo je izomorfnd aditivnej
pologrupe quasiokruhu Q, v S moZno definovat mocniny s exponentom z Q.

Dokaz. Nech ae S. Ak a je idempotent, definuyyme @™ = a pre vsetky me Q.
Ak a patri do niektorej pologrupy (oznac¢me ju S,), izomorfnej aditivnej pologrupe
Q% quasiokruhu @, pricom pri izomorfizme f prvku me Q@+ zodpoveda prvok
f(m) e S, definujme pre kazdé me Q: a™ = flm . f~ '(a)]. (Znakom f~ ! oznadujeme
zobrazenie inverzné k zobrazeniu f.) Zrejme v obidvoch pripadoch su splnené pravidia
(A), (B), (C) pre Tubovolné ae S, me Q, ne Q, takze v S st definované mocniny
s exponentom z Q.

Poznamky. 1. Podmienka v leme 1 vo vicobecnosti nie je nutna na to, aby v polo-
grupe S bolo mozZné definovat mocniny s exponentom z Q. V dalSom (veta 3) uka-
Zzeme nutnost uvedenej podmienky, ak Q je quasiokruhom vytvorenym kladnymi
prvkami telesa, ktorého vsetky prvky sa realne Cisla.

2. Metodou z dokazu lemy | mozno definovat napr. mocniny nezapornych cisel
s kladnym exponentom, ak st definované mocniny ¢isla e s kladnym exponentom
(a teda aj prirodzené logaritmy ¢isel vicsich nez 1). Prislusny rozklad multiplikativne;j
pologrupy S = <0, o0) je pritom S = {0} U {1} U (0, 1) U (1, ™).

3. Na multiplikativnej pologrupe &isel { — 1, 1} (a teda ani na ,,$irSich* pologrupéch,
napr. na mnozine vSetkych celych, racionalnych, realnych, komplexnych dcisel)
nemozno podla vety 2 definovat mocniny s kladnym racionadlnym exponentom
(a teda ani s exponentom zo $irsich oborov), pretoze rovnica x* = | ma dve rieSenia
+ 1. Poznamenajme, e symboly a’, ktoré sa oby&ajne definuju pre TubovoIné kom-
plexné &isla a 4= 0, b (pozri napr. [3], str. 563) nepredstavuji mocniny v nasom
zmysle, pretoZe v tomto pripade nie je splnené (C).

§4. MOCNINY S KLADNYM EXPONENTOM

Nech je dané podteleso telesa vSetkych realnych cisel. Oznaéme znakom K quasi-
okruh vytvoreny mnoZinou vsetkych kladnych &isel z tohto podtelesa. Ukazeme, za
akych predpokladov moéze K sluzit ako obor exponentov mocnin pre danu polo-
grupu S.

Veta 3. Nutnd a postacujiica podmienka pre to, aby v pologrupe S bolo mozné
definovat mocniny s exponentom z K, je, aby S bola zjednotenim navzdjom disjunktnych
pologrup, z ktorych kaZdd pozostdva z jediného — idempotentného — proku alebo je
izomorfnd aditivnej pologrupe quasiokruhu K.

Dokaz. Postacujuca podmienka vyplyva z lemy 1. Dokazme nutnt podmienku!
Nech st na S definované mocniny s exponentom z K. Definujme na S relaciu R
takto: aRb prave vtedy, ked ae S, be S a existuje k € K tak, 7e a* = b. Relacia R
je ekvivalencia, definuje rozklad pologrupy S na triedy. Kazda z tychto tried pozostava
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zo vietkych mocnin a@* pevne zvoleného prvku a € S, priCom k prebicha mnoZzinu K.
Ak pre kazdé me K, ne K, m + n plati a" # a", je {a"},cx pologrupa izomorfna
aditivnej pologrupe quasiokruhu K. Ak vSak existuju me K, ne K také, 7ze m + n,
ale a" = a", dokaZeme, 7e pre [ubovolné r € K, s € K plati " = 4°, teda uvazovana
trieda sa sklada z jediného — idempotentného — prvku. Bez ujmy na vSeobecnosti
moézeme predpokladat, Zze m > n, r > 5. KedZze m > n > 0, je

lim - = oo,
u—>o N

takZe existuje prirodzené &islo w = w(r, 5) také, Ze

Z rovnosti @" = a" indukciou vyplyva a™ = a™ pre victky prirodzené &isla u (a teda
aj pre u = w). Preto

r—s s.mW—r.nW r—s s.m™—r. nw
- T mw LT J L S
= qm>~—nvw mw—nw mEymw —nw mw—nw
a =da =\a a
r—s s.m™—r. nwW r—s w s.mW—r. nw
MY ST i S Wl T s
— (a )m nv g mv¥-n = qm n mw-—n =a’.

KedZe za naSich predpokladov vsetky prave uvedené mocniny maji zmysel (ich
exponenty patria do K), dokaz je vykonany.
Zrejme plati:

Dosledok 1. V konecnej pologrupe S mozno definovat mocniny s exponentom z K
vtedy a len viedy, ked kazdy prvok pologrupy S je idempotent. V tomto pripade moZno
definovat tieto mocniny jedinym spésobom: pre kaidé ae S, ke K poloZit d* = a.

Poznamky. . Pre mocniny s exponentom z K zrejme platia zakony (E), (F), (G).
2. Ako specidlne pripady veta 3 riesi otdzku moznosti zavedenia mocnin s racio-
nalnym kladnym resp. realnym kladnym exponentom.

§5. MOCNINY S CELYM EXPONENTOM A S EXPONENTOM
Z TELESA ’

Veta 4. Nutnd a postacujica podmienka pre to, aby sa v pologrupe S dali definovat
mocniny s celym exponentom, je, aby S bola zjednotenim (navzdjom disjunktnych)
grip. Ak mozno v pologrupe S definovat mocniny s celym exponentom, su tieto mocniny
Jjednoznacne urcené.

Dokaz. Postacujica podmienka je zrejma z toho, Ze v kazdej grupe mozno defi-
novat mocniny s celym exponentom. Nutna podmienka vyplyva z toho, 7e ak v polo-

grupe S mozno definovat mocniny s celym exponentom, tak S je uplne regularnou
pologrupou v Lapinovom [1] zmysle ¢iZe pologrupou s relativne inverznymi prvkami

142



v Cliffordovom [4] zmysle, takZe je zjednotenim (navzajom disjunktnych) grip..
Dokazme este jednoznacnost mocnin. Prirodzené mocniny s jednoznacne urcené.
a’ je obojstrannou jednotkou prvku a € S, preto je podla lemy 1.2 prace [4] jedno-
znalne uréena. Prvky {...,a % a~', a° a, @*, ...} tvoria grupu (oznalme ju G,).
Grupe G, zodpoveda podla [1], str. 139, jednoznagne uréenid maximalna grupa G,
obsahujtica grupu G,. Prvok a~ ' musi byt preto obsiahnuty v G,, a ked%e je inverznym
prvkom k prvku a, je jednozna¢ne urceny. Jednoznacnost ostatnych celych mocnin je
zrejma.

Veta 5. Nutnd a postacujiica podmienka na to, aby v pologrupe S bolo mozné defi-
novat mocniny s exponentom z komutativneho telesa T, je, aby pologrupa S bola zjed-
notenim navzdjom disjunktnych grip, s ktorych kaida bud md jediny prvok, bud je
zjednotenim podgrup izomorfaych aditivnej grupe telesa T takych, Ze [ubovolné dve
rézne z tychto podgrup maji spolocnv jediny prvok (jednotku grupy).

Dokaz. I. Postacujlica podmienka. Ak polcgrupa § ma pozadovany tvar, moZno
v nej definovat mocniny s exponentom z T analogicky ako v dokaze lemy 1. Ak
nicktory prvok @ € S patri do viacerych grup izomorfnych aditivnej grupe telesa 7,
nezaleZi na tom, ktort z nich pouZijeme pre definiciu mocnin prvku a € S, pretoZe
vtedy a musi byt idempotentom a podla predpisu z dékazu lemy | dostavame pre
Tubovolné me T:

a" = flm.f~ (@) = f(m.0) = f(0) = a,

tekZe definicia mocniny je jednoznacna. Vlastnosti (A), (B), (C) su zrejme splnené.
1. Nutna podmicnka. Nech v pologrupe S moZno definovat mocniny s exponentom
z T. Nech ae S. St dve moZnosti. Bud pre kazdé e T plati ¢ = a, bud existuje
te T tak, Ze a' + a. Dokazme, Z¢ v druhom pripade réznym prvkom m, n telesa T
zodpovedaji rézne mocniny a”. a". Keby totiz platilo @™ = a”, bolo by

1-t m+t.m—n 1—-t t.m—n 1-t t.m—n 1-t +t.
R, s DT R .
a = qmn-n m—-n — (a"’)m*na m-n — (a")m-na m-n — gm—n

-n

Tm—n t

m-—n —
= a’

teda a = d', ¢o jc spor. PovS§imnime si, Z¢ v obidvoch pripadoch sthrn vietkych
mocnin @ (1€ T) prvku a € S tvori podgrupu pologrupy S. V prvom pripade je to
jednoprvkova grupa, v druhom grupa izomorfné aditivnej grupe telesa 7. Pologrupa S
je zjednotenim grip, a preto podla [i], str. 139, je zjednotenim navzajom disjunktnych
maximalnych grip. Ak kazda maximéina grupa pozostava z jediného prvku, sme
s dokazom hotovi. Ak existuji maximéalne grupy s viac neZ jednym prvkom, musia
podla predosléhe byt zjednoteniin podgrup izomorfinych aditivnej grupe telesa T.
Dve TubovolIné z tychto podgrup (vytvorené, povedzme, mocninami prvkov a € S,
b€ S), obsiahnuté v tej istej maximalnej grupe, maja, samozrejme, spoloény jed-
notkovy prvok. DokaZeme eSte, Ze ak by mali spolo¢ny este dalsi prvok c € S, mali
by spolocné vsetky prvky. V tomto pripade by totiZ museli existovat prvky ie 7,
jeT (i+0, j+0) tak, 7¢ ¢ = a' = b’. Potom [ubovolni mocninu a* (xe T)
mozno vyjadrif ako mocninu prvku b, lebo
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af = g i = (ai)x/i — (bj)x/i___ b'x.j)/i’

a analogicky, kazdi mocninu prvku b mozno vyjadrif ako mocninu prvku a. Preto
fubovoIné dve rézne z uvazovanych podgrip mézu mat len jediny prvok spolo¢ny,
¢im je veta dokazana.

Priklad. V pologrupe D. danej tabulkou

labedef

alaaaaaa

b\aea’cbb

ciadebcc
d,acbedd
cilabcecdee
flabedef

mozno definovat mocniny s exponentom z dvojprvkového telesa {0, 1}. Pozadovany
rozklad na grupy je :
S =la}u b, c,d e} lf}

pricom grupa {b, ¢, d, ¢} sa rozklada na podgrupy izomorfné aditivnej grupe telesa
{0.1}:
{b,c.d, e} = {e,b} U {e, c} U le d}.

Uvedend metdda nam dava tieto hodnoty:

x abcdef
x* aeeeef
xtiabcdef

Poznamka. Mocniny s exponentom z telesa spliiuja (E), (F), zatial ¢o nemusia
spliovat (G), ako vidno z predoslého prikladu (b” = ¢°, hoci b =+ c¢).
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OBIIUE CTEIIEHMU B INOJIYIPYIIIIAX
KO pait Bocak
Pe3rome

KBa31KOIBIOM Mbl Ha3bIBa€M MHOXECTBO Q, B KOTOPOM 3aaHbl [IBE OMHAPHBIX aJIrebpanyeckux
aCCOLMATHUBHBIX onepauuu (-~ ,.), CBA3AHHbIX MEXAy CODOI MpaBbIM AUCTPUOYTHBHLIM 3aKOHOM
(m-A-n)y.p=m.p+ n.p@n,n peQ),cnesoit enunnueit 1 € Q nns ymHoxeHusi (T.e. 1.m = m
ISt BCAKOro m € Q).

Mpel FOBOPMM, YTO B MOJIYTPYIINE S MOXKHO ONPEAECSINTL CTENEHU C IKCMTOHEHTOM U3 KBA3UKOJIbLIA
Q, €C/M NPOU3BOIBHBIM 3JIEMEHTaM a € S, m € 0 MOXHO CONOCTABUTh HEKOTOPBIM 3JIEMEHT MOJ1y-

rpynnsl S (KOTOpbi Mbl 0GO3HAYaEM CUMBOJIOM a™) TaK, YyToObI ajs BceXx a €S, meQ, n €Q
HMEJIO MeCTO

al = a, (A)
A = aman’ (B)
a™" = ("™ )

B crathe nokazaHo: HeobGxoaumoe M 1OCTATOYHOE YCIIOBME IUIsi TOrO, YTOOBI B MmoJjyrpynne S
MOXHO ObLJIO ONpeAe/uTh CTENEHM. ..

l. ... C MOJOXUTENbHLIM palMOHAJIbHBIM 3KCIMOHEHTOM, CJieaytroluee: s MPOU3BOJIBHOIO
HATYpaJiIbHOroO 4yucia k w nast NMPOU3BOJILHOTO a € S CyuieCTBYET OOMH U TOJIBKO OOUH TaxkoM ane-

k k /.
MEHT x € S, 4TO X" = a (ITOT IEMEHT Mbl O0O3HAYaeM Yepe3 X = \/a; U3YYAIOTCA HEKOTOpble
CBOWMCTBA TAaKMX ,,KOpHEH'");

2. ... C IKCITOHEHTOM W3 MOJIOKUTENILHOM YacT K 4MCIOBOro moJisi, ciaeayroiee: S siBAsSeTCs
(TEOPETUKO-MHOXKECTBEHHbIM) OObEAMHEHUEM TIOMAPHO HEMNEPECeKaIOIMXCsl [TOJIY TPy, U3 KOTOPbIX
KaX/asi COCTOMT W3 OAHOTO ueMeHTa Wik u30MopdHA aAdMTUBHON Monyrpymrne kBa3ukonbua K;

3. ... C LeAbIM IKCMOHEHTOM, ciieaytoulee: S sABaseTcs 0ObeArHEHHeM (MOMapHO Herepecekaro-
LLIMXCs1) TPy,

4. ... ¢ 3kcnoHeHTOM M3 noasa T, cienywouwee: S sBiseTcs oObeauHeHuem (MONApHO Hemepe-
CEKAIOLLIMXCSA) TPy, Kaxaash U3 KOTOPLIX MO0 COCTOMT U3 OQHOTO 3JIEMEHTA JIMGO sBIIsieTCs 0O0b-
€IMHEHUEM TIOArPYIi, U3OMOP(HBIX ANOUTUBHON rpymne nojs 7, TaKux, YTO NMPOU3BOJIbLHbIE NBE

W3 3THX MOArPYNM, OT/IMYHBbIE NPYr OT APYra, UMEIOT TOJILKO OOMH OO 3JeMEHT (EOUHMILY
rpynibi).

GENERAL POWERS IN SEMIGROUPS
Juraj Bosak
Summary

By a quasiring we understand a set Q with two binary algebraic associative operations (4, .),
connected by the right distributive law (m +n).p = m.p + n.p (m, n, p € Q), containing a left-
identity 1 € Q for the multiplication (that is, 1. m == m for all me Q).

We shall speak that in the semigroup S it is possible to define the powers with exponent taken from
a quasiring Q, if it is possible to any a € S, m € Q to associate an element (denoted by the symbol a™)
of the semigroup S so that for arbitrary a € S, m € Q, n € Q it holds:

~ [=4
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a' = a, (A)
m.-n — aman, (B)

amn = (a")". ©)

a

It is proved in the paper: Necessary and sufficient condition for that in the semigroup .S be possible
to define the powers...

1. ...with positive rational exponent, is: for any positive integer k and for any a € S exactly one
element x € S exists for which x¥ = a (this element we denote by the symbol x = ’{/;, there are
investigated some properties of these ,,roots*);

2. ...with exponent from positive part K of number field, is: S is the (set-theoretical) union of
pairwise disjoint semigroups, each of them either consists of one element or is isomorphic with the
additive semigroup of the quasiring K;

3. ...with integer exponent, is: S is the union of (pairwise disjoint) groups;

4. ...with exponent from the field 7, is: S is the union of (pairwise disjoint) groups, cach of them
either consists of one element or is the union of subgroups isomorphic with the additive group of

the field T such that any two different from these subgroups have exactly one common element
{the identity of the group).
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