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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, 13, 2, 1963 

VŠEOBECNÉ M O C N I N Y V P O L O G R U P Á C H 

JURAJ BOSÁK, Bratislava 

§ 1. ÚVOD 

Je dobré známe, že v lubovolnej pologrupe S možno definovat' mocniny s pri~ 
rodzeným exponentom. Presnejšie povedané, je možné lubovolnému ae S a lubo-
volnému prirodzenému číslu m priradiť istý prvok pologrupy S, ktorý označujeme 
znakom ď\ pričom pre Iubovolné a e S a pre iubovolné prirodzené čísla m, n 
platí: 

a1 = a, (A) 
am + n = Í / V \ (B) 

Je zřejmé, že existuje vždy právě jedno priradenie uvedených vlastností. Možno 
ho definovat' rekurentně: a1 = a, am+1 = ama pre Iubovolné aeS a Iubovolné 
prirodzené číslo w. V ďalšom předpokládáme, že v uvažovaných pologrupách sú 
definované mocniny s prirodzeným exponentom. 

Vynára sa otázka, za akých predpokladov možno prirodzené exponenty nahradiť 
exponentami z inej danej množiny, na ktorej sú definované dve binárně operácie, 
sčítanie ( + ) a násobenie (.). V práci uvádzame podmienky pre to, aby bolo možné 
v danej pologrupe definovať mocniny s exponentom vzatým z takejto množiny. 
Získané výsledky nám umožnia do istej miery poznať strukturu takýchto pologrúp 
v najdoležitejších prípadoch. 

Našu prácu začneme prípadom kladných racionálnych exponentov, ktoré vedu 
k zavedeniu odmocňovania prvkov v pologrupách. Je pochopitelné, že niektoré 
úvahy budu obdobné úvahám pri zavádzaní odmocnin a kladných racionálnych 
mocnin z nezáporných reálných čísel z elementárnej matematiky. 

Poznamenajme ešte, že v případe mocnin s prirodzeným exponentom je (C) 
dósledkom (A) a (B). Vo všeobecnom případe, ako sa dá lahko ukázať, sú vlastnosti 
(A), (B), (C) nezávislé. 

§2. MOCNINY S K L A D N Ý M RACIONÁLNYM EXPONENTOM 

Veta 1. Nech je daná pologrupa S taká, že rovnica xn = a má pre každé ae S 
a pre každé prirodzené číslo n najviac jedno riešenie x. Označme toto riešenie (pokiat 
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existuje) znakom \ja. Potom platí pre lubovolné a e S a pre lubovolné prirodzené 
čísla m, n, p (vždy, ked sú příslušné symboly definované) : 

V a" = a, (1) 

(Vary = Vcř7*, (2) 
V"Ja = '^a, (3) 
- ^ ' o = VcŤ. (4) 

D o k a ž vyplývá bezprostředné z definícií příslušných symbolov. 

P o z n á m k a . Prvá rovnosť vo vete 1 platí vždy, pri druhej stačí predpokladať, 
že \ am je definovaná, pri tretej a štvrtej stačí predpokladať, že aspoň jedna zo stráň 
rovnosti je definovaná. 

Definícia 1. Budeme hovoriť, že v pologrupe S možno definovať mocniny s kladným 
racionálnym exponentom, ak možno lubovolnému a e S a lubovolnému kladnému 
racionálnemu číslu m = p/q príiadiť istý prvok pologrupy 5*, ktorý označujeme 
znakom am = ap!q, tak, aby pre lubovolné a e S a pre Tubovoíné kladné racionálně 
čísla nu n platilo (A), (B), (C). 

Veta 2. Nutná a postačujúca podmienka pre to, aby v pologrupe S bolo možné defi­
novat mocniny s kladným racionálnym exponentom, je: K lubovolnému prirodzené mu 
číslu k a k ílibovolnému aeS existuje právě jeden prvok xeS taký, že xk = a.(l) 
Ak je uvedená podmienka splněná, možno v pologrupe S definovat' mocniny s kladným 
racionálnym exponentom jediným spósobom. 

Dokaž. Ak v pologrupe S možno definovať mocniny s kladným racionálnym 
exponentom, tak rovnica xk = a má vzhladom na (C) a (A) právě jedno riešenie, 
a to x = aí/k. Obrátene, ak každá rovnica xk = a (k prirodzené, a e S) má právě 
jedno riešenie x, možno pre lubovolné kladné racionálně číslo m = p/q (kde /;, q 
sú prirodzené čísla) definovať am = v ď. Oprávněnost tejto definície vyplývá zo 
vztahu (4) v z vety 1. Z vety 1 dalej lahko vyplývá platnost' vzťahov (A), (B), (C) 
pre lubovolné kladné racionálně čísla m, n. Jednoznačnost' spósobu definovania 
mocnin vyplývá z toho, že prvok aplq musí vyhovovat' rovnici xq = ap, ktorá podlá 
předpokladu má jediné riešenie x e S. 

Poznámky. 1. O struktuře pologrúp, skúmaných vo vete 2, hovoří — vo vše-
obecnejšom případe — veta 3. 

2. Je zřejmé, že ak v pologrupe sú definované mocniny s kladným racionálnym 
exponentom, pre prirodzené čísla m sa tieto zhodujú s obyčajnými mocninami. 

i1) V případe grupy ide teda o úplné R-grupy [5], čiže o D0J-grupy [6], kde <u je množina všetkých 
prvočísel. 
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§3. MOCNINY S EXPONENTOM Z Q U A S I O K R U H U 

Naše úvahy teraz zovšeobecníme ešte na širšie obory exponentov. Najprv zavedieme 
pojem quasiokruhu. 

Definícia 2. Quasiokruhom nazýváme množinu Q uzavretú vzhladom na dve 
binárně asociativně operácie ( + , . ) , spojené pravým distributívnym zákonom 
(m + n).p = m.p + n.p (m, n, p e Q), s tavou jednotkou 1 e Q pri násobení 
(t. j . \.m = m pre každé m e Q). 

P o z n á m k y . 1. Operácie v quasiokruhu označujeme znakmi + , ., zatial čo náso-
benie prvkov v pologrupe osobitne nevyznačujeme. 

2. V definícii quasiokruhu nepředpokládá sa ani komutatívnosť operácií, ani 
platnosť lavého distributívneho zákona m . (n + p) = m . n + m . /?, ani existencia 
právej jednotky. 

3. Zrcjme lubovolný (asociatívny) okruh s jednotkou je quasiokruhom. 

Definícia 3. Budeme hovoriť, že v pologrupe S možno definovat' mocniny s expo-
nentom z quasiokruhu Q, ak možno lubovoíným prvkom a e S, me Q priradiť 
islý prvok pologrupy 5, ktorý označujeme znakom am, tak, aby pre lubovolné 
a e S, m e Q, n e Q platilo (A), (B), (C). (Znak 1 v (A) tu třeba chápať vo význame 
lávej jednotky quasiokruhu.) 

Poznámky . 1. Je zřejmé, že z (B), (C) možno indukciou odvodiť pravidla 

aml+m2 + ... + ,nkz= flmlfl,2^,^ ^ 

Q m i . m : ... "»< = (^.((a^)'»^>)...)m\ ( C ) 

platné pre lubovolné prirodzené k, a e S, m{, m2, ..., mk e Q. 

2. Priradenie a -> am (pričom a prebieha S) pri pevnom m e Q je operátorom na 
pologrupe S. Priradenie m -> ď1 (pričom m prebieha Q) pri pevnom a e S je ho-
momorfným zobrazením aditívnej pologrupy Q+ quasiokruhu Q do pologrupy S. 
Mocniny v pologrupe možno preto chápať aj ako špeciálnu triedu operátorov na S 
alebo ako špeciálnu triedu homomorfizmov z Q+ do S. 

3. Mocniny s exponentom z quasiokruhu móžeme považovať za zovšeobecnenie 
násobenia prvkov modulu (lineárneho priestoru) prvkami (asociatívneho) okruhu 
s jednotkou (pozři napr. [2], str. 236). Stačí aditívnu grupu lineárneho priestoru 
nahradiť multiplikativně písanou pologrupou, okruh quasiokruhom a násobky prvkov 
modulu ich mocninami. Aby však táto analógia bola zretelnejšia, museli by sme pre 
mocninu požadovat' ešte splnenie ďalšieho zákona 

(ab)m = ambm. (D) 

To by však — vo všeobecnom případe — bolo pre naše účely nevhodné, keďže 
zákon (D) neplatí ani v poměrné jednoduchých prípadoch (napr. pre mocniny s pri-
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rodzeným exponentom v nekomutatívnych grupách). Je zřejmé, že v komutatívnej 
pologrupe pre mocniny s prirodzenym exponentom platí (D). Akv ncjakej pologrupe 
S\ v ktorej pre mocniny s prirodzenym exponentom platí (D), sú definované mocniny 
s kladným racionálnym exponentom, musí aj pre tieto mocniny — ako sa lahko 
dokáže — platit" (D). 

4. Analogicky móžeme skúmať, za akých predpokladov platia pre mocniny iné 
zákony, napr. 

e2 = e - > em = c\ (E) 

am = ď\ m + n-->a = a2, (F) 

am = bm -> a = b. (G) 

Je zřejmé, že mocniny s prirodzenym exponentom a mocniny s kladným racionálnym 
exponentom vždy splňujú (E). Eahko sa zistí. že aj mocniny, ktoré budeme rozoberať 
v o větách 3,4 a 5, splňujú zákon (E). Naproti tomu zákony (F) a (G) vo všeobecnosti 
neplatia ani pre mocniny s prirodzenym exponentom. 

5. Ako sme už spomenuli, mocniny s prirodzenym exponentom a mocniny s klad­
ným racionálnym exponentom (pokial sú definované) sú definované jednoznačné. 
Vo všeobecnom případe v danej pologrupe móže existovať aj viac druhov mocnin 
s exponentami z toho istého quasiokruhu. Ako příklad uveďme multiplikatívnu polo-
grupu 5 komplexných čísel a quasiokruh Q = {0, 1,2, ...}. Možno definovať buď 
.\'c = 1 pre všetky x e S (ako ostatně v každej pologrupe s jednotkou), buď x° = 1 
pre x 4= 0 a 0° = 0. (V obidvoch prípadoch, samozřejmé, mocniny s prirodzenym 
exponentom definujeme obvyklým spósobom.) Vsimnime si, že v prvom případe 
neplatí (E), v druhom případe platí. 

Př íklad. Nech Q je lubovolný quasiokruh. Zostrojíme pologrupu SC)(I), v ktorej 
možno definovať mocniny s exponentom z O. Nech S je íubovolná pologrupa, ktorej 
každý prvok je idempotent, nech / je obojstranný ideál pologrupy S (pripúšťame aj 
případ I = 0). Utvořme pologrupu SQ(I), ktorej prvkami sú všetky dvojice (x, n), 
kde x e S, ne Q. Dve takéto dvojice (x{, nx), (x 2, n2) považujeme za rovnaké právě 
vtedy, keď platí xx = x2 a okrem toho buď nx = H2, buď xx e I. Násobenie prvkov 
SQ(I) (presnejšie povedané, tried navzájom rovnajúcich sa prvkov) definujeme 
pravidlom 

(xi,nl)(x2,n2) = (xlx2,n1 + n2). 

Jednoznačnost' násobenia vyplývá z toho, že I je obojstranný ideál. Cahko zistíme, 
že dostáváme pologrupu, v ktorej možno definovať mocniny s exponentom z Q 
takto: 

(a, n)m = (a, m . n). 

Pri pevnom x e S množina všetkých (róznych) prvkov (x, «), kde ne Q, tvoří polo­
grupu. Táto pologrupa sa skládá z jedného idempotentu právě vtedy, keď x e L 
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Lema 1. Ak pologrupa S je množinovým súčtom navzájom disjunktních pologrúp, 
z ktorých každá bud sa skládá z jediného idempotentu, alebo je izomorfná aditívnej 
pologrupe quasiokruhu Q, v S možno definovat' mocniny s exponentom z Q. 

D o k a ž . Mech a e S. Ak a je idempotent, definujme am = a pre všetky meQ. 
Ak a patří do niektorej pologrupy (označme ju Sa), izomorfnej aditívnej pologrupe 
Q+ quasiokruhu Q, pričom pri izomorfizme f prvku m e Q+ zodpovedá prvok 
f(m) e Sa, definujme pre každé m e Q: cT = f[m . f~ l(a)]. (Znakomf~ 1 označujeme 
zobrazenie inverzně k zobrazeniu/) Zrejme v obidvoch prípadoch sú splněné pravidla 
(A), (B), (C) pre lubovoíné ae S, m e Q, ne Q, takže v S sú definované mocniny 
s exponentom z Q. 

Poznámky. 1. Podmienka v leme 1 vo všeobecnosti nie je nutná na to, aby v polo­
grupe S bolo možné definovat' mocniny s exponentom z O. V ďalšom (veta 3) uká­
žeme nutnosť uvedenej podmienky, ak Q je quasiokruhom vytvořeným kladnými 
prvkami tělesa, ktorého všetky prvky sú reálné čísla. 

2. Metodou z dókazu lemy 1 možno definovat' napr. mocniny nezáporných čísel 
s kladným exponentom, ak sú definované mocniny čísla e s kladným exponentom 
(a teda aj prirodzené logaritmy čísel váčších než 1). Příslušný rozklad multiplikatívnej 
pologrupy S = <0, oo) je přitom S = {0} u {1} u (0, 1) u (1, oo). 

3. Na multiplikatívnej pologrupe čísel { — 1, 1} (a teda ani na,,širších" pologrupách, 
napr. na množině všetkých celých, racionálnych, reálných, komplexných čísel) 
nemožno podía vety 2 definovať mocniny s kladným racionálnym exponentom 
(a teda ani s exponentom zo širších oborov), pretože rovnica .v2 = 1 má dve riešenia 
± 1. Poznamenajme, že symboly ab, ktoré sa obyčajne definujú pre lubovoíné kom­
plexně čísla a 4= 0, b (pozři napr. [3], str. 563) nepredstavujú mocniny v našom 
zmysle, pretože v tomto případe nie je splněné (C). 

§4. MOCNINY S KLADNÝM EXPONENTOM 

Nech je dané podteleso tělesa všetkých reálných čísel. Označme znakom K quasi-
okruh vytvořený množinou všetkých kladných čísel z tohto podtelesa. Ukážeme, za 
akých predpokladov móže K slúžiť ako obor exponentov mocnin pre danú polo-
grupu S. 

Veta 3. Nutná a postačujúca podmienka pre to, aby v pologrupe S bolo možné 
definovať mocniny s exponentom z K, je, aby S bola zjednotením navzájom disjunktných 
pologrúp, z ktorých každá pozostáva z jediného — idempotentného — prvku alebo je 
izomorfná aditívnej pologrupe quasiokruhu K. 

Do kaz. Postačujúca podmienka vyplývá z lemy 1. Dokažme nutnú podmienku! 
Nech sú na S definované mocniny s exponentom z K. Definujme na S reláciu R 

takto: aRb právě vtedy, keď a e S, b e S a existuje k e K tak, že ak = b. Relácia R 
je ekvivalencia, definuje rozklad pologrupy S na triedy. Každá z týchto tried pozostáva 

141 



zo všetkých mocnin ak pevné zvoleného prvku a e S, pričom k prebieha množinu K 
Ak pre každé me K, n e K, m =t= n platí am =(= a", je {ak}keK pologrupa izomorfná 
aditívnej pologrupe quasiokruhu K. Ak však existujú me K, ne K také, že m # «, 
ale am = a", dokážeme, že pre lubovoiné r e K, s e K platí ď = a9, teda uvažovaná 
trieda sa skládá z jediného — idempotentného — prvku. Bez ujmy na všeobecnosti 
móžeme předpokládat', že m > n, r > s. Keďže m > n > O, je 

lim — = oo, 
«->-oo n 

takže existuje prirodzené číslo w = w(i\ s) také, že 

trív r 

Z rovnosti am = an indukciou vyplývá am" = anU pre všetky prirodzené čísla u (a teda 
aj pre u = w). Preto 

s . n-iw — r.n" 
7ИW — n w Яr == ű ' » w - » w " "mw-и~w~ = ( a ^ v v ) ш w - n w д 

r —s s . w w — r.nw r — s s.mw — r.n" 
. n w + — t/7'1 )j ,nw — n w /7 m w — n w — /j'ww — n w ' m w — n w -—- //s 

Keďže za našich predpokladov všetky právě uvedené mocniny majú zmysel (ich 
exponenty patria do K), dókaz je vykonaný. 

Zrejme platí: 

D ó s l e d o k l. V konečnejpologrupe S možno definovat mocniny s exponentom z K 
vtedy a len vtedy, ked každý prvok pologrupy S je idempotent. V tomto případe možno 
definovat' tieto mocniny jediným spósobom: pre každé ae S, keK položiť ak = a. 

Poznámky. 1. Pre mocniny s exponentom z K zrejme platia zákony (E), (F), (G). 
2. Ako speciálně případy veta 3 rieši otázku možnosti zavedenia mocnin s racio-

nálnym kladným resp. reálným kladným exponentom. 

§5. MOCNINY S CELÝM E X P O N E N T O M A S E X P O N E N T O M 
Z T E L E S A 

Veta 4. Nutná a postačujúca podmienka pre to, aby sa v pologrupe S dali definovat' 
mocniny s celým exponentom, je, aby S bola zjeclnoíením (navzájom disjunktných) 
grup. Ak možno v pologrupe S definovat' mocniny s celým exponentom, sú tieto mocniny 
jednoznačné určené. 

D ó k a z . Postačujúca podmienka je zřejmá z toho, že v každej grupě možno defi­
novat' mocniny s celým exponentom. Nutná podmienka vyplývá z toho, že ak v polo­
grupe S možno definovat' mocniny s celým exponentom, tak S je úplné regulárnou 
pologrupou v C a p i n o v o m [ l ] zmysle čiže pologrupou s relativné inverznými prvkami 
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v Cl i f fordovom [4] zmysle, takže je zjednotením (navzájom disjunktných) grup. 
Dokažme ešte jednoznačnost' mocnin. Prirodzené mocniny sú jednoznačné určené. 
a° je obojstrannou jednotkou prvku a e S, preto je podlá lemy 1.2 práce [4] jedno­
značné určená. Prvky {...,a~2, a~\ a°, a, a2, ...} tvoria grupu (označme ju Ga). 
Grupě Ga zodpovedá podlá [1], str. 139, jednoznačné určená maximálna grupa Ga 

obsahujúca grupu Ga. Prvok a ~í musí byť preto obsiahnutý v Ga, a keďže je inverzným 
prvkom k prvku a, je jednoznačné určený. Jednoznačnost' ostatných celých mocnin je 
zřejmá. 

Veta 5. Nutná a postačujúca podmienka na to, aby v pologrupe S bolo možné defi­
novat' mocniny s exponentom z komutatívneho tělesa T, je, aby pologrupa S bola zjed­
notením navzájom disjunktných grup, s ktorých každá bud má jediný prvok, bud je 
zjednotením podgrúp izomorfných aditívnej grupě tělesa T takých, že fubovofné dve 
rózne z týchto podgrúp majú spolocný jediný prvok (jednotku grupy). 

Dókaz. I. Postačujúca podmienka. Ak polegrupa S má požadovaný tvar, možno 
v nej definovat' mocniny s exponentom z T analogicky ako v dókaze lemy 1. Ak 
niektorý prvok a e S patří do viacerých grup izomorfných aditívnej grupě tělesa T, 
nezáleží na tom, ktorú z nich použijeme pre definíciu mocnin prvku a e S, pretože 
vtedy a musí byť idempoteniom a podía předpisu z dókazu lemy 1 dostáváme pre 
Tubo volné m e T: 

a"' = f[m . / - '(«)] = f(m . 0) = /(O) = a, 

takže definícia mocniny je jednoznačná. Vlastnosti (A), (B), (C) sú zrejme splněné. 
11. Nutná podmienka. Nech v pologrupe S možno definovat' mocniny s exponentom 

z F. Nech a e S. Sú dve možnosti. Buď pre každé t e T platí d = a, buď existuje 
t e T tak, že d =N a. Dokažme, že v druhom případe róznym prvkom m, n tělesa T 
zodpovedajú rózne mocniny an\ a'\ Keby totiž platilo am = an, bolo by 

1—ř t. m — n 1 — t t .m — n 1 — t t .m — n 1—t t .m — n 

a = am'n'm m~n = (am)m~n a m~" = (an)m~* a~~~~ = d"-"'" ~™-" = d, 

teda a = d, čo je spor. Povšimnime si, že v obidvoch prípadoch súhrn všetkých 
mocnin d (t e T) prvku ae S tvoří podgrupu pologrupy S. V prvom případe je to 
jednoprvková grupa, v druhom grupa izomorfná aditívnej grupě tělesa T. Pologrupa S 
je zjednotením grup, a preto podlá [1], str. 139, je zjednotením navzájom disjunktných 
maximálnych grup. Ak každá maximáína grupa pozostáva z jediného prvku, sme 
s dókazom hotoví. Ak existujú maximálně grupy s viac než jedným prvkom, musia 
podlá predošlého byť zjednotením podgrúp izomorfných aditívnej grupě tělesa T. 
Dve íubovoiné z týchto podgrúp (vytvořené, povedzme, mocninami prvkov aeS, 
beS), obsiahnuté v tej istej maximálnej grupě, majú, samozřejmé, spolocný jed­
notkový prvok. Dokážeme ešte, že ak by mali spolocný ešte další prvok c e S, mali 
by spoločné všetky prvky. V tomto případe by totiž museli existovat' prvky i e T, 
j e T (i #= 0, j #= 0) tak, že c = ď = bJ. Potom lubovoinú mocninu ax (x e T) 
možno vyjádřit' ako mocninu prvku b, lebo 
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* _ ^(^lo •' _ 
a — a = (a1)^ = (bJ)xli = b<xj)í\ 

a analogicky, každú mocninu prvku b možno vyjadrif ako mocninu prvku a. Preto 
Fubovoiné dve rozne z uvažovaných podgrúp možu mať len jediný prvok spoločný, 
čím je veta dokázaná. 

Přík lad . V pologrupe D. danej tabulkou 

j a b c d e f 

a \ a a a a a a 
b a e d c b b 
c I a d e b c c 
d a c b e d d 
e \ a b c d e e 

f \ a b c d e f 

možno definovať mocniny s exponentom z dvojprvkového tělesa {0, 1}. Požadovaný 
rozklad na grupy je 

S - {a} u {b, c, d, e} u {/}, 

pričom grupa {b, c, ď, e\ sa rozkládá na podgrupy izomorfně aditívnej grupě tělesa 
{0.1}: 

{b, c\ d, e) - {C, b} u {e, c} u {e, d}. 

Uvedená metoda nám dává tieto hodnoty: 

x I a b c d e f 

x° a e e e e f 
xx I a b c d e f 

\ 

P o z n á m k a . Mocniny s exponentom z tělesa splňujú (E), (F), zatiaf čo nemusia 
splňovať (G), ako vidno z predošlého příkladu (b° — c'\ hoci b + c). 
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О Б Щ И Е С Т Е П Е Н И В П О Л У Г Р У П П А Х 

Ю р а й Б о с а к 

Р е з ю м е 

Квазикольцом мы называем множество ^, в котором заданы две бинарных алгебраических 

ассоциативных операции VI , .), связанных между собой правым дистрибутивным законом 

(/г/ I п) . р = /// . р } п . р (///, //, р е^), с левой единицей 1 е ^ для умножения (т. е. 1 . т = т 

для всякого т е О). 

Мы говорим, что в полугруппе 5 можно определить степени с экспонентом из квазикольца 

^у если произвольным элементам а е 5, т е^ можно сопоставить некоторый элемент полу­

группы 5 (который мы обозначаем символом ат) так, чтобы для всех а е 5, т е^, п е^ 

имело место 

а 1 = а, (А) 

ат+п = атап, (В) 

ат.п = (ап)т ( С ) 

В статье доказано: Необходимое и достаточное условие для того, чтобы в полугруппе 5 

можно было определить степени... 

1. ... с положительным рациональным экспонентом, следующее: Для произвольного 

натурального числа к и для произвольного а е 5 существует один и только один такой эле-

мент х е 5 , что х — а (этот элемент мы обозначаем через х = \/а; изучаются некоторые 

свойства таких „корней"); 

2. . . . с экспонентом из положительной части К числового поля, следующее: 5 является 

(теоретико-множественным) объединением попарно непересекающихся полугрупп, из которых 

каждая состоит из одного элемента или изоморфна аддитивной полугруппе квазикольца К; 

3. . . . с целым экспонентом, следующее: 5* является объединением (попарно непересекаю­

щихся) групп; 

4. ... с экспонентом из поля Г, следующее: 5 является объединением (попарно непере­

секающихся) групп, каждая из которых либо состоит из одного элемента либо является объ­

единением подгрупп, изоморфных аддитивной группе поля Т, таких, что произвольные две 

из этих подгрупп, отличные друг от друга, имеют только один общий элемент (единицу 

группы). 

О Е N Е Я А ^ Р О \ У Е Я 8 Ш 8 Е М 1 С К О У Р 8 

1ига^ В о з а к 

8 и т т а г у 

Ву а ^иаз^^^п§ >л/е ипс1ег51апо! а $е1 ^ м1Н 1^о Ыпагу а1§еЬгаю а88оаа1гуе орега1юп8 ( + , . ) , 

соппес!ес! Ьу 1Ье п§М иЧзгпЪи^е 1а^ (т + п) . р = т . р + // . р (т, п, р е 0 , с о п 1 а т т § а 1ей-

1с1епи1у 1 е (2 Гог 1Ье тиШрНсахюп (1па! 18, 1 . /7? — т гог аП т е О). 

\Уе 8Ьа11 зреак 1па1 т 1Ье 8ет1§гоир 51118 ро881Ые 1о дегте 1пе ро^ег8 \У11Ь ехропеп! (акеп Ггот 

а яиазшпз ^, 1Гк 18 ро881Ые 1о апу ае8,те^ 1о а88ос1а!е ап е1етеп1 (с!епо1ес1 Ьу 1пе 8утЬо1 а т ) 

оГ 1Ье 8ет1§гоир 5 8о 1па1 Гог агЪкгагу а е 8, т е ^,п е ^\^ пок1з: 

1 Д*л 

10 МсПетаПско 1уг1ка1пу саг,. 2 х*±^1 



a = a, 

am + " = ama", 

cГ-n = (a")m. 

(A) 

(B) 

(Q 

It is proved in the paper: Necessary and sufficient condition for that in the semigroup S be possible 
to define the powers... 

1. ...with positive rational exponent, is: for any positive integer k and for any a e S exactly one 

element x e S exists for which xk = a (this element we denote by the symbol x — IJa\ there are 

investigated some properties of these ,,roots"); 

2. ...with exponent from positive partKof number field, is: S is the (set-theoretical) union of 
pairwise disjoint semigroups, each of them either consists of one element or is isomorphic with the 
additive semigroup of the quasiring K; 

3. ...with integer exponent, is: S is the union of (pairwise disjoint) groups; 

4. .. .with exponent from the field T, is: S is the union of (pairwise disjoint) groups, each of them 
either consists of one element or is the union of subgroups isomorphic with the additive group of 
the field T such that any two different from these subgroups have exactly one common element 
(the identity of the group). 
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