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Matematický časopis 21 (1971), No. 3 

POZNÁMKA K MAXIMÁLNYM (Hi,H2)-IDEÁLOM 
V POLOGRUPACH 

IMRICH ABRHAN, Bratislava 

V poznámke sa zovšeobecňujú a doplňujú výsledky práce [1]. V následujú-
com S bude znamenať pologrupu a # i , # 2 jej podpologrupy ( # i 4= 0, # 2 4= 0). 

Nech A, B sú podmnožiny v S (pozři [2]). Definujeme: 

A k i - t = 0 , B + 0, potom AB = {ab : a e A, b e B}. 

Ak A = 0, potom AB = B. Ak B = 0, potom AB = A. 

Nech Bi ^ S, B2^ S. Nech I(BU B2) = {A ^ S : BXA c 4 , ^ 5 2 c 4 } . 
Prvok A eI(Bi, B2) nazýváme (Bi, I?2)-ideálom v S (pozři [2]). 

Definícia 1. Nech S je pologrupa a # i , # 2 jej podpologrupy. Prvok A e 
e I(Hi, H2) a A 4= S nazýváme maximálnym ( # i , H2)-ideálom v S, ak ne­
existuje vlastná podmnožina A' v S (A' =f= S) taká, že A *E A' a A' e I(#i, # 2 ) . 

Hlavným (H\, H2)-ideálom v S vytvořeným prvkom a e S budeme nazývať 
( # i , # 2 )-ideál tvaru a u H\a u CLH2 U H\aH2 a označovat //,(a)//2 (pozři 
[2]). 

Nech pre a G S, beS je H,(a)Hz = Hx{b)H*- Potom budeme písať (a, b) e 
£ Hiy

rH2 a hovoriť, že prvky a, b sú H^H^evkivalentné (pozři [2]). Triedu 
prislúchajúcu k ekvivalencii #.</#. na # budeme označovať H1FH2- Ak trieda 
Hi^Ha obsahuje prvok ae S, potom budeme písať Hj?aH* • Podmnožinu S' 
pologrupy S budeme nazývať H^H-Tjednoduchou, ak ekvivalencia H^H2 

vytvára na S' právě jednu triedu (pozři [2]). 

Definícia 2. Prvok a e S nazýváme hlavným ( # i , H2)-prvkorn pologrupy S 
ak H^H, = S. Ak # i = # 2 = S a s(a)s = S, potom hovoříme, že prvok a 
je hlavným prvkom v S. 

Každý hlavný ( # i , # 2 )-prvok v S je aj hlavným prvkom v S. Neplatí 
obrátene. 

P ř í k l a d 1. Nech S = {a, b, c, d, e, f, g, h}. Násobenie v S nech je dané 
multiplikatívnou tabulkou 

2 1 4 



/ 9 h 

a a b a b e f f e 
b b a b a f e e f 
c c d c d h 9 9 h 
d d c d c 9 h h 9 
e a b b a e f e f 
f b a a b f e f e 

9 d c c d 9 h 9 h 
Һ c d d c h 9 h 9 

Nech # i = {a, b, c, d} a # 2 = {g, h}, potom prvok e e S je hlavným prvkom 
v S a nie je hlavným ( # 1 , # 2 )-prvkom v S (napr. a e S je hlavným ( # 1 , # 2 ) -
-prvkom v S). 

Definícia 3. Hovoříme, ze a e S je úplné maximálny ( # 1 , # 2 ) - prvok v S, 
ak H\aH2 = S. 

Ak # 1 = # 2 = S a AŜ AS = S, potom hovoříme, že prvok a je úplné maxi-
málnym prvkom v S (pozři [1]). 

Každý úplné maximálny ( # 1 , #2)-prvok v S je úplné maximálny v S. 
Neplatí obrátene. 

P ř í k l a d 2. Nech S = {0, a, b, c, d, e,f, g, h} a násobenie v S je dané multipli-
katívnou tabulkou 

0 a Ъ c d e f 9 h 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

a 0 a Ъ 0 0 e f 0 0 

b 0 b a 0 0 f e 0 0 
c 0 0 0 c d 0 0 9 h 

d 0 0 0 d c 0 0 h 9 
e 0 0 0 e f 0 0 a b 

f 0 0 0 f e 0 0 b e 

9 0 9 h 0 0 c d 0 0 
h 0 h 9 0 0 đ c 0 0 

V tomto případe ScS = S t . j . c je úplné maximálny prvok v S, Ak # 1 = 
= # 2 -= {0, a, b, c, d, e, /}, potom H\cH2 = {0, c, d, e, /} t . j . c nie je úplné 
maximálny ( # 1 , # 2 )-prvok v S. Napr. prvok g e S je úplné maximálny ( # i , # 2 ) -
-prvok v S. 

P o z n á m k a 1. Každý úplné maximálny ( # 1 , # 2 )-prvok v S je aj hlavným 
( # 1 , # 2 )-prvkom v S. Obrátene neplatí. 

Veta 1- Nech každý (H\, H2)-ideál v S je hlavný ( # 1 , H2)-ideál v S. Potom 
množina všetkých ( # 1 , H2)-ideálov v pologrape S je lineárně uspořiadaná vzhla-
dom na e . 
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D ó k a z . Nech JVi, N2 sú lubovolné (Hi, # 2)-ideály v S. Množina JVi u N2 

je (H\, Fř2)-ideál v S. Podlá předpokladu existuje prvok d e S, taký, že 

Hx(d)H2 = -A7i U N2. Teda bud deNi, alebo deN2. Nech deNi, potom 
Niu N2 = HXd)H* £ iVi. Z toho vyplývá N2 c JVi. Předpoklad deN2 

vedie analogicky k iVi 9 ft. To znamená, že platí buď Ni ^ N2, alebo 
iV2 c JVi. 

Označme HxK
aH2 = Hx(a)H2 \ Hj?aH* • H1K

aH2 je množina prvkov z i/lva)H3> 
ktoré nevytvárajú Hx{a)H2. 

Lema 1. -4& H1K
aH2 + 0, Rotora H1K

Q,H2 je (Hi, H2)-iedál v S. 
D ó k a z . Nech 6 je lubovolný prvok z H1K

aH2 a A lubovolný prvok z FIi. 
Z toho vyplývá #,(&)//- ^ Hx(a)H2 a Hl(hb)H2 = hb\j Hx(hb) u (A&)#2 U 
U H1(hb)H2 c Fři6 u HxbH2 c Hl(b)H2 J Hx(^)^2. To znamená, že /rá eHlK

a
H2 

t . j . Hifa^Ht) s= H1K
a

Hi. Podobné dokážeme, že (H1K
<1H2)H2 C HlK

aH2. 
Veta 2. A'6cA pologrupa S obsahuje aspoň jeden (H\, H2)-ideál rózny od S 

a nech S obsahuje apoíí jeden hlavný (H\, H2)-prvok. Potom pologrupa S 
obsahuje právě jeden maximálny (H±, H2)-ideál N a S \ N je množina všetkých 
hlavných (H±, H2)-prvkov. 

D ó k a z . Označme P množinu všetkých hlavných (Iři, Př2)-prvkov v S. 
Nech a je lubovolný prvok z P , potom P = H^HZ, S = H^H,. Potom 
P 4= $, pretože P = S implikuje spor s predpokladom, že existuje (H±, H2)~ 
-ideál 4= #. Označme S\P = N, teda S = P\j N. Podlá lemy 1 JV je maxi­
málny (Iř i , I72)-ideál v S. Predpokladajme, že existuje nějaký iný maximálny 
(//i, Iř2)-ideál N' v S, potom N' n P 4= 0. Z toho vyplývá, ze S = H^H* -= 
c JV\ To je spor s tým, že JV' 4= 5. 

Z vety 1 vyplývá: 
Veta 3. -4& pologrupa S má viac ako jeden maximálny (H\, H2)-ideál, potom 

nemóze obsahovat ziadny úplný (H\, H2)-prvok. 
Veta 4. Nech pologrupa S obsahuje aspoý jeden (Iř i , H2)-ideál 4= S a nech 

obsahuje aspoň jeden úplné maximálny (H\, H2)-prvok. Potom S obsahuje právě 
jeden maximálny (H±, H2)-ideál NaP = S\N,je množina všetkých úplné 
maximálnych (H\, H2)-prvkov. 

D ó k a z . Nech P je množina všetkých hlavných (H\, Iř2)-prvkov, teda 
P = H1FH2 . Nech a je lubovolný úplné maximálny (H\, iř 2)prvok. Podlá 
poznámky 1 je a e P . Nech b je lubovolný prvok z P a b 4= a. Teda ^ x(a)n 2 = 
= H1(b)H2. Potom alebo a e Iři&, alebo a e bH2, alebo a e H\bH2. Nech 
aeHib, potom S = H\aH2 c H\bH2. To isté dostaneme pre aebH2, ae 
eH\bH2. To znamená, že b je úplné maximálny (H\, Iř2)-prvok. Z predchá-
dzajúceho a z vety 2 vyplývá tvrdenie vety 4. 

Z vety 3 vyplývá priamo 
Veta 5. Ak pologrupa S má viac ako jeden maximálny (H\, H2)-ideál, potom 

nemóze mat ziadny úplné maximálny (H\, H2)-prvok. 
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Veta 6. (PIi, H2)-ideál N v S je maximálny (PIi, PI2)-ideál S vtedy a len 
vtedy, ak S\N je HXJH2-jednoduchá množina. 

D ó k a z . I. Predpokladajme, že S \ N obsahuje viac ako jeden prvok. Nech 
a je lubovolný prvok z S \N, potom dokážeme, že S \ N c HAa)H*. Pred­
pokladajme, že AS \ JV $ Hx(

a)H2, potom existuje prvok b e S\N taký, že 
b^Hl(

a)n2. Z toho vyplývá, že b $ N u m(a)H2. Množina N \j H1(
a)n2 je 

(PIi, PI2)-ideál v AS a JV ^ JV u #-(«)#. =¥ S. To je spor s tým, že N je maxi­
málny (Při, II2)-ideál v AS. 

Analogicky pre 1'ubovolné b e S \ N platí AS \ N c Hl(b)H2. To znamená, 
že pre lubovolné dva prvky a, b e S \ N je a e Hx(b)H2 a b e H1(CÍ)H2. Z toho 
vyplývá, žeH,(a)H2 = Hi(6)H2- Nech c je lubovolný prvok z JV, potom HX(C)H2 -= 
c JV, teda H1(C)H2 4= H1(CÍ)H2. Z predchádzajúceho vyplývá, že S\N je 

H1J
ÍH2-jednoduchá množina v AS. 
Ak AS \ JV == {a}, potom tvrdenie je zřejmé. 
I I . Nech AS \ N je i/ ie//^-jednoduchá množina v AS a nech JV nie je maximálny 

(PIi, IP2)-ideál v S. Potom existuje (PIi, PI2)-ideál JV' v AS taký, že N <E N' <~ S. 
Z toho vyplývá, že JV' n (S \ JV) -# 0. Pre každé aeN' n (S\N) je 
H1(

a)m ^ AS \ JV a Hx(
a)H2 £ JV'. To znamená, že S = N u H1(O)H2. Z pred­

chádzajúceho vyplývá AS C JV'. To je spor s tým, že JV' J" $• 
Ak pologrupa obsahuje právě jeden maximálny (PIi, Př2)-ideál N taký, že 

každý iný (Při, PI2)-ideál + AS je podmnožinou JV, potom ho budeme označovat 
JV* = JV. 

Veta 7. Nech N je maximálny (PIi, H2)-ideál v S. Každý (IIi, H2)-ideál 4= AS 
je podmnožinou maximálneho (PIi, H2)-ideálu JV t. j . JV = JV* právě vtedy, ak 
nastane aspoň jeden z nasledujúcich prípadov. 

i) AS \ N obsahuje hlavný (Při, H2)-prvok. 
\\) S\N obsahuje maximálny (IIi, H2)-prvok. 
Dokaž I. Ak AS \ JV* obsahuje aspoň jeden úplné maximálny (PIi, PI2)-

-prvok, potom podlá vety 4 pologrupa AS obsahuje právě jeden maximálny 
(IIi, II2)-ideál JV, t . j . JV == JV* a AS \ JV = • S \ JV* je množina všetkých úplné 
maximálnych (PIi, Př2)-prvkov. 

Nech AS \ JV* neobsahuje žiadny úplné maximálny (IIi, II2)-prvok. Podlá 
vety 6 množina S \ N* je HX^H2-jednoduchá. Pretože S\N* nie je (PIi ,PI2)-
-ideál v S, potom je H±(S \ JV*) $ AS \ JV* alebo (S \ N*)H2 $ AS \ N*. 
Nech například H±(S \ JV*) $ S\N* potom existuje ae S\N* také, že 
Pria $ AS \ JV*. To znamená, že Hl(a)H% n JV* # 0. 

Keďže Hí(
a)H2 $ N*, potom nutné Hx(

a)H2 = S. 
I I . Predpokladajme, že JV je maximálny (Při, PI2)-ideál v AS a o AS \ JV platí 

i). Potom existuje podlá vety 2 právě jeden maximálny (IIi, PI2)-ideál JV* 
taký, že AS \ N* je množina všetkých hlavných (PIi, II2)-prvkov. To znamená 
JV = JV*. Nech JV' je lubovolný (Při, Př2)-ideál 4- AS a nech A7' $ N*. Z toho 
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vyplývá S = //.(a)*, -= AT' pre ae(S\ Nr*) n iV'. To je spor (pretože N' 4= 5). 
Z vety 6 a vety 7 vyplývá priamo 
Veta 8. (H±, H%)-ideál N =£ S v S je maximálny (H\, H^-ideál v S a N — LV* 

právě vtedy, ak nastane aspoň jeden z týchto prípadov 
i) S \ N obashuje vsetky hlavně (H\, H<i)-prvky a ziadne iné. 

ii) S \ N obsahuje vsetky maximálně (H\, H2)-prvky a ziadne iné. 
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NOTE ON T H E MAXIMAL (ffi, ff2)-IDEALS OF SEMIGROUPS 

Imrich A b r h a n 

Summary 

Let S be semigroup and let ffi, ff2 be subsemigroups of S. 
An element a e S is called a principal (ffi, ff2)-element of S if S = a U ffia U aff2 U 

U ffiaff2. 
An element a e S is called a totally maximal (ffi, ff2)-element of S if S = ffiaff2. 
Let I(Hu H2) = {N : N c S, N 4= 0, ffiN £= N, Nff2 S= N}. The elements N e 

G J(ffi, ff2) will be called (ff, T)-ideals of S. 
An element N e J(ffi, ff2) and N 4= S is called a maximal (ffi, ff2)-ideal of S if there 

is no N' e J(ffi, ff2) such that N $: N' $r S. 
If there exists a maximal (ffi, ff2)-ideal N of S containing every (ffi, ff2)-ideal of S 

different from S we shall denote it by N*. 
The main result is the following theorem: 
Theorem 8. (Hi, H^)-ideal N + S of Sis a maximal (Hi, ff\)-ideal of S and N = N* 

if and only if at least one the following conditions holds 
(i) S \N is the set of all principal (Hi, H2)-elements. 

(ii) S \,N is the set of all totally maximal (Hi, Hi) -elements. 
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