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POZNAMKA K MAXIMALNYM (H;,H:)-IDEALOM .
V POLOGRUPACH

IMRICH ABRHAN, Bratislava

V poznamke sa zovSeobeciiuju a dopliuji vysledky prace [1]. V nasleduju-
com S bude znamenat pologrupu a H;, H; jej podpologrupy (H:1 + 0, H2 + 9).

Nech 4, B st podmnoziny v § (pozri [2]). Definujeme:

Ak A4 + 0, B + 0, potom AB = {ab:ac 4, be B}.

Ak 4 = 0, potom AB = B. Ak B = §), potom 4B = A.

Nech By = 8, B, = 8. Nech I(By, By) ={4 =< S:B14A < A, AB, < A}.
Prvok A € I(B:, Bz) nazyvame (B1, Bs)-idedlom v S (pozri [2]).

. Definicia 1. Nech S je pologrupa a Hy, Hs jej podpologrupy. Prvok A e
€ I(H., H3) a A + S nazyvame mazimdlnym (Hy, Hp)-idedlom v S, ak ne-
existuje viastnd podmnoZina A" v S (A" + S) takd,%e A S A" a A’ € I(H:, H»).

Hlavnym (H,, Hs)-idedlom v S vytvorenym prvkom a € § budeme nazyvat
(H1, Hp)-idedl tvaru ayu Hia U aHy; U HiaHs a oznacovat pg(a)n, (pozri
[2)).

Nech pre a8, beS je u(a)u, = u,(b)n,. Potom budeme pisat (a, b)e
€ u,-’n, a hovorit, Ze prvky a, b si g,.fy,-evkivalentné (pozri [2]). Triedu
prislachajtcu k ekvivalencii #,#5, na § budeme oznacovat uFpy,. Ak trieda
u.F'u, obsahuje prvok a €S, potom budeme pisat pFoy,. Podmnozinu S’
pologrupy S budeme nazyvat p,.fu,-jednoduchcu, ak ekvivalencia g/,
vytvara na S’ prive jednu triedu (pozri [2]).

Definicia 2. Prvok a € S mazyvame hlavnym (Hy, Hs)-prokon. pologrupy S
ak g(a)g, = S. Ak Hy = Hy = S a s(a)s = S, potom hovorime, zZe prvok a
je hlavnym prvkom v 8.

Kazdy hlavny (Hi, Hs)-prvok v S je aj hlavnym prvkom v S. Neplati
obratene.

Priklad 1. Nech S = {a, b, ¢, d, e, f, g, h}. Nédsobenie v S nech je dané
multiplikativnou tabulkou
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| a b c de f g h
a a b a b e f f e
b b a b a f e e f
c c d c d h g g h
d d ¢c dc g h h ¢
e a b b ae [f e f
f b a a b f e f e
g d ¢c ¢c d g h g b
h c d d ¢c h g h g

Nech Hy = {a, b, ¢, d} a H2 = {g, h}, potom prvok e € § je hlavnym prvkom
v S a nie je hlavnym (H;, Hz)-prvkom v S (napr. a € S je hlavnym (H1, Hj)-
-prvkom v §).

Definicia 3. Hovorime, %e a € S je dplne maximdlny (Hy, Hs)- prvok v S,
ak HiaHy = 8.

Ak Hi1 = Hs = S a S8aS = S, potom hovorime, Ze prvok « je uplne maxi-
malnym prvkom v § (pozri [1]). -

Kazdy tdplne maximélny (Hy, Hs)-prvok v § je tuplne maximdlny v S.
Neplati obrdtene.

Priklad 2. Nech S = {0,a,b,c,d, e, f, g, h} a ndsobenie v § je dané multipli-
kativnou tabulkou

| 00 a'b ¢ d e [ g h
0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 a b 0 0 e f 0 0
b 0 b a 0 0 f e 0 0
c 0 0 0 ¢c d 0 0 g h
d 0 0 0 d c 0 0 h g
e 0 0 0 ¢ f 0 0 a b
f 0 0 0 f ¢ 0 0 b e
g 0 g h 0 0 ¢ d 0 0
h 0 h g 0 0 d c¢c 0 0

V tomto pripade S¢S = 8 t. j. ¢ je uplne maximélny prvok v S, Ak H; =
=Hy = {0, a, b, c, d, e, f}, potom HicH; = {0, ¢, d, e, f} t. j. ¢ nie je uplne
maximéilny (Hy, Hy)-prvok v 8. Napr. prvok g € S je tiplne maximélny (Hi, Hs)-
-prvok v S.

Pozndmka 1. Kazdy aplne maximélny (Hy, Hs)-prvok v S je aj hlavhym
(H1, Hs)-prvkom v 8. Obritene neplati.

Veta 1. Nech kaidy (Hi, Hs)-idedl v S je hlavny (Hy, Hz)-idedl v S. Potom
mnoZina vietkijch (Hy, Hs)-idedlov v pologrupe S je linedrne usporiadans vzhla-
dom na <.
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Dokaz. Nech N;, N2 st lubovolné (Hi, Hz)-idedly v S. Mnozina N3 U N
je (Hi, Hp)-idedl v S. Podla predpokladu existuje prvok d e 8, taky, Ze
m(d)n, = N1 U Na. Teda bud de N, alebo d e N;. Nech de N1, potom
NiuU Ny = g (d)n, < Ni. Z toho vyplyva N, < N;. Predpoklad de€ N,
vedie analogicky k N1 £ N2. To znamend, Ze plati bud N; = Nz, alebo
Nz c Nl.

Oznaéme g, Koy, = u,(@)n, \ #.F%, . 1, K%, je mnozina prvkov z g,(a)y,,
ktoré nevytvaraji u,(a)n,.

Lema 1. Ak yg Ken, + 0, potom y Koy, je (Hi, Hp)-teddl v S.

Doékaz. Nech b je Iubovolny prvok z y, K%y, a h lubovolny prvok z H,.
Z toho vyplyva m(bw, T m(@)w, a m(kb)y, = kb U Hi(hb) U (hb)Hs U
U Hy(kb)H: = Hib U HibHs < u,(b)n, S #.(a)n,. To znamend, ze hb €y Koy,

t. j. Hi(a,K®4,) < 5. K%,. Podobne dokazeme, ze (u,K°x,)Hz < u, K%y, .

Veta 2. Nech pologrupa S obsahuje aspor jeden (Hi, Hs)-tdedl rézny od S
a nech S obsahuje apoii jeden hlavny (Hi, Hs)-prvok. Potom pologrupa 8
obsahuje prdve jeden maximdlny (Hy, Hz)-idedl N a S\ N je mnofina vietkijch
hlavngch (Hy, Hs)-prokov.

Dokaz. Oznaéme P mnozinu vSetkych hlavnych (Hi, Hs)-prvkov v S.
Nech a je Iubovolny prvok z P, potom P = gy Fey,, S = p,(a)u,. Potom
P + 8, pretoze P = S implikuje spor s predpokladom, Ze existuje (Hy, Hz)-
-idedl + S. Oznatme S\ P = N, teda § = P U N. Podla lemy 1 N je maxi-
mélny (H,, Hz)-idedl v 8. Predpokladajme, Ze existuje nejaky iny maximélny
(H1, Hs)-idedl N’ v S, potom N’ N P + (. Z toho vyplyva, ze S = y,(@)u, <
< N’. To je spor s tym, ze N’ + S.

Z vety 1 vyplyva:

Veta 3. Ak pologrupa S md viac ako jeden maximdlny (Hy, Hz)-idedl, potom
nemdze obsahovat Ziadny dplny (Hy, Hs)-prvok.

Veta 4. Nech pologrupa S obsahuje aspoy jeden (Hi, Hz)-idedl + S a nech
obsahuje aspori jeden uplne maximdlny (H1, Hz)-prvok. Potom S obsahuje prdve
jeden maximdlny (Hy, Hz)-idedl N a P = S\ N, je mnoZina vsetkych iplne
maximdlnych (Hy, Hg)-prvkov.

Do6kaz. Nech P je mnozina vSetkych hlavnych (Hi, Hs)-prvkov, teda
P = y,Fy,. Nech a je Iubovolny tplne maximalny (Hi, Hs)prvok. Podla
poznamky 1 je a € P. Nech b je lubovolny prvok z P a b + a. Teda g,(a)n, =
= u,(b)y,. Potom alebo ae H:ib, alebo aebHz, alebo ae€ HibHs. Nech
a € Hib, potom S = HyaHy; < HibH;. To isté dostaneme pre ae€bHsz, a €
€ H1bH;. To znamend, 7e b je uplne maximdlny (Hi, Hz)-prvok. Z predcha-
dzajiceho a z vety 2 vyplyva tvrdenie vety 4.

Z vety 3 vyplyva priamo

Veta 5. Ak pologrupa S md viac ako jeden maximdlny (H1, Hs)-idedl, potom
nemdze mat Ziadny vplne maximdlny (Hy, Hp)-prvok.
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Veta 6. (Hy, Hz)-idedl N v S je maximdlny (Hy, Ha)-idedl S vtedy a len
viedy, ak S\ N je g, u,-jednoduchd mno¥ina.

Doékaz. I. Predpokladajme, Ze S \ N obsahuje viac ako jeden prvok. Nech
a je Tubovolny prvok z S \ N, potom dokdzeme, ze S\ N < y,(a)m,. Pred-
pokladajme, ze S\ N & p,(a)n,, potom existuje prvok be S\ N taky, Ze
bé¢ n(a)u,. Z toho vyplyva, Ze b¢ N U p,(a)u,. Mnozina N U g,(a)a, je
(Hy, Hp)-ideal v.Sa N S NuU g,la)y, £ 8. To je spor s tym, ze N je maxi-
malny (Hi, Hz)-idedl v S.

Analogicky pre lubovolné be S\ N plati S\ N < #,(b)n,. To znamena,
ze pre Iubovolné dva prvky a,be S\ N je a € u,(b)u, a b € y,(a)u,. Z toho
vyplyva, Zem,(@)n, = m.(b)n,. Nech ¢ je lubovolny prvok z N, potom g,(¢)n, =
S N, teda g,(c)u, *+ m(a)w.. Z predchadzajiceho vyplyva, ze S\ N je
. u,-jednoduch4d mnozina v S.

Ak S\ NV = {a}, potom tvrdenie je zrejmé.

II. Nech S \ N je g,.# u,-jednoduchd mnozina v § a nech N nie je maximalny
(H1, Hp)-ideal v S. Potom existuje (H1, Hz)-idedl N’ v S taky,ze N $ N’ & S.
Z toho vyplyva, ze N' N (S \ N) + 0. Pre kazdé ae N’ n (S\ N) je
m(@)a, 2 S\ N an(a)g, < N'. To znamensd, 7¢ S = N U g,(a)g,. Z pred-
chddzajiiceho vyplyva 8 < N'. To je spor s tym, ze N’ < S.

Ak pologrupa obsahuje prave jeden maximdlny (Hy, Hs)-idedl N taky, Ze
kazdy iny (H,, H»)-idedl #+ S je podmnozinou N, potom ho budeme oznatovat
N* = N,

Veta 7. Nech N je maximdlny (Hy, Hs)-idedl v S. KaZdy (H1, Hs)-tdedl + S
je podmnoginow maximdlneho (Hy, Hp)-idedlu N t. j. N = N* prdave viedy, ak
nastane aspot jeden z nasledujicich pripadov.

i) 8\ &V obsahuje hlavny (Hy, Hs)-prvok.

ii) 8\ N obsahuje maximdlny (Hy, Hs)-prook.

Dékaz I. Ak S\ N* obsahuje aspon jeden uplne maximilny (Hi, Hs)-
-prvok, potom podla vety 4 pologrupa S obsahuje prive jeden maximélny
(Hy, Hz)-idedl N, t.j. N = N*a S\ N = S\ N* je mnozina vSetkych tiplne
maximélnych (Hy, Hs)-prvkov.

Nech S\ N* neobsahuje Ziadny tplne maximélny (H, Hs)-prvok. Podla
vety 6 mnozina S \ N* je y,#n,-jednoducha. Pretoze S \ N* nie je (H1 ,Hs)-
-idedl v 8, potom je Hi(S\ N*) & S\ N* alebo (S\ N*)Hz & S\ N*.
Nech napriklad Hq(S \ N*) &£ S\ N* potom existuje a e S\ N* také, Ze
Hia £ S\ N*. To znamend, zZe g,(a)u, N N* + 0.

KedZe y,(a)y, £ N*, potom nutne p,(a)m, = S.

11. Predpokladajme, Ze N je maximélny (Hy, Hz)-idedl v .S a o S\ N plati
i). Potom existuje podla vety 2 prave jeden maximalny (H,, Hp)-idedl N*
taky, ze S\ N* je mnozina vSetkych hlavnych (H;, Hz)-prvkov. To znamend
N = N*. Nech N’ je lubovolny (H;, Hs)-idedl + S a nech N’ & N*. Z toho
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vyplyva S = g,(a)y, = N’ pre a € (8 \ N*) N N'. To je spor (pretoze N’ =+ S).
Z vety 6 a vety 7 vyplyva priamo
Veta 8. (H1, Hs)-idedl N + S v S je maximdlny (Hy, Hz)-idedl v Sa N = N*
prdve vtedy, ak nastane aspoti jeden z tyjchto pripadov
1) S\ N obashuje vsetky hlavné (Hy, H2)-proky a Ziadne iné.
ii) S\ N obsahuje vsetky maximdlne (Hy, Hs)-proky a Ziadne iné.
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NOTE ON THE MAXIMAL (H,, H;)-IDEALS OF SEMIGROUPS
Imrich Abrhan

Summary

Let S be semigroup and let H;, H> be subsemigroups of S.

An element a € S is called a principal (Hy, Hs)-element of S if § = a U Hi« U aHs U
U HiaHs.

An element a € S is called a totally maximal (H;, Hs)-element of S if S = HiaHos.

Let I(Hy, H)) ={N:N< S, N+ 0, HHN < N, NH; < N}. The elements N €
€ I(Hi, Hs) will be called (H, T')-ideals of S.

An element N € I(Hy, Hs) and N + S is called a maximal (Hy, Hs)-ideal of S if there
is no N’ € I(H1, Hs) such that N SN’ £ 8.

If there exists a maximal (H;, Hz) ldeal N of 8 contammg every (Hi, Hz)-ideal of S
different from S we shall denote it by N*.

The main result is the following theorem:

Theorem 8. (Hi, Hz)-ideal N + S of S isa maximal (Hy, Hz)-ideal ofS and N = N*
if and only if at least one the following conditions holds

(1) S\ N is the set of all principal (Hy, Hz)-elements.

(i1) S\ N is the set of all totally maximal (Hi, Hs)-elements.
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