Matematicky casopis

Imrich Abrhan
O (H, T)-ideéloch direktného stc¢inu pologrip

Matematicky ¢asopis, Vol. 21 (1971), No. 3, 199--213

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126491

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1971

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126491
http://project.dml.cz

Matematicky &asopis 21 (1971), No. 3

0 (H, T)-IDEALOCH DIREKTNEHO SUCINU POLOGRUP
IMRICH ABRHAN, Bratislava

Obsahom ¢ldnku je vySetrovanie niektorych vlastnosti (H, T')-idealov
direktného staéinu pologrup. Zovseobecliuju sa tym niektoré vysledky prac
(2], [5] a [7].

V nasledujicom S je pologrupa a H, T jej podpologrupy z ktorych aspon
jedna je neprazdna mnozina (prazdnu mnozinu povazujeme za podpologrupu).

Nech 4, B sG podmnoziny pologrupy S. Definujeme (pozri [3]):

Ak A + 0, B % 0, ptom AB = {ab:ac A, b e B}.
Ak 4 = 9, potom AB = B. Ak B = 0, potom AB = A.

R. Hrmova v préaci [3] zovieobecnuje 7T-ideadl v S (pozri [4], napr. [1])
nasledovne.

Nech B1 < S, Bz c. S. Nech I(Bl, Bz) = LA A < S, B1A < A, ABg < A}.
Prvok 4 € I(B1, Bs) nazyvame (By, Bs)-idedlom v S.

I(B1, Bs) =I(H, T), kde H=B,uBuUB:, ... T=B,uBiuB..,
(pozri [3]). ’

Nech H, T st podpologrupy pologrupy S. Prvok N e I(H, T) nazyvame
minimalnym (H, T)-idedlom v 8, ak neexistuje podmnozina N’ v § taka, Ze
N' ¢ N a N el(H, T). Mnozinu v8etkych minimélnych (H, T')-idedlov v S
budeme oznacovat [,(H, T') (pozri [3]).

Hlavnym (H, T')-idedlom v S vytvorenym prvkom a € S budeme nazyvat
(H, T')-idedl tvaru a U Ha U aT U HaT a oznacovat m(a)r (pozri [3]). V pri-
pade T = ) miesto u(a), budeme pisat u(a).

Nech pre ae S, be 8 je u(a)r = u(b)r. Potom budeme pisat «, b e gIr
a hovorit, Ze prvky a, b s g% p-ekvivalentné (pozri [3]).

Triedu prislichajicu k ekvivalencii #f7 na S budeme oznacovat xFr.
Ak trieda gF7 obsahuje prvok « € S, potom budeme pisat ,F%. V pripade
T = 0 miesto ,F§ budeme pisat g«

Podmnozinu S’ pologrupy S budeme nazyvat y.#r-jednoduchou, ak ekvi-
valencia yJ 7 vytvara na S’ prave jednu triedu (pozri [3]).

Pologrupa S je gfr-jednoduchd vtedy a len vtedy, ak neobsahuje (H, T')-
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-idedl rézny od S (pozri [3]). To znamend, Ze pologrupa S je y.#r-jednoduché
vtedy a len vtedy, ak gFf, — § pre kazdé z € S.

Pozndmka 1,1.Nech H, T st podpologrupy pologrupy S. Uvedieme niektoré
vlastnosti tried prislichajtcich k ekvivalencii z#7 na 8.

(a) pFr-jednoduchd podmnoZina N pologrupy 8 je z I(H, T) vtedy a len
vtedy, ak N € In(H, T) (pozri [3]).

(b) a € HaT vtedy a len vtedy, ak pFj < HaT pre kaidy prvok x e ;F%,
kde a € S.

Nech I je mnozina ktors obsahuje asponi dva prvky a nech {8}, i€l je
Iubovolny systém pologrup. MnoZinu vSetkych funkeii &, definovanych na I
tak, Ze £(i) € S; oznadéme § a definujme na nej operaciu ndsobenia nasledujtcim
sposobom: ak «, § st lubovoIné prvky z S, potom ich siéin y = «f definujeme
tak, ze polozime y(1) = a(¢)f(¢) pre kazdé ¢ € I. MnoZina S s takto definovanou
opericiou nasobenia je pologrupou, ktorti budeme nazyvat direktnym siéinom
(v obvyklom zmysle) pologrup 8;, i € I a oznadovat S = [ [ ;.

€l
1

Ak pologrupa S obsahuje nulovy prvok, potom v éasti 1 budeme predpokla-
dat, zZe ziadna z podpologrup H, T pologrupy S neobsahuje nulovy prvok po-
logrupy 8.

Lema 1,1. Nech H, T' su podpologrupy pologrupy S.

(a) NeI(H,T)jezIn(H,T) vtedy a len viedy, ak N = HaT pre kaidé a € N,

(b) gF'3 = HaT vtedy a len vtedy, ak ;F7 € I,(H, T).

Dokaz. (a) Nech N e ,I(H,T), potom N = HaT pre kazdé a € N (pozri
[3)). .

Nech N € I(H, T) splituje podmienku HaT = N. Predpokladajme, Ze N ¢
¢ Inm(H, T). To znamend, ze existuje N' € I(H, T') taky, ze N' ¢ N. Potom
pre kazdé o’ € N’ plati Ha'T < N’ a sudasne Ha'T = N(a’ e N’ ¢ N). Z toho
vyplyva, ze N < N'. To je spor s tym, Ze N' < N.

(b) Tvrdenie (b) je zrejmé.

Veta 1,1. Nech Hy, T pre kaZdé i € I s podpologrupy pologrupy S; a H =
= n H;,T=1]T¢, 8 =[] 8. Potom plaiti:

i€l el €l

(a) gF7 < Hol' vtedy a len vtedy, ak pFy < HiaiTi, kde aeS a a; =
= at) pre kaZdé 1 € I, '

() gF =[] aFp, ak gF; < Hol', kde a €S a a; = a(s) pre kafdé iel.

4

Dokaz. (a) Tvrdenie (a) vyplyva z toho, Ze F7 < HoT vtedy a len

vtedy, ak « € HaT = ([ | Hi)o] [ T4) = T (HiuT'), kde a; = of(i) pre kazdé
i€l el 3
1 € I (pozri pozndmku 1,1). !
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(b) Nech ,F7 < HaT, potom o € HaT'.

I. Nech & je Iubovolny prvok z ,F7 a « € HaT, potom z toho podla poznédm-

ky 1,1 a po tuprave dostaneme

(TTH)ETTT) = (T Ho[ ] 7o), ] (HeasTe) = [ [(HiaiTs),

el i€l el i€l el el
kde a; = «(i), x; = &(1) pre kazdé i€ I. To znamend, Ze a; € H;aiTy, xi €
€ HuiTy = HiayT; pre kazdé i€ l. Z toho dostaneme, Ze g (%), = g,(%)r,
t. j. x; € y Iy, pre kaidé i € I. Z toho vyplyva, ie £ €| | g Ff.

el

IT. Nech £ je Tubovolny prvok z [ [ Ff a o€ Hol, potom a; € Hia;T;
el

a podla pozndmky 1,1 x; € Hia;T; = Hia;Ty, kde a; = (i), x; = &(3) pre
kazdé 7 € I. To znamen4, Ze

1—_[ (Hix;Ti) = I—[ (HiaiTi).

el el

Teda &e([[H)E(]T:) = (] H)a]]T:), a acHaT. Z toho vyplyva
i€l vel el €l
#(&)r = u(@)r a z poslednej rovnosti £ €  F.
Na priklade ukdZeme, %e nemusi platit pF7 = [] g Fq, ak zF; & HoT,
el

kde a € S, «(t) = a4, 1 € L.
Priklad 1. Nech 8’ = {a1, a2, as, a4, as, as, a7, ag}. Nasobenie v.§’ je dané

multiplikativnou tabulkou:

ay a2 dadz ag 0as ag Qa7 0asg

a | ap a2 a1 a2 A Qg AaAg Qas
asz Az a1 A2 a1 Qg a5 as Oag
as ag a4 az ag ag a7 ap das
as as as a4 az ay; ag ag ay
as ay a2 a2 ay as Qg a5 Qg
ae az a1 A1 Q3 ag QA5 Q¢ Qs
an ag ag az a4 a7 ag a7 dasg
as ag aa Qg4 az3 dadAg a7 ag an

Zrejme Hy = {a1, as}, Th = {1, aa, a3, as} s podpologrupy pologrupy &§’,
Potom HIF%! == {al, az}, Hng‘sl = {ag, a4}, Hng'sx = {(1,5, ae}, Hng‘x = {a7}.
7, = {as}.

Poloime S; = Sz = 8’. Potom H = Hix H1,T = T1x T st podpologrupy
pologrupy S = S1x 8z a H(as, a5)T = {(a1, a1), (a1, @2), (a2, a1), (a2, az)}. Pre-
toze u(as, as)r + ulas, as)r, potom ZFF»* + (5 FR)X (5 F%).

Veta 1,2. Nech H;, T; pre kaZdé i € I st podpologrupy pologrupy S; a H =
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Dokaz. I. Nech § = &(H, T). Nech z; je lubovolny prvck z S;. Potom
existuje aspon jeden prvok & e 8 taky, Ze &(¢) = z;. Pretoze S = G(H, T),
potom existuje N € I,(H, T) taky, ze & € N. Z toho podla vety 1,5 dostaneme
Xy = 5(1,) EP{(N) a Pi(N) € Im(Hz , Ti).

II. Nech S; = &(H;, T%) pre kazdé i € I. Nech £ je lubovolny prvok z S
a &(i) = x; pre kazdé ¢ € I. Pretoze S; = S(H;, Ty), potom existuje prvok
Ni € In(Hy, T;) taky, Ze 2y € N; pre kazdé i € I. Podla vety 1,6 N =] Vi€

el
€ In(H, T). Z predchadzajuceho vyplyva, ze £ € N.

Lema 1,2. Nech S je pologrupa bez nuly a nech H je jej podpologrupa. S =
= G(H, 0) vtedy a len vtedy, ak z kaZdej rovnosti a = ab, kdea € S,be Sax € H
vyplyva b = ya, kde y je vhodny prvok z H.

Dékaz, I. Nech S =&(H,0) a nech a8, beS, b + a, potom wu(a)e
€In(H, D), u)e In(H,0). Dalej bud wm(a) N u(d) = B, alebo m(a) = u(b).
V prvom pripade nemdze platif @ = xb pre ziadne x € H. V pripade n(a) =
= p(b) jea = zb a b = ya, kde x a y st vhodné prvky z H.

II. Predpokladajme, Ze z kazdej rovnosti a == ab, kde ae S, be S a v e H
vyplyva ya = b, kde y je vhodny prvok z H. Nech a je Iubovolny prvok z §
a nech g(a) ¢ In(H, 0). Potom existuje prvok L € I\H, 0) taky, ze L < u(a).
Nechbe Lab # a, potom g(b) < L  u(a). Pretoie b € y(a) a b + a, potom
plati b = za, kde x € H. Podla predpokladu z poslednej rovnosti @ = yb, kde
yeH t. j. ae Hb. Potom a e u(a) =byu Hb. Z toho vyplyva Ha < Hbu
v H2b < Hb. Pretoze a € Hb, potom p(a) < u(b). To je spor s tym, ze u(b) <
< u(a). Z toho vyplyva, Ze y(a) € In(H, 9).

Désledok. Nech S je pologrupa bez nuly. S = &(8, 0) vtedy a len vtedy,
ak z kafdej rovnosti a = xb, kde a € S, be S, x €8 vypljva b = ya, kde y je
vhodny prvok z S (pozri [8]).

Niektoré aplikdcie doterajsich vysledkov na grupy a tplne jednoduché
pologrupy.

Je zndme (pozri [3]). Ak H, T st podgrupy grupy &, potom

(a) Hx € In(H, §) a Hr = pF® = n(x) pre kazdé x € G.

(b) 2T € Im(@, T) a 2T = Fi = (x)r pre kazdé x € G.

(¢) HeT € I,(H, T) a HxT = yFy = u(x)r pre kazdé x € Q.

Veta 1,8. Nech H je podgupa grupy G, potom G = S(H, 0).
Dokaz. Necha = ab,kdeac G,be Gax e H, potom b = x-1qg, kde »— € H.
Z toho podla lemy 1,2 dostaneme G = S(H, 0).
Nech pre kazdé i€l je G; grupa, potom G = [ ] G: nazyvame tplnym
el
dircktnym sGéinom grup G4 (pozri napr. [9]). Je zrejmé, Ze @ je grupa.
Veta 1,9. Nech H;, T st podgrupy grupy Gi pre kafdé i€l a H = 1T He,

i€l
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T — 1—[ T;, G = 1—[ Gi. Nech N je podmnofina grupy G. N = ,Fy, vtedy a len
tel €l
vtedy, ak N =[] PulN) a Pi (N) = g Fr,, kde a € G a a; = a(i) pre kaZdé
el
tel.
Doékaz. I. Nech N =yzF7, polom N eln(H,T). Z toho podla vety 1,6
dostaneme N = [ | Pi(N), kde Pi(N) € In(H;, T;) pre kaidé i e I. To zna-

el
mend, ze Pi(N) = , Fr., a; = a(¢) pre kazdé i e I.

II. Nech N = HP;(N) a Py(N)=yFp, aieG; pre kaidé iel. To
34
znamend, ze a; € Py(N) € I,(H;, T;) pre kazdé ¢ € I. Z toho podla vety 1,6
dostaneme, ze N € [,,(H, T'). Nech « je prvok z ¢ taky, Ze a; = (i) pre kazdé
t € I. To znamend, ze « € N. Z toho vyplyva, ze N = 4F7.

Veta 1,10. Nech H, T' si, podgrupy grupy G = l_[ Gi. Nech N je podmnoZina
wel
grupy G. Ak N = gFy, potom Py(N) = p,)Fp 1y, kde a; = a(t) pre kazdé ¢ € I
aaxel. : ‘

Dolkaz. Nech N = ,F7 t.j. N e In(H, T). Z toho podla vety 1,5 dostane-
me P;(N) € In(Pi(H), Pi(T)) a a; = «(t) € Py(N) pre kazdé 7 € I. To znamend,
ze Pi(N) = puFpr) @ @i = «(i) pre kazdé i e 1.

Poznidmka. V pologrupe S, ktord nie je grupou, vety 1,9 a veta 1,10 ne-
musia platit (pozri priklad 1,1).

Nech S je uplne jednoduchéd pologrupa bez nuly. To v naSej terminoldgii
znamena, ze S je s s-jednoduchd pologrupa a obsahuje aspon jeden minimélny
(S, 9)-ideal a aspon jeden minimélny (0, S)-ideél (pozri [3]).

Veta 1,11. Nech pologrupa S; obsahuje asopti dva proky pre kaZdé i € I: Polo-
grupa S = 1_[ Si je uplne jednoduchd bez nuly vtedy a len vtedy, ak pologrupa

34
S; je uplne jednoduchd pologrupa bez nuly pre kaZdé i € 1.
Dokaz. S =[] 8i je s.5s-jednoduchd bez nuly vtedy a len vtedy, ak S;
1€l
pre kazdé i € [ je s s-jednoduchd bez nuly (pozri [5]).

Nech pologrupa S obsahuje aspon jeden minimdalny (S, @)-idedl L a aspoi
jeden minimalny (@, S)-idedl R. Potom podla vety 1,5 je Pi(L) [P:(R)] je mi-
nimélny (S, 0)[(9, Si)]-ideal v pologrupe S;.

Nech 8; obsahuje aspoii jeden minimalny (S;, @) [(@, Si)]-idedl L;[R¢].
Z toho podla vety 1,6 dostaneme, Ze '

[TLieIuS, 9 a]]Ricly@,8).
i€l €l

Veta 1,12. Nech S; je tplne jednoduchd pologrupa bez nuly a S; obsahuje
aspoit dva prvky pre kafdé 1 € I. Nech podpologrupa H; pologrupy Si obsahuje
vdetky indenpotenty pologrupy Si a Hi je g9 y-jednoduchd pololgrupa pre kas-
dé iel.

[
=]
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Dokaz. I. Nech § = &(H, T'). Nech z; je Iubovolny prvek z S;. Potom
existuje aspon jeden prvok &e 8 taky, ze £(1) = ;. Pretoze S = G(H, T),
potom existuje N € In(H, T') taky, ze & € N. Z toho podla vety 1,5 dostaneme
Xy = 5(’&) EPi(N) a Pt(ZV) € Im(Ht , Ti).

II. Nech S; = S(H;, T) pre kazdé i€ I. Nech & je lubovolny prvok z S
a &(1) = x; pre kaidé 7 e 1. Pretoze S; = S(H;, T:), potom existuje prvok
N;i € In(Hg, T;) taky, Ze x; € Ny pre kazdé ¢ € I. Podla vety 1,6 N = n Nie

iel
€ In(H, T). Z predchadzajiceho vyplyva, ze £ € N.

Lema 1,2. Nech S je pologrupa bez nuly a nech H je jej podpologrupa. S =
= G(H, 0) vtedy a len vtedy, ak z kazdej rovnosti a = xb, kdea e S,be Saxe H
vyplyjva b = ya, kde y je vhodny prvok z H.

Dokaz, I. Nech S =G(H, ) a nech ae S, belS, b + a, potom g(a)e
€ln(H, D), ()€ In(H, D). Dalej bud n(a) N u(d) =0, alebo u(a) = u(b).
V prvom pripade nemdZe platit @ = b pre Ziadne x e H. V pripade py(a) =
= p(b) je @ = xb a b = ya, kde x a y st vhodné prvky z H.

I1. Predpokladajme, Ze z kazdej rovnosti @ = xb, kde a € S, beS a v e H
vyplyva ya = b, kde y je vhodny prvok z H. Nech a je Iubovolny prvok z §
a nech g(a) ¢ I,(H, ). Potom existuje prvok L e I\H, 9) taky, ze L < u(a).
NechbeLab # a, potom g(b) < L $ u(a). Pretoie b € y(a) a b + a, potom
plati b = za, kde x € H. Podla predpokladu z poslednej rovnosti a = yb, kde
yeH t. j. ae Hb. Potom ac u(a) =byu Hb. Z toho vyplyva Ha < Hbu
U H2b < Hb. Pretoze a € Hb, potom u(a) <= m(b). To je spor s tym, zZe m(b) <
< ula). Z toho vyplyva, %e uy(a) € In(H, 9).

Désledok. Nech S je pologrupa bez nuly. S = &S(S, ) vtedy a len vtedy,
ak z kaZdej rovnosti a = xb, kde a€ S, be S, x € 8 vypljva b = ya, kde y je
vhodny prvok z S (pozri [8]).

Niektoré aplikdcie doterajsich vysledkov na grupy a tplne jednoduché
pologrupy.

Je zndme (pozri [3]). Ak H, T st podgrupy grupy G, potom

(a) Hxe In(H, ) a Hx = gF* = u(x) pre kazdé z € G.

(b) 2T € In(D, T') & 2T = Fj, = (x)r pre kazdé x € G.

(¢) HxT € In(H, T) a HxT = zF7 = u(x)r pre kazdé z € G.

Veta 1,8. Nech H je podgupa grupy G, potom G = S(H, 0).

Doékaz. Necha = zb,kdeae G,be Gaxe H, potom b = z-la, kde »— ¢ H.
Z toho podla lemy 1,2 dostaneme G = G(H, ).

Nech pre kazdé i€l je Gi grupa, potom @ = [] Gy nazyvame uplnym
direktnym sGéinom grup G (pozri napr. [9]). Je zrejniél, ze G je grupa.

Veta 1,9. Nech Hi, Ty st podgrupy grupy Gy pre katdé icl a H = 1_[ H;,

1€l
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T =]]Ti,@=1]]Gi. Nech N je podmnoZina grupy G. N = gF% vtedy a len
el i€l . o,
vtedy, ak N = || PulN) a Py (N) = g Fg,, kde a €G a a; = a(2) pre kazdé
i€l
tel.
Dokaz. I. Nech N =,F%, potom N € ln(H,T). Z toho podla vety 1,6
dostaneme N = [ [ Pi(N), kde Pi(N) € I(Hi, Ti) pre kazdé i€ l. To zna-

1€l
mend, ze Pi(N) = 5 F7, a; = (i) pre kazdé i € I.
II. Nech N =[] Pi(N) a Py(N) =z F%, areG; pre kazdé iel. To

(5
znamend, ze a; € Py(N) € In(H;, Ts) pre kazdé i € I. Z toho podla vety 1,6
dostaneme, zZe N € In(H, T'). Nech « je prvok z G taky, %e a; = «(¢) pre kazdé
t € I. To znamend, ze « € N. Z toho vyplyva, ze N = ,F5.

Veta 1,10. Nech H, T' st podgrupy grupy G = [ Gi. Nech N je podmnofina
’ el
grupy G. Ak N = gFy, potom Py(N) = p, ) F3, 1), kde a; = a(7) pre kazdé i € I
aae(. : '

Doékaz. Nech N = pFr t.j. N e In(H, T). Z toho podla vety 1,5 dostane-
me Pi(N) € In(Pi(H), Pi(T)) a a; = (i) € P;(N) pre kazdé ¢ € I. To znamen4,
ze Pi(N) = pnFpr) @ @i = (i) pre kazdé i € 1.

Poznédmka. V pologrupe S, ktord nie je grupou, vety 1,9 a veta 1,10 ne-
musia platit (pozri priklad 1,1).

Nech S je tuplne jednoduchd pologrupa bez nuly. To v naSej terminoldgii
znamend, ze S je s.# s-jednoduchd pologrupa a obsahuje aspoii jeden minimélny
(8, 9)-ideal a aspon jeden minimélny (@, S)-idedl (pozri [3]).

Veta 1,11. Nech pologrupa S; obsahuje asopti dva proky pre kaZdé i € I: Polo-
grupa S =[] Si je dplne jednoduchd bez nuly viedy a len viedy, ak pologrupa

€l

S; je iplne jednoduchd pologrupa bez nuly pre kaZdé i € 1.
Dékaz. S =[] 8 je s.fs-jednoduchi bez nuly vtedy a len vtedy, ak S;
iel
pre kazdé i € I je s s-jednoduché bez nuly (pozri [5]).

Nech pologrupa S obsahuje aspon jeden minimélny (S, 0)-idedl L a aspon
jeden minimélny (@, S)-idedl R. Potom podla vety 1,5 je Pi(L) [P;(R)] je mi-
nimélny (S, 0)[(9, Si)]-ideal v pologrupe S;.

Nech S; obsahuje aspoti jeden minimélny (S:, @) [(0, Si)]-idedl L;[R:].
Z toho podla vety 1,6 dostaneme, Ze ‘
[TLi€In(S, 9)a ] RieIn®, S)

el el

Veta 1,12. Nech S; je dplne jednoduchd pologrupa bez nuly a S; obsahuje
asport dva proky pre kaZdé i € I. Nech podpologrupa H; pologrupy S; obsahuje
vietky indenpotenty pologrupy Si a H; je g5 y-jednoduchd pololgrupa pre ka-
dé iel.

o
o
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Potom S =uU{Ht: (eS8} =U{¢H: eS8} =U{HEtH :(€8}, kde H =

:nHi,S:HS’i.

i€l el

Doékaz. Podla vety 1,11 je S tplne jednoduché pologrupa bez nuly a podla
vety 1,2 podpologrupa H pologrupy S je mFn-jednoduché pologrupa. Je
zrejmé, ze H = [ | Hi obsahuje vietky idenpotenty z S. Z predchddzajiceho

el
podla vety 5.9 z [3] dostaneme tvrdenie tejto vety.

Veta 1,13. Nech pologrupa S; obsahuje aspo#, dva prvky pre kaZdé iel.

Nech pologrupa S = | | Si je uplne jednoduchd pologrupa bez nuly. Nech pod-
i€l

pologrupa H a pologrupy S obsahuje vietky idenpotenty pologrupy S a H je

nf u-jednoduchd pologrupa bez nuly. Potom 8; = U{Pi(H)x;:xi€Si} =

= U{xiPi(H) : 2: € 8i} = U{Pi(H)x:iPi(H) : 2; € Si} pre kazdé ¢ € 1.

Dékaz. Podla vety 1,11 pologrupa S; je uplne jednoduché pologrupa bez
nuly pre kazdé 7 € I. Pretoze H je y.#p-jednoduchd pologrupa, potom pre
kazdé & e H je

H = HeH < ([T PAEDKL] PitD) = TT PuH)eePilH), kde i = &),

el i€ el
tel. To znamend, ze Py(H) < Py(H)x;Pi(H) pre kazdé ¢ € I. Pretoze P;(H)
je podpologrupa pologrupy S; a x; € Pi(H), potom Pi(H)x:P;(H) < Pi(H).
Z predchddzajiceho vyplyva, Ze Pi(H) = P;(H)x;Pi(H) pre kazdé x; e H;
a kazdé tel. Teda Pi(H) je pmpmy-jednoduchd pologrupa v S; pre
kazdé i € I. Pretoze H < [ | Pi'H), potom P;(H) obsahuje vietky idenpotenty

€l

pologrupy 8;, ¢ € I. Z predchddzajiceho podla vety 5,6 z [3] dostaneme tvrde-
nie tejto vety.

2

Lavy [pravy, obojstranny] ideal L[R, N] pologrupy S je uplny, ak SL =
= L[RS = R, SN = NS = N] (pozri [2]).

Definicia 2,1. Nech H, T siu podpologrupy pologrupy S. Hovorime, Ze
(H, T)-idedl N pologrupy S je uplny (H, T)-idedl v S, ak HN = NT = N.

V [2] je dokdzand veta: Kazdy (S, 0)-idedl v S je uplny (8, )-idedl v S
vtedy a len vtedy, ak § = Rg(0,1), kde Rg(0,1) znadi triedu reguldrnosti v S
t. j. mnozinu vsetkych prvkov a € § pre ktoré existuje prvek z € 8 taky, Ze
a = xa (x je funkciou prvku a). Podobne definujeme Rgs(1,0) (pozri [6]).
Na priklade ukdzeme, Ze podmienka § = Rg(0,1) nie je postatujtca, aby kazdy
(H, 0)-idedl pologrupy S bol tplny (H, 0)-idedl v S.
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Priklad 2,1. Nech § = {a, b, ¢, d}. Ndsobenie v S je dané multiplikativnou
tabulkou
I d

Zrejme S = Rs(0,1). Nech H = {a, b}, potom N = {a, d} je (H, 0)-idedl v S
a nie je uplny (H, §)-idedl v S. Plati vSak nasledujiica

&S O R

RS R | |R
SRS RS RS
o o 8l
R !/ &

b

Veta 2,1. KaZdy (H, )-idedl pologrupy S je uplny (H, 0)-idedl v S vtedy
a len vtedy, ak podpologrupa H obsahuje lavi, jednotku kaZdého prvku a € S.

Doékaz. I. Nech podpologrupa H pologrupy S obsahuje lavi jednotku
kazdého prvku pologrupy S a anech L e I(H, 9). Potom L < HL. Pretoze
L je (H, 0)-ideal v S, potom HL < L. Teda L = HL.

II. Nech kazdy (H, 0)-ideal v S je Gplny (H, 9)-idedl. Nech a je Tubovolny
prvok z S, potom H(e U Ha) =a U Ha, t. j. Hou H2a = a U Ha. Z toho
vyplyva Ha = a U Ha. To znameni, Ze a € Ha t. j. ku kazdému prvku a € S
existuje prvok x, € H taky, Ze a = xqa.

Désledok 2,1. Ak pologrupa H obsahuje lavit jednotku pologrupy S, potom
kaZdy (H, 0)-idedl v S je dplny (H, 9)-idedl v S.

V [2] je dokdzand veta:

S = Rs(0,1) = Rs(1,0) vtedy a len vtedy, ak kazdy (S, 8) [(@, S), (S, 8)]-
-ideal v S je aplny (S, 0) [(D, S), (S, §)]-idedl v S. )

Na priklade ukdzeme, ze podmienka S = Rg(0.1) = Rs(1,0) nie je postacu-
jicou podmienkou aby kazdy (H, T')-ideal v S bol uplny (H, T')-idedl v 8.

Nech S je pologrupa z prikladu 2,1. Je zrejmé, ze S = Rgs(0,1) = Rgs(1,0).
Nech H = {a, b} a T = {c}.

1) Mnozina L = {a, d} je (H, 0)-idedl v S a nie je uplny (H, @)-idedl v S.
2) Mnozina R = {a, b} je (0, T')-idedl v S a nie je uplny (0, T')-idedl v S.
3) Mnozina N = {a, ¢} je (H, T)-idedl v S a nie je uplny (H, T')-idedl v S.

Plati viak nasledujtca

Veta 2,2. Podpologrupa H[T'] obsahuje lavi [pravit] jednotkw kaZdého prvku
pologrupy S vtedy a len vtedy, ak kaidy (H, T )-idedl v pologrupe S je dplny
(H, T)-idedl v S.

Désledok 2,2. Ak kaZdy (H, 9)-idedl pologrupy S je uplny, potom S = HS.
Na priklade ukazZeme, Ze obratené tvrdenie neplati.

207



Priklad 2,2. Nech pologrupa S = {a, b, ¢, d}. Nésobenie v S je dané multi-
plikativnou tabulkou:

la b ¢ d
ala a a a
bla a a b
cla a a a
dla a c d
Nech H = {a, b, d}, potom HS = §. Mnozina {a, b} je (H, f)-idedl v S a nie

je uplny (H, 0)-ide4l.
Veta 2,3. Nech L; pre kaédé iel je dplné (H;, 0)-idedl v pologrupe S;
o H=T]Hi,S=1]]8i. Potom L = || L je iplny (H, 9)-idedl v S.

€l el 131
Doékaz. Nech L; pre kazdé 7 € I je Gplny (H;, 0)-idedl v S;, potom H;L; =
= L; pre kazdé iel. Z toho vyplyva ([[Hi)([[ L) =]] HiLi =] L.
€l 1€l

el el
To znamend, 7e | | L; je uplny (H, @)-idedl v S.
el -
Veta 2,4. Nech L je uplny (H, 0)-idedl v pologrupe S = 1_[ Si. Potom
i€l
(1) Pi(L) je uplny (Pi(H), 0)-idedl v pologrupe S;.
(2) [T Pi(L) je tiplng (] [ Ps(H), 9)-idedl v S.
el 1€l

Dokaz. (1) Nech L je uplny (H, 0)-idedl v pologrupe S. Potom Pi(L) je
(Pi(H), 0)-ideal v S; podla vety 1,4. Nech a; je Iubovolny prvok z Pi(L).
Potom existuje prvok « € L taky, %e (i) = a;. Pretoze L je Gplny (H, 0)-idedl
v 8, potom existuju prvky ne H a A€ L také, ze nA = «. Z toho pre kazdé
t €I dostaneme 7(2)A(2) = «(z), kde «(2) = ai, n(t) = hi€ Pi(H) a AQr) =
= l; € Pi(L). Teda a; = hil;. Z toho vyplyva tvrdenie (1).

(2) Tvrdenie (2) vyplyva z (1) a vety 2,3.

Poznémka. Na priklade ukdzeme, ked L je tplny (H, @)-idedl v.S = [ [ S,

el

potom nemusi platit L = [ | Py(L). Pozri priklad 1,1, b).

el
Veta 2,5. Nech H; pre ka%dé i € 1 je podpologrupa pologrupy S;a H = [ | Hi,

el

S =] 8i. KaZdy (H,®)-idedl pologrupy S je iplny (H, 9)-idedl v S vtedy a len

el

vtedy, ked kady (Hi, 0)-idedl v pologrupe S; je dplnyg (H;, 0)-idedl.

Dokaz. I. Nech kazdy (H, 0)-idedl v S je tuplny (H, 0)-idedl. Nech a; je
Tubovolny prvok z S; . Podla vety 2,1 podpologrupa H obsahuje Tavi jednotku
kazdého prvku pologrupy 8. Potom existuje prvok « € S taky, Ze a(i) = a:.
To znamend, Ze existuje prvok & e H taky, Ze fx = «. Teda &(¢)a(z) = a(s),
kde £(:) = x; € H;. Z toho vyplyva, Ze xia; = a;. Z toho podla vety 2,1 dosta-
neme, ze kazdy (H;, 0)-idedl v S; je uplny.

II. Nech kazdy (Hi, §)-idedl pologrupy S:; je tplny (Hy, @)-idedl. Nech o
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je Tubovolny prvok z S a «ft) = a; pre kazdé i € I. Pretoze kazdy (H;, 9)-
-idedl v S; je uplny (H;, 0)-idedl. To podla vety 2,1 znamend, Ze existuje
prvok x; € H; taky, Ze xya; = a; pre kazdé ¢ e l. Nech £(¢) = x; pre kazdé
1e€l, potom £€H a fou = a. Z toho podla vety 2,1 dostaneme, ze kazdy
(H, 0)-idedl v S je uplny (H, 0)-ideal.

Definicia 2,2. Nech S je pologrupa, H, T(H + 0, T + 0) jej podpologrupy.
Prvok Ael(H,T), A + S nazyvame mazximdlnym (H,T)-idedlom, ked ne-
existuje vlastnd podmnofina A’ v S (A" + S) takd, e A S A" a A’ € I(H, T).

Lema 2,1. Nech S je pologrupa a H, T jej podpologrupy. Nech N je maxi-
malny (H, T)-idedl v S taky, 2¢ A = S\ N obsahuje aspori dva prvky. Potom
plati:

Ak HS € N a ST € N, potom A = pF; < HaT pre kaidyj prvok ac A.

Dokaz. I. Nech HS € N a ST ¢ N. Pretoze HS £ N, potom existuje
prvok x € S taky, ze Hx &€ N. To znamend, ze (Hx) N A + 0. Najprv ukdze-
me, ze (¢T) N A + ). Predpokladajme opak t. j. 27" < N. Potom § = Ny
Una@r=Nuazu Hx. Kedze ST ¢ N, potom existuje prvok ye A,
y + x taky, ze yT' € N. Z predchddzajiceho vyplyva y e Hx. Teda yT <
c HxT = N. To je spor s tym, ze 4T ¢ N. Podobne dokdzeme, ze z 2T ¢ N
vyplyva Hx & N. Z predchadzajiceho vyplyva, ze (T) N A + (@ prive vte-
dy, ak (Hx) " 4 + 0.

Teraz dokazeme, ze z HS € N a ST £ N vyplyva HST ¢ N. Predpokla-
dajme opak t. j. HST < N. Nech a je lubovolny prvok z 4, potom 8§ = N u
U u(a)r = Nua U Hau aT. Pretoze A obsahuje asponn dva prvky, potom
Hayu ol € N. To znamend, ze bud (Ha) N A + 0, alebo (aT) N 4.+ 0.
Nech napr. (Ha) " A + 0, potom (aT) N A + . Nech acd a bed\ {a},
potom b€ Ha U aT. Nech napr. b € aT, potom Hb < HaT < N. Z predcha-
dzajiceho dostaneme b7 < N. To znamend, Ze pre kazdé be A \ {a} je
Hbc N abT < N.Teda N C NU {b} + 8. To je spor s tym, Ze N je ma-
ximalny (H, T')-idedl v S.

II. Nech M = {x:2 €8, HxT < N}. Ukazeme, ze M je (H, T)-idedl v 8.
Nech & je Iubovolny prvok z H a a Iubovolny z M, potom H(hx)T < H22T <
< HxT < N. To znamend, ze HM < M. Podobne dokdzeme, ze MT < M.
Kedze HST &£ N, potom M =+ S.Z toho a predpokladu vyplyva M = N. To
znamend, ze pre kazdé a € 4 je HaT & N. Mnozina N U HaT je (H, T')-idedl
v S. Teda S = N u HaT pre kazdé a € 4. Z toho vyplyva A < HaT pre kazdé
acA.

Z 1., I1. a podla vety 6 z [10] dostaneme tvrdenie lemy 2,1 (pre pripad H =
=T je lema 2,1 dokazana v [1]).

Veta 2,6. Nech H;, T; sit podpologrupy pologrupy S; pre kaZdé iel ¢ 8 =

=[[8 H=]]H:, T=T]T:.

el €l el
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(a) Nech Ni je maximdlny (H;, Ty)-idedl v Sy taky, Ze HiS; & N; a SiTi $ Ny
a S; \ N; obsahuje aspoti dva prvky pre kaZdé i € I. Nech My = Ni pre t =)
a My = 8Sipret % j(tel, jel). Potom

N = U {n 11[1']},

jeI el
je maximdlny (H, T)-idedl v S.

(b) Nech N je maximdlny (H,T)-idedl v S, taky, f¢ HS ¢ N a ST £ N
a 4 = S8\ N obsahuje aspoii dva proky. Potom N sa da pisal v tvare

N = U {1—[ My},
jel el
kde pre kazdé i eI, j éIje My = Ny pre i = ja My = S;i pre ¢ + j. Mnozina
N; je bud prazdna mnozina a v tom pripade S; je y.#;-jednoduchd, alebo
N; je maximélny (H;, T;)-idedl v S; (7 € I).

Dokaz (a). Nech N; je maximélny (H;, T:)-idedl v S; taky, ze HiS; £ N;
a SiT: £ Ny a S; \ N; obsahuje asponi dva prvky pre kazdé iel. Nech
Myy=DNiprei=ja My=2_8; pre ¢t +j (te€l, jelI). Potom zrejme N =
= U {I] M} je (H,T)idedl v S a podla lemy 2,1 S\ Ni= zFp <

jel el
c }IiaiTi , @i € 8; \ Ni, pre kazdé 7 € I. Z toho vzhladom na vetu 1,1 dosta-
neme
S\NN =8\ (U] Mo} =[] ul7 = uFr,
jeI el €l

kde « € S a a(i) = a; pre kazdé i € I. Z predchidzajiceho podla vety 6 z [10]
dostaneme tvrdenie (a) vety 2,6.

(b) Nech N je maximélny (H, T')-idedl v S taky, ze HS ¢ N, ST ¢ N
a A = S8\ N obsahuje aspon dva prvky. Potom podla lemy 2,1 4 = ,F7 <
< HoT pre kazdé « € A. Z toho podla vety 1,1 dostaneme N = S\ (S \ N) =
=\ 4 = ([0 \ a7 = ] 80\ ([[uF) = U {[] Mo, kde My =

iel iel jeI el

=Ni =8 \gl7 pre i =j a My =28 pre i +j, ai = a(t) (¢e€l, jeI).
Ak N; =90, potom S; = ,F%. To znamend, Ze S; je p.7p-jednoducha.
Ak N; + 0, potom ukdzeme, %e N; je maximélny (H;, Ts)-idedl v S;. Najprv
ukazeme, ze N; je (Hy, T;)-idedl v S;. Predpokladajme opak. To znamena, Ze
existuje aspon jeden prvok h;[x:] z H;[N;], alebo aspon jeden prvok #;[y:]
z Ti[Ni] taky, ze bud hax; €z Fy, alebo witi € Fy. Nech napr. M e
€ yF'r,- Z toho podla vety 1,1 a poznidmky 1,1 dostaneme a; € Hi(hix:i)T: <
< HiayT;. To znamena, %e a; € Hyx,T; . Dalej z toho, ze a; € Hia;T; pre i = j
aaj€ HyayTyprekaidéjel,j + i vyplyva a e[ [ (HimiTe) = ([ [ H)w( ] T,

el el

el
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kde u(i) = x; € N; a pre kazdé j =+ ¢ je u(j) = a;. To znamend y € N. Z pred-
chiadzajticeho vyplyva, ze « € N. To je spor s tym, Ze « € A. Pretoze S \ N; =
=y Fr a Nyel(H;,T;), potom podla vety 6 z [10] je N; maximdlny
{Hi, Hi)-ldeé;] v Si.

Poznadmka. Ak pologrupa S obsahuje prave jeden maximdaly (H, T')-ideédl
N taky, ze kazdy iny (H, T')-idedl + S je podmnozinou N, potom ho budeme
oznacovat N* = .

Z vety 2,6 a vety 8 z [10] vyplyva:

Ak su splnené predpoklady vety 2,6 a v pripade

(a) je naviac N; = N pre kazdé i € I. Potom N = N*.
(b) je naviac N = N*. Potom

N = JA]] M},

jeI el
kde My = N; pre 1 =j a My = S; pre @« + j (¢€l, jelI). Mnozina N; je
bud prazdna mnozina a v tomto pripade S; je .7, -jednoduchd, alebo N;
je maximélny (H;, T:)-idedl v S; a N; = N;.
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ON (H. T)-IDEALS OF DIRECT PRODUCT OF SEMIGROUPS
Imrich Abrhan

Summary

Let S be a semigroup and let H, T' be subsemigroups of S.

Let IH, T)={N:N< 8, N+ 0, HN < N, NT < N}. The elements N e I(H, T)
will be called (H, T')-ideals of S.

A semigroup S is called g #r-simple if I(H, T') = {S}.

An element N € I(H, T') is a minimal (H, T')-ideal of S if there is no N’ e I(H, T') such
that N’ E N. The set of all minimal (H, T')-ideals of S will be denoted by I.(H, T).

An element N € I(H, T) is called a complete (H, T')-ideal of S8 if HN = NT = N.

An element N € I(H, T') and N #% 8 is called a maximal (H, T')-ideal of S if there is
no N’e I(H, T) such that N N’ € §.

Let {S:}, € I (card I > 1) be an arbitrary system of semigroups. Denote by S the set
of all functions &, defined on I such that &(z) € S;. Introduce in S a multiplication in this

way: If «, B € S are arbitrary elements of S, then the product y = «ff is given by p(¢) =
= a(¢)p(s) (for every ¢ € I). The set S with this multiplication is a semigroup, which is
called a direct product of semigroups {S;}, 7 € I, and is denoted by S =[] S:.

i€l
The main results are the following theorems:

Theorem 1,2. Let H;, T'; be for every i € I subsemigroups of S and let H =] H;, T =

= H T:, 8 = H Si. The slmigroup S is g I p-simple if and only if S; is uif;i{shnplefor
eve;;li el. !
Theorem 1,6. Let H;, T'; be for every i € I subsemigroups of S and H = H H;,, T =
= .l_gTi, S = 1—}[81‘. Let N < Sand N + 0. Then N € In(H, T) if and only 'if13\[7 = q N;,
€. i€ €.

where Ni€ In(H;, T;) for every i€ I.
Theorem 2,5. Let H;, Ty be subsemigroups of S; for every iel and H=[[H;, T =
el
=TIT:, S =11 Si. Every (H, T)-ideal of the semigroup S is a complete (H, T')-ideal of

el el
S if and only if every (H;, T )ideal of S; (i € I) is a complete (H;, T:)-ideal of S; (i€I).

Theorem 2,6. Let H;, T be subsemigroups of S; for every i€l and let S =TI 8,

iel
H=T1IH:,T=TIIT..
el el

(a) Let N; be a minimal (H;, T':)-ideal of S; such that HiS < N;, ST: € N; and card
Ai > 1, where A; = S;\ Ny for every ieI. Let My; = N; for ¢ =j and let My =S;
for i £ j (i, j€I). Then

N = U {I1 My},
jer el

is a maximal (H, T')-ideal of S.
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(b) Let N be a maximal (H, T)-ideal of S such that HS € N, ST ¢ N and card 4 > 1,
where A = 8\ N. Then

N = U {H-R/IU}’

jel el
where Mi; = Ny for ¢ = j and Mi; = Si for ¢ & j (i,j€I). The set N; is either the empty
set, in which case S; is y; P ri-simple, or N; is a maximal (Hy, T';)-ideal of Si (1€ 1).
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