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Matematický časopis 21 (1971), No. 3 

0 (#, T)-IDEÁLOCH DIREKTNÉHO SÚCINU POLOGRUP 

IMRICH ABRHAN, Bratislava 

Obsahom článku je vyšetrovanie niektorých vlastností (H, T)-ideálov 
direktného súčinu pologrup. Zovšeobecňujú sa tým niektoré výsledky práč 
[2], [5] a [7J. 

V následujúcom S je pologrupa a H, T jej podpologrupy z ktorých aspoň 
jedna je neprázdná množina (prázdnu množinu považujeme za podpologrupu). 

Nech A, B sú podmnožiny pologrupy S. Definujeme (pozři [3]): 

Ak A 4= 0, B #= 0, ptom AB = {ob : a e A, b e B). 
Ak ^ = 0, potom AB = B. Ak B = 0, potom AB = A. 

R. H r m o v á v práci [3] zovšeobecňuje JMdeaál v S (pozři [4], napr. [1]) 
následovně. 

Nech Bx c S, B2 <=. .5. Nech I{Bl9 B2) = {A : A c 5, £i-4 c 4 , 4.B2 c 4 } . 
Prvok 4̂ G 7(J5i, Z?2) nazýváme (Bi, i?2)-ideálom v S. 

I(BU B2) = I(H, T), kde H = BXKJ B\KJ B\,...,T = B2U B\KJ B\..., 
(pozři [3]). 

Nech H, T sú podpologrupy pologrupy S. Prvok N eI(H, T) nazýváme 
minimálnym (H, T)-ideá\om v S, ak neexistuje podmnožina A7' v S taká, že 
N' f N a N' eI(H, T). Množinu všetkých minimálnych (H, T)-ideá\ov v S 
budeme označovat Im(H, T) (pozři [3]). 

Hlavným (H, T)-ideá\om v S vytvořeným prvkom a e S budeme nazývať 
(H, ÍF)-ideál tvaru a u Ha u aT u HaT a označovat H(CI)T (pozři [3]). V pří­
pade T = 0 miesto H(CL)0 budeme písať //(a). 

Nech pre aeS, beS je //(a)r = n(b)T • Potom budeme písať a, b e H^T 
a hovořit, že prvky a, 6 sú i/J^y-ekvivalentné (pozři [3]). 

Triedu prislúchajúcu k ekvivalencii H-/T na S budeme označovat HFT. 
Ak trieda HFT obsahuje prvok a eS, potom budeme písať HFT- V případe 
T = 0 miesto HF% budeme písať HF®. 

Podmnožinu S' pologrupy S budeme nazývať //./T-jednoduchou, ak ekvi-
valencia H^T vytvára na S' právě jednu triedu (pozři [3]). 

Pologrupa S je H^T~jednoduchá vtedy a len vtedy, ak neobsahuje (H, T)-
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-ideál rózny od S (pozři [3]). To znamená, že pologrupa S je HJT-jednoduchá 
vtedy a len vtedy, ak HF^, = S pre každé x e S. 

P o z n á m k a 1,1. Nech H,Tsú podpologrupy pologrupy S. Uvedieme niektoré 
vlastnosti tried prislúchajúcich k ekvivalencii HyT n a S. 
(a) HJT~jednoduchá podmnožina N pologrupy S je z I(H, T) vtedy a len 

vtedy, ak N e Im(H, T) (pozři [3]). 
(b) a e # a T vtedy a len vtedy, ak HF^ c i fo j 7 pre každý prvok x e HFT, 

kde ae S. 
Nech / je množina ktorá obsahuje aspoň dva prvky a nech {St}, i e I ]e 

lubovolný systém pologrup. Množinu všetkých funkcií f, definovaných na I 
tak, že £(i) G $* označme S a definujme na nej operáciu násobenia nasledujúcim 
spósobom: ak a, /? sú lubovolné prvky z $, potom ich súěin y = ocft definujeme 
tak, že položíme y(i) = oc(i)fl(i) pre každé i e l . Množina S s takto definovanou 
operáciou násobenia je pologrupou, ktorú budeme nazývat direktným súcinom 
(v obvyklom zmysle) pologrup Si, i e I a označovat S = Y\ &t• 

iel 

Ak pologrupa S obsahuje nulový prvok, potom v časti 1 budeme předpoklá­
dat, že žiadna z podpologrup H, T pologrupy S neobsahuje nulový prvok po­
logrupy S. 

Lema 1,1. Nech H, T sú podpologrupy pologrupy S. 
(a) N e I(H, T) je z Im(H, T) vtedy a len vtedy, ak N = HaT pre každé ae N, 
(b) HF% = HaT vtedy a len vtedy, ak HFa

T G Im(H, T). 
D o k a ž , (a) Nech N e mI(H, T), potom N = HaT pre každé a e N (pozři 

[31). 
Nech N e I(H, T) splňuje podmienku HaT = N. Predpokladajme, ze N ̂  

$Im(H, T). To znamená, že existuje N' eI(H, T) taký, že N' ^ N. Potom 
pre každé a' e N' platí Ha'T c Nf a súcasne Ha'T = N(a' e N' <= N). Z toho 
vyplývá, že N _= N'. To je spor s tým, že N' ^ N. 

(b) Tvrdenie (b) je zřejmé. 
Veta 1,1. Nech Hi, Ti pre každé i e I sú podpologrupy pologrupy Si a H = 

= I] Hi, T = n Ti, S = fj St. Potom platí: 
iel iel iel 

(a) HFT c HocT vtedy a len vtedy, ak HiF^t c Hia{Fi, kde oce S a at = 
= oc(i) pre každé iel, 

(b) HF% = f j HiF^, ak HF*T c HocT, kde oceS a at = oc(i) pre každé i e I. 
iel 

D ó k a z . (a) Tvrdenie (a) vyplývá z toho, že HFT c HocT vtedy a len 
vtedy, ak a e HocT = ( Q Hi)oc(fl T{) = f j {HÍOÍTÍ)9 kde at = a ( i ) pre každé 

iel iel iel 

i e l (pozři poznámku 1,1). 
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(b) Nech HFT c HxT, potom a e HaT. 
I. N e c h | j e 1'ubovolnýprvok z H F T a,oceHctT,potom z toho podlá poznám­

ky 1,1 a po úpravě dostaneme 

cn H)f (n ^) = (u HtHYi T^, n (H^To=n(#t««rt). 
iel iel i£/ iei íei iel 

kde ae- = a(i), xt = f(i) pre každé iel. To znamená, že â  eHiaiTi, x% e 
e HÍXÍTÍ = Hia{Ti pre každé i e I. Z toho dostaneme, že HÍ(

XÍ)TÍ
 = HXai)Ti 

*• J- xi G Bi^Ti P r e každé iel. Z toho vyplývá, že f e J~J H i i~^ . 
iel 

I I . Nech £ je 1'ubovoTný prvok z J~J ^ , 1 " ^ a a G HOCT, potom ai e HiaiTi 
ІЄІ 

a podlá poznámky 1,1 xt e HiaiTi = HiaiTi, kde ai = oc(i), x% = | ( i) pre 
každé i e I. To znamená, že 

~ 1 (HÍXÍTÍ) = r j (HiaiTi). 
ІЄІ ІЄІ 

Teda f e (JT Hť)í(TT T«) = ( " I I^Mll "•)» a a e # a T - Z t o h o vyP-ýva 
iel teZ iel iel 

H(Š)T = H(O)T a z poslednej rovnosti £ e HF%,. 
Na příklade ukážeme, že nemusí platiť Hi~J = J~[ HtF%t, ak Hi~J $ HocT, 

kde ocє S, oc(i) = ai, i є I. 
iєl 

P ř í k l a d 1. Nech S' = {a\, a2,a3,a±,a*>,a§, a7, a8}. Násobenie vS' je dané 
multiplikatívnou tabulkou: 

a\ a2 ctз a± aь 
a& a7 a8 

a\ a\ a2 a\ a2 aъ a
6 

aQ aь 

a2 a2 a\ a2 a\ ae aь a5 aв 
aз a3 a± aз a± a8 a7 a7 a8 

«4 a/\ aз a\ aз a7 a8 a8 a7 

aь ax a2 a2 a\ aь aß aь aQ 

aQ a2 a\ a\ a2 aв aъ aв a$ 
a7 

aą aз aз a^ a7 a8 a7 a8 

a8 aз a± a
4 

aз a8 a7 a8 a7 

Zrejme H\ = {a\, a2}, T\ = {a\, a2, a3, a4} sú podpologrupy pologrupy S', 

Potom HF%x = {au ^2}, HFa
T\ = {as, aA}, BF%\ = {a5, a6}, HF%x = {a7}. 

HF^ = {as}. 

Položme S\ = S2 = S'. Potom H = H\xH\,T = T\xT\ sú podpologrupy 
pologrupy S = S\xS2a, H(a3, a5)T = {(a\, a\), (a\, a2), (a2, a\), (a2, a2)}. Pre-
tože H (a 4 , ab)T * H(as, a 5 ) r , potom H i ~ ^ 5 > 4= (HFa

T\)X(HFa
T\). 

Veta 1,2. Nech Hi, Ti pre každé i e I sú podpologrupy pologrupy Si a H = 
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D ó k a z . I . Nech £ = Q(H, T). Nech XÍ je lubovolný prvok z £ , . Potom 
existuje aspoň jeden prvok | G £ taký, že | ( i) = x%. Pretože £ = Q(H, T), 
potom existuje N e Im(H, T) taký, že £ G iV. Z toho podlá vety 1,5 dostaneme 
XÍ = f(i) e P,(JV) a P,(AT) G /m(£T,, T,). 

I I . Nech St = Q(Hi, Ti) pre každé i e I. Nech f je lubovolný prvok z £ 
a £(i) = x, pre každé i e l . Pretože £, = Q(Hi, Ti), potom existuje prvok 
Ni G Im(Hi, Ti) taký, že XÍ G Nt pre každé i e 7. Podlá vety 1,6 JV == ~~J N* G 

iel 
G Im(H, T). Z predchádzajúceho vyplývá, že f G JV. 

Lema 1,2. iVecfe £ je pologrupa bez nuly a nech H je jej podpologrupa. S = 
= <5(H, 0) vtedy a len vtedy, ak z kazdej rovnosti a = xb, kde a e S,b e S a x G H 
vyplývá b = ya, kde y je vhodný prvok z H. 

D ó k a z , I. Nech £ = <Z(H, 0) a nech a G £, beS, b 4= a, potom #(a) G 
eIm(H,0), H(b)eIm(H,0). í)alej buď H(a) n #(6) = 0, alebo H(a) = H(b). 
V prvom případe nemóže platiť a = xb pre žiadne x e H. V případe #(a) = 
= H(b) je a = xb a 6 = i/a, kde a; a ?/ sú vhodné prvky z H. 

I I . Predpokladajme, že z každej rovnosti a = #&, kde a e S, b e S a x e H 
v y p l ý v a Va = &> kde y je vhodný prvok z Fř. Nech a je lubovolný prvok z £ 
a nech #(a) £ Im(H, 0). Potom existuje prvok .L G I(H, 0) taký, že i ^ #(«). 
Nech 6 G Z/ a b =f= a, potom #(6) ^ L ^ #(a). Pretože 6 G#(a) a 6 4= a, potom 
platí 6 = xa, kde x e H. Podlá předpokladu z posledněj rovnosti a = yb, kde 
i/ G -ff t . j . a G FI6. Potom a G #(a) = 6 u #&• Z toho vyplývá Fřa c Hb\j 
U -ff26 c #&. Pretože a e Hb, potom #(a) c #(&). To je spor s tým, že #(6) ^ 
51 #(a). Z toho vyplývá, že #(a) G Im(H, 0). 

Dósledok. iVec/& £ je pologrupa bez nuly. S = <5(S9 0) vtedy a len vtedy, 
ak z kazdej rovnosti a = xb, kde ae S, b e S, x e S vyplývá b = ya, kde y je 
vhodný prvok z S (pozři [8]). 

Niektoré aplikácie doterajších výsledkov na grupy a úplné jednoduché 
pologrupy. 

J e známe (pozři [3]). Ak H, T sú podgrupy grupy G, potom 

(a) Hx G Im(H, 0) a Hx = HFX = H(X) pre každé x e G. 
(b) xT G Im(0, T) a xT = Fx = (x)T pre každé xeG. 
(c) HxT G Im(H, T) a HxT = HFX = H(x)T pre každé xeG. 

Veta 1,8. Nech H je podgupa grupy G, potom G = Q(H, 0). 
D ó k a z . Nech a = xb, kde a G G,b e G &x e H, potom b = x~hi, kde x~] G H. 

Z toho podTa lemy 1,2 dostaneme G = Q(H, 0). 
Nech pre každé i e l je Gi grupa, potom G = J~J Gi nazýváme úplným 

iel 
direktným sáčinom grup Gi (pozři napr. [9]). J e zřejmé, že G je grupa. 

Veta 1,9. Nech H%, Ti sú podgrupy grupy Gi pre každé i e I a H = J~[ IIi, 
iel 
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T = J~J Ti, G = Y\ &i • Nech N je podmnožina grupy G. N = HFT vtedy a len 
iel iel 

vtedy, ak N = J~J Pi\N) a PÍ (N) = HtF^\, kde oceG a at = oc(i) pre každé 

i e l . 
D ó k a z . I. Nech N =HF*T, potom NeIm(H,T). Z toho podlá vety 1,6 

dostaneme N = f j Pi(N), kde PÍ(N) e Im{HÍ9-Tt) pre každé i e l . To zna-
iel 

mená, že Pi(N) = HiFTi, at = oc(i) pre každé i e l . 
I I . Nech N=Y\Pi(N) a Pt(N) = HiF^\, a{eGi pre každé i e l . To 

iel 

znamená, že ai e Pi(N) e Im(Hi, Ti) pre každé i e l . Z toho podlá vety 1,6 
dostaneme, že N e Im(H, T). Nech oc je prvok z G taký, že ai = oc(i) pre každé 
i e I. To znamená, že oc e N. Z toho vyplývá, že N = HFT. 

Veta 1,10. Nech H, T sú podgrupy grupy G = YJ Gt. Nech N je podmnožina 
iel 

grupy G. AkN = HFT, potom Pi(N) = Pi(H)Fpi(T), kde a< = oc(i) pre každé i e l 
a a e G. 

D ó k a z . Nech N = HF^ t . j . N e Im(H, T). Z toho podlá vety 1,5 dostane­
me Pi(N) e Im(Pi(H), Pi(T)) a a{ = oc(i) e Pi(N) pre každé i e l . To znamená, 
že Pi(N) = Pi(H)Fpi(T) a a* = oc(i) pre každé i e l . 

P o z n á m k a . V pologrupe S, ktorá nie je grupou, vety 1,9 a veta 1,10 ne-
musia platiť (pozři příklad 1,1). 

Nech S je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly. To v nasej terminologii 
znamená, že S je sJ^-jednoduchá pologrupa a obsahuje aspoň jeden minimálny 
(S, 0)-ideál a aspoň jeden minimálny (0, >S)-ideál (pozři [3]). 

Veta 1,11. Nech pologrupa Si obsahuje asopn dva prvky pre každé i e I: Polo­
grupa S = J~J Si je úplné jednoduchá bez nuly vtedy a len vtedy, ak pologrupa 

iel 
Si je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly pre každé i e I. 

D ó k a z . S = J~J Si je ^ ^ - j e d n o d u c h á bez nuly vtedy a len vtedy, ak Si 
iel 

pre každé i e l je s^/s-jednoduchá bez nuly (pozři [5]). 
Nech pologrupa S obsahuje aspoň jeden minimálny (S, 0)-ideál L a aspoň 

jeden minimálny (0, £)-ideál R. Potom podlá vety 1,5 je Pi(L) [Pi(iž)] je mi­
nimálny (Si, 0)[(0, >Sí)]-ideál v pologrupe Si. 

Nech Si obsahuje aspoň jeden minimálny (Si, 0) [(0, $í)]-ideál L* [!?<]. 
Z toho podlá vety 1,6 dostaneme, že 

•fl U e Im(S, O l a J I ^ e Im(0, S). 
iel iel 

Veta 1,12. Nech Si je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly a Si obsahuje 
aspoň dva prvky pre každé i e l . Nech podpologrupa Hi pologrupy Si obsahuje 
všetky indenpotenty pologrupy Si a Hi je HiJm-jednoduchá pololgrupa pre kaž­
dé i e l . 
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D ó k a z . I . Nech S = <Z(H, T). Nech x% je lubovolný prvok z S%. Potom 
existuje aspoň jeden prvok £eS taký, že £(i) = x%. Pretože S = Q(H, T), 
potom existuje N e Im(H, T) taký, že £ e N. Z toho podlá vety 1,5 dostaneme 
xt = f(ť) e Pi(N) a Pi(N) e Im(Hi, Ti). 

I I . Nech Si = G(Hi, Ti) pre každé i e L Nech £ je lubovolný prvok z S 
a £(i) = a* pre každé ieL Pretože Si = Q(Hi, Ti), potom existuje prvok 
Ni eIm(Hi, Ti) taký, že XÍ eNi pre každé i e l . Podlá vety 1,6 N = Y[ ^t e 

iel 

e Im(H, T). Z predchádzajúceho vyplývá, že f G JV. 

Lema 1,2. iVecfe £ je pologrupa bez nuly a nech H je jej podpologrupa. 8 = 
= &(H, 0) vtedy a len vtedy, ak z kazdej rovnosti a = xb, kde a e S,b e S a x e H 
vyplývá b = ya, kde y je vhodný prvok z H. 

D ó k a z , I . Nech 8 = Q>(H, 0) a nech aeS, beS, b 4= a, potom H(a) e 
eIm(H,0), H(b)eIm{H,0). Dalej buď H(a) n H(b) = 0, alebo H(a) = H(b). 
V prvom případe nemóže platiť a = xb pre žiadne xe H. V případe H(a) = 
= H(b) ]ea = xb a 6 = ya, kde x a y sú vhodné prvky z Fř. 

I I . Predpokladajme, že z každej rovnosti a = xb, kde aeS,beS&xeH 
vyplývá ya = b, kde y je vhodný prvok z H. Nech a je lubovolný prvok z # 
a nech H(a) $ Im(H, 0). Potom existuje prvok L e I\H, 0) taký, že L ^ H(a), 
Nech & G L a b =# a, potom H(b) -= ̂  * #(a). Pretože 6 G #(a) a 6 =)= a, potom 
platí b = xa, kde x e H. Podlá předpokladu z posledněj rovnosti a = yb, kde 
yeH t . j . aeHb. Potom a G ^ ( a ) = &U Hb. Z toho vyplývá i/a ^ Hb\j 
U -ff2& í= -ff&. Pretože a e Hb, potom #(a) c #(6). To je spor s tým, že H(b) f 
^ #(a). Z toho vyplývá, že H(a) e Im(H, 0). 

Dósledok. iVecfe # je pologrupa bez nuly. 8 = Q(S, 0) vtedy a len vtedy, 
ak z kazdej rovnosti a = xb, kde ae 8, b e 8, x e 8 vyplývá b = ya, kde y je 
vhodný prvok z S (pozři [8]). 

Niektoré aplikácie doterajších výsledkov na grupy a úplné jednoduché 
pologrupy. 

J e známe (pozři [3]). Ak H, T sú podgrupy grupy G, potom 

(a) Hx G Im(H, 0) a Hx = HFX = H(X) pre každé xeG. 
(b) xT G Im(0, T) s,xT = FX = (x)T pre každé x e G. 
(c) HxT G Im(H, T) a HxT = HFX = H(x)T pre každé xeG. 

Veta 1,8. Nech H je podgupa grupy G, potom G = do(H, 0). 
D ó k a z . Nech a = xb, kde a e G,b G G &X G H, potom b = x~la, kde r~l G H. 

Z toho podTa lemy 1,2 dostaneme G = (5(H, 0). 
Nech pre každé i e l je Gt grupa, potom G = ]~J ť?ť nazýváme úplným 

direktným súčinom grup ft (pozři napr. [9]). J e zřejmé, že G je grupa. 
Veta 1,9. Nech H{, Ti sú podgrupy grupy Gt pre každé i e l a H = \\Hi, 

iel 
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T = f j Ti, G = Yl &i • Nech N je podmnožina grupy G. N = HF% vtedy a len 
iel iel 

vtedy, ak N =Y[ Pi\N) a Pt (N) = HiF%t, kde oceG a at = oc(i) pre každé 
iel 

iel. 
D ó k a z . L Nech N =HF^, potom NeIm(H,T). Z toho podlá vety 1,6 

dostaneme JV = Y[Pi(N), kde Pi(N) e Im(Hi,Ti) pre každé i e l . To zna-
iel 

mená, že Pi(N) = HFTi, ai = oc(i) pre každé i e l . 
I I . Nech N = f[Pi(N) a Pt(N) = HtF$t, ateGi pre každé i e l . To 

iel 

znamená, že at e Pi(N) eIm(Hi, Tt) pre každé i e l . Z toho podlá vety 1,6 
dostaneme, že N e Im(H, T). Nech oc je prvok z G taký, že at = oc(i) pre každé 
i e I.To znamená, že oc e N. Z toho vyplývá, že JV = HFT. 

Veta 1,10. Nech H, T sú podgrupy grupy G = y[ Gt. Nech N je podmnožina 
iel 

grupy G. AkN = HFT, potom Pi(N) = Pi(H)F%m, kde at = oc(i) pre každé i e I 
a a e G. 

D ó k a z . Nech JV = HF^ t . j . JV e Im(H, T). Z toho podlá vety 1,5 dostane­
me Pi(N) e Im(Pi(H), Pi(T)) &ai = oc(i) e P{(N) pre každé i e l . To znamená, 
že Pi(JV) = Pi(H)Fpi(T) a ai = oc(i) pre každé i e l . 

P o z n á m k a . V pologrupe S, ktorá nie je grupou, vety 1,9 a veta 1,10 ne-
musia platit (pozři příklad 1,1). 

Nech S je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly. To v nasej terminologii 
znamená, že S je s-/;s-jednoduchá pologrupa a obsahuje aspoň jeden minimálny 
(S, 0)-ideál a aspoň jeden minimálny (0, $)-ideál (pozři [3]). 

Veta 1,11. Nech pologrupa Si obsahuje asopn dva prvky pre každé i e I: Polo­
grupa S = Y\ Si je úplné jednoduchá bez nuly vtedy a len vtedy, ak pologrupa 

iel 

Si je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly pre každé i e l . 
D ó k a z . S = Y\ Si je ^J^-jednoduchá bez nuly vtedy a len vtedy, ak Si 

iel 

pre každé i e I je s^s-jednoduchá bez nuly (pozři [5]). 
Nech pologrupa S obsahuje aspoň jeden minimálny (S, 0)-ideál L a aspoň 

jeden minimálny (0, #)-ideál R. Potom podlá vety 1,5 je Pi(L) [Pi(iž)] je mi­
nimálny (Si, 0)[(0, Si)]-ideá\ v pologrupe Si. 

Nech Si obsahuje aspoň jeden minimálny (Si, 0) [(0, #*)]-ideál LÍ[RÍ]. 
Z toho podlá vety 1,6 dostaneme, že 

H Li e Im(S, 0) a f j & e /m(0, S). 
iel iel 

Veta 1,12. Nech Si je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly a Si obsahuje 
aspoň dva prvky pre každé i e l . Nech podpologrupa Hi pologrupy Si obsahuje 
všetky indenpotenty pologrupy Si a Hi je HiJHi-jednoduchá pololgrupa pre kaž­
dé i e I. 
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Potom S = u{H£ : f e S} = u{£H : £ e S} = u{H£H : f e *S}, kde H = 

ie/ ie/ 

D ó k a z . Podlá vety 1,11 je S úplné jednoduchá pologrupa bez nuly a podlá 
vety 1,2 podpologrupa H pologrupy S je //..///-jednoduchá pologrupa. Je 
zřejmé, že H = J~J íř* obsahuje všetky idenpotenty z S. Z predchádzajúceho 

t e / 

podlá vety 5,9 z [3] dostaneme tvrdenie tejto vety. 

Veta 1,13. Nech pologrupa Si obsahuje aspoň dva prvky pre každé i e i . 
Nech pologrupa S = J"J Si je úplné jednoduchá pologrupa bez nuly. Nech pod-

iel 

pologrupa H a pologrupy S obsahuje všetky idenpotenty pologrupy S a H je 
H^H-jednoduchá pologrupa bez nuly. Potom Si = \U{PÍ(H)XÍ : XÍ e Si} = 
= KJ{XÍPÍ(H) : Xi G Si} = \J{PÍ(H)XÍPÍ(H) : xt e Si} pre každé i e l . 

D ó k a z . Podlá vety 1,11 pologrupa St je úplné jednoduchá pologrupa bez 
nuly pre každé i e l . Pretože H je //^//-jednoduchá pologrupa, potom pre 
každé | e H je 

H = HSH c ( f j Pi(H))HU P^H)) = I I pi(H)xiPi(H), kde xt = f(ť), 
ie/ ie/ ie/ 

Í G Í . TO znamená, že Pi(H) c PÍ(H)XÍPÍ(H) pre každé Í G F Pretože Pi(H) 
je podpologrupa pologrupy /S* a a* ePi(H), potom PÍ(H)XÍPÍ(H) C PÍ(H). 
Z predchádzajúceho vyplývá, že Pi(H) = PÍ(H)XÍPÍ(H) pre každé xt s H% 
a každé i G i . Teda Pi(H) je p. ( í ř )</p. ( í ř )-jednoduchá pologrupa v $* pre 
každé i G i . Pretože i ř c J~J P^H), potom Pi(H) obsahuje všetky idenpotenty 

iel 

pologrupy Si, iel.TA predchádzajúceho podlá vety 5,6 z [3] dostaneme tvrde­
nie tejto vety. 

Eavý [pravý, obojstranný] ideál L[R, N] pologrupy S je úplný, ak SL = 
= L[RS = R, SN = NS = N] (pozři [2]). 

Definícia 2,1. Nech H, T sú podpologrupy pologrupy S. Hovoříme, ze 
(H, T)-ideál N pologrupy S je úplný (H, Ty ideál v S, ak HN = NT = N. 

V [2] je dokázaná veta: Každý (S, 0)-ideál v S je úplný (S, 0)-ideál v S 
vtedy a len vtedy, ak S = i?;s(0,l), kde i?^(0,l) značí triedu regulárnosti v S 
t. j . množinu všetkých prvkov ae S pre ktoré existuje prvok x G S taký, že 
a = xa (x je funkciou prvku a). Podobné definujeme ič,s(l,0) (pozři [61). 
Na příklade ukážeme, že podmienka S = RS(0,1) nie je postačujúca, aby^ každý 
(H, 0)-ideál pologrupy S bol úplný (H, 0)-ideál v S. 
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P ř í k l a d 2,1. Nech AS = {a, b, c, d}. Násobenie v AS je dané multiplikatívnou 
tabulkou 

a Ъ c d 

a a Ъ d a 

Ъ a Ъ a a 

c a Ъ c d 

d a Ъ c d 

Zřejmé AS = iž,s(0,l). Nech H = {a, b}, potom N = {a, d} je (H, 0)-ideál v AS 
a nie je úplný (H, 0)-ideál v AS. Platí však nasledujúca 

Veta 2,1. Kazdy (H, 0)-ideál pologrupy S je úplný (H, $)-ideál v S vtedy 
a len vtedy, ak podpologrupa H obsahuje l'avú jednotku každého prvku a e S. 

D ó k a z . I. Nech podpologrupa H pologrupy AS obsahuje lavú jednotku 
každého prvku pologrupy AS a anech LeI(H, 0). Potom L ^ HL. Pretože 
L je (H, 0)-ideál v S, potom HL c L. Teda L = HL. 

I I . Nech každý (H, 0)-ideál v AS je úplný (H, 0)-ideál. Nech a je lubovolný 
prvok z AS, potom H(a \j Ha) = a\j Ha, t . j . Ha u H2a = a u Ha. Z toho 
vyplývá Ha = a u Ha. To znamená, že a e Ha t . j . ku každému prvku a e S 
existuje prvok xa e H taký, že a = xaa. 

Dosledok 2,1. Ak pologrupa H obsahuje lavú jednotku pologrupy S, potom 
každý (H, 0)-ideál v S je úplný (H, 0)-ideál v S. 

V [2] je dokázaná veta: 
AS = Rs(0,l) = i?s(l,0) vtedy a len vtedy, ak každý (AS, 0) [(0, AS), (AS, AS)]-

-ideál v AS je úplný (AS, 0) [(0, S), (S, AS)]-ideál v S. 
Na příklade ukážeme, že podmienka AS = Rs(0,l) = ižs(l,0) nie je postaču-

júcou podmienkou aby každý (H, T)-ideál v AS bol úplný (H, T)-ideál v AS. 
Nech S je pologrupa z příkladu 2,1. J e zřejmé, ze S = Rs(0,l) = Rs(l,0). 

Nech H = {a, b} a T = {c}. 

1) Množina L = {a, d} je (H, 0)-ideál v AS a nie je úplný (H, 0)-ideál v AS. 
2) Množina R = {a, b} je (0, T)-idek\ v AS a nie je úplný (0, T)-ideál v S. 
3) Množina N = {a, c} je (H, I^-ideál v AS a nie je úplný (H, ÍF)-ideál v AS. 

Platí však nasledujúca 

Veta 2,2. Podpologrupa H[T] obsahuje lavú [právu] jednotku každého prvku 
pologrupy S vtedy a len vtedy, ak každý (H, T)-ideál v pologrupe S je úplný 
(H, T)-ideál v S. 

Dosledok 2,2. Ak každý (H, 0)-ideál pologrupy S je úplný, potom S = HS. 
Na příklade ukážeme, že obrátené tvrdenie neplatí. 
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P ř í k l a d 2,2. Nech pologrupa S = {a, b, c, d}. Násobenie v S je dané multi-
plikatívnou tabulkou: 

a b c d 

a a a a a 
b a a a b 
c a a a a 
d a a c d 

Nech H = {a, b, d}, potom HS = S. Množina {a, b} je (H, 0)-ideál v S a nie 
je úplný (H, 0)-ideál. 

Veta 2,3. Nech Li pre každé i e I je úplné (Hi, 0)-ideál v pologrupe Si 
a H = J~J Hi, S = J~J Si. Potom L = J~J Li je úplný (H, 0)-ideál v S. 

iel iel iel 

D ó k a z . Nech Li pre každé i e I je úplný (Hi, 0)-ideál v Si, potom HÍLÍ = 
= Li pre každé i e l . Z toho vyplývá (J~J # Í ) ( J ~ J LÍ) = J~J HiLt = J~J Li. 

iel iel iel iel 

To znamená, že J~~ Li je úplný (H, 0)-ideál v S. 
iel 

Veta 2,4. Nech L je úplný (H, 0)-ideál v pologrupe S = J~J S%. Potom 
iel 

(1) Pi(L) je úplný (Pi(H), 0)-ideál v pologrupe Si. 
(2) J~J Pi(L) je úplný (J~J Pi(H), 0)-ideál v S. 

iel iel 

D o k a ž . (1) Nech L je úplný (H, 0)-ideál v pologrupe S. Potom Pi(L) je 
(Pi(H), 0)-ideál v Si podlá vety 1,4. Nech O/ je lubovolný prvok z Pi(L). 
Potom existuje prvok oce L taký, že oc(i) = at. Pretože L je úplný (H, 0)-ideál 
v S, potom existujú prvky r\ e H a Xe L také, že rjX = oc. Z toho pre každé 
i e l dostaneme rj(i)X(i) = oc(i), kde oc(i) = ai, r](i) = hi e Pt(H) a X(i) = 
= k ePi(L). Teda ai = hik. Z toho vyplývá tvrdenie (1). 

(2) Tvrdenie (2) vyplývá z (1) a vety 2,3. 
P o z n á m k a . Na příklade ukážeme, keď L je úplný (H, 0)-ideál v S = J~J St, 

iel 

potom nemusí platiť L = J~J Pi(L). Pozři příklad 1,1, b). 
iel 

Veta 2,5. Nech Hi pre každé i e I je podpologrupa pologrupy Si a H = J~[ Hi, 
iel 

S = J~J Si. Každý (H, 0)-ideál pologrupy S je úplný (H, 0)-ideál v S vtedy a len 
iel 

vtedy, ked každý (Hi, 0)-ideál v pologrupe Si je úplný (Hi, 0)-ideál. 
D ó k a z . I. Nech každý (H, 0)-ideál v S je úplný (H, 0)-ideál. Nech at je 

lubovolný prvok z Si. Podlá vety 2,1 podpologrupa H obsahuje lavú jednotku 
každého prvku pologrupy S. Potom existuje prvok oce S taký, že oc(i) = ai. 
To znamená, že existuje prvok $eH taký, že £a = a. Teda š(i)oc(i) = oc(i), 
kde £(i) = Xi e Hi.Z toho vyplývá, že Xiai = a/. Z toho podlá vety 2,1 dosta­
neme, že každý (Hi, 0)-ideál v Si je úplný. 

I I . Nech každý (Hi, 0)-ideál pologrupy Si je úplný (Ht, 0)-ideál. Nech a 
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je lubovolný prvok z S a <x(i) = at pre každé i e I. Pretože každý (Hi, 0)-
-ideál v Si je úplný (Hi, 0)-ideál. To podlá vety 2,1 znamená, že existuje 
prvok Xi e Hi taký, že xiat = ai pre každé i e I. Nech £(i) = xi pre každé 
i G I, potom £eH a fa = a. Z toho podlá vety 2,1 dostaneme, že každý 
(H, 0)-ideál v S je úplný (H, 0)-ideál. 

Definícia 2,2. Nech S je pologrupa, H, T(H 4= 0, T 4= 0) jej podpologrupy. 
Prvok A e I(H, T), A -# S nazýváme maximálnym (H,T)-ideálom, ked ne­
existuje vlastná podmnožina A' v S (A' 4= $) čaM, ze 4 'y 4 ' a 4 ' eI(H, T). 

Lema 2,1. JVec/a $ je pologrupa a H, T jej podpologrupy. Nech N je maxi-
málny (H, T)-ideál v S taký, ze A = S \ N obsahuje aspoň dva, prvky. Potom 
platí: 

Ak HS $ N a ST £ N, potom A = HFa
T c Fřa?7 pre kazd?/ prbok a e i . 

D o k a ž . I. Nech HS $ JV a ČI7 $ N. Pretože HS $ N, potom existuje 
prvok x e S taký, že Hx <£ N. To znamená, že (-Ha;) n 4 + 0. Najprv ukáže­
me, že (xT) n 4 4= 0. Predpokladajme opak t. j . xT ^ N. Potom S = N \j 
U H(X)T = N \j x u Hx. Keďže ST $ N, potom existuje prvok y e A, 
y 4= x taký, že yí 7 $ iV. Z predchádzajúceho vyplývá y G Hx. Teda Í/77 C= 
c FLrl7 ^ JV. To je spor s tým, že yT $ N. Podobné dokážeme, že z xT $ N 
vyplývá Hx $ AT. Z predchádzajúceho vyplývá, že (o;?7) n 4 4= 0 právě vte-
dy, ak (Hx) n 4 4= 0. 

Teraz dokážeme, že z HS $ JV a S T $ N vyplývá HST $ i\T. Predpokla­
dajme opak t. j . HST c= N. Nech a je lubovolný prvok z 4 , potom S = N \j 
U Í/(«)T = lYu a u Ha \j aT. Pretože 4 obsahuje aspoň dva prvky, potom 
Ha\j aT $ iVr. To znamená, že buď (Ha) n 4 4= 0, alebo (aT) n 4.4= 0. 
Nech napr. (Ha) n 4 4= 0, potom (aT) n 4 4= 0. Nech aG A a & e 4 \ {a}, 
potom b G Ha u aT. Nech napr. b e aT, potom Hb ^ HaT ^ N. Z predchá­
dzajúceho dostaneme bT ^ N. To znamená, že pre každé b e 4 \ {a} je 
# 6 .= ď a f c T g AT. Teda JV ? iV U {b} 4- S. T O je spor s tým, že N je ma-
ximálny (H, T^-ideál v S. 

I I . Nech M = {X:XGS, HXT C iV}. Ukážeme, že M je ( # , T^-ideál v S. 
Nech A je lubovolný prvok z Fř a x lubovolný z ilř, potom H(hx)T c Ff2^?7 c 
c /fo?7 cz JV. To znamená, že HM c Jlf. Podobné (dokážeme, že ilíl 7 c M. 
Keďže JLS77 $ JV, potom M 4= £. Z toho a předpokladu vyplývá il̂ f = JV. To 
znamená, že pre každé a e 4 je FřaJ7 $ iV. Množina JV u HaT je (FI, T)-ideál 
v #. Teda S = N u J í a í 7 pre každé a e i . Z toho vyplývá 4 c I/a?7 pre každé 
aGA. 

Z I., I I . a podlá vety 6 z [10] dostaneme tvrdenie lemy 2,1 (pre případ H = 
= T je lema 2,1 dokázaná v [1]). 

Veta 2,6. Nech Hi, Ti sú podpologrupy pologrupy Si pre každé i G I a S = 
= y[Si,H = Y[Hi,T = Y\Ti. 

ІЄІ ІЄІ ІЄІ 
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(a) Nech Ni je maximálny (Hi, Ti)-ideál v Si taký, ze HÍSÍ $ Ni a SÍTÍ $ Ni 
a Si\ Ni obsahuje aspoň dva prvky pre každé i e I. Nech MÍJ = Ni pre i = j 
a MÍJ = Si pre i ^j (iel,je I). Potom 

-v = U(TT-tf«>. 
jel iel 

je maximálny (H, Tyideál v S. 

(b) Nech N je maximálny (H, Tyideál v S, taký, ze HS $ N a ST $ N 
a A = S\N obsahuje aspoň dva prvky. Potom N sa dá písat v tvare 

-v=U(TI-tf«}. 
jel iel 

kde pre každé i e I,j e I je MÍJ = Ni pre i = j a MÍJ = Si pre i 4= j . Množina 
Ni je buď prázdna množina a v tom případe Si je Hi^Ti-jednoduchá, alebo 
N« je maximálny (Hi, T^-ideál v Si (iel). 

D ó k a z (a). Nech iVi je maximálny (Hi, Ti)-idéál v Si taký, že HÍSÍ $ Ni 
a SÍTÍ $ Ni s> Si\ Ni obsahuje aspoň dva prvky pre každé i e l . Nech 
My = Ni pre i = j a Mtj = Si pre i 4= j (i e I, j e I). Potom zrejme N = 
= U { j í ^ i } J e (#,-7>ideál v S a podlá lemy 2,1 Si\Nt = HtF%t c 

jel iel 

c HiaiTi, ai e SÍ\NÍ, pre každé i e I. Z toho vzhladom na vetu 1,1 dosta­
neme 

S\N = 8\{\J {UMi}} = Y[BíF$, = BFi, 
jel iel iel 

kde oce S a, oc(i) = ai pre každé i e I. Z predchádzajúceho podlá vety 6 z [10] 
dostaneme tvrdenie (a) vety 2,6. 

(b) Nech N je maximálny (H, T)-ideál v S taký, že HS $ JV, ST £ N 

a A = S \ N obsahuje aspoň dva prvky. Potom podlá lemy 2,1 A = HF^ c= 
c HocT pre každé a e l Z toho podlá vety 1,1 dostaneme N = S \ (S \ N) = 
= S\A = {HWXBF} = (Y[Si)\{YlSiF$,) = [J {Y[Mt}}, kde Ml} = 

teZ ie l ie j jel ie/ 

= JVť = Si\ HiF%t pre i = j a i¥^ = # pre i =# j , o< = a(i) (i e I, je I). 

Ak JVf = 0, potom Si = HiF^t. To znamená, že $ je j^J^- jednoduchá. 
Ak Ni 4= 0, potom ukážeme, že JV* je maximálny (Hi, T^-ideál v Si. Najprv 
ukážeme, že Ni je (Hi, _7\)-ideál v Si. Předpokládá jme opak. To znamená, že 
existuje aspoň jeden prvok hi\xi\ z Fří[Ni], alebo aspoň jeden prvok h[yi] 
z TÍ[NÍ] taký, že buď hxieHiF^\, alebo Jjih eHiF%t. Nech napr. hxi e 
E Hi-^Tť % toho podlá vety 1,1 a poznámky 1,1 dostaneme ai e Hi(hiXi)Tí c 
c HiaiTi. To znamená, že ai e HÍXÍTÍ . JĎalej z toho, že ai e HÍXÍTÍ pre i = j 

a aj e Hja{Tj pre každé j el,j 4= i vyplývá a e [ ] (HimiTt) = (J~\ Ht)/ji(Yl Ti), 
iel iel iel 
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kde /ut(i) = Xi 6 Ni a pre každé j #= i je ^(j) = aj. To znamená /J, e N. Z pred-
chádzajúceho vyplývá, že a e N. T O je spor s tým, že a e -4. Pretože S\ Ni = 
= Ht^Ti a Ni e I(HÍ,TÍ), potom podlá vety 6 z [10] je ATj maximálny 
<Hi,Hi)-ideá\ v 8t. 

Poznámka. Ak pologrupa S obsahuje právě jeden maximálny (H, T)-ideál 
N taký, že každý iný (H, T^-ideál + S je podmnožinou N, potom ho budeme 
označovat N* —- N. 

Z vety 2,6 a vety 8 z [10] vyplývá: 

Ak sú splněné předpoklady vety 2,6 a v případe 

(a) je naviac N( = Nf pre každé i e I. Potom N = N*. 
(b) je naviac N = N*. Potom 

-v* = U iU M»)> 
jel iel 

kde 21 ÍJ = Ni pre i = j a My = Si pre i 4- j (i e I, j e I). Množina Ni je 
buď prázdna množina a v tomto případe Si je ^ J ^ - j e d n o d u c h á , alebo JV< 
je maximálny (JI*, Tí)-ideál v Si db Ni = Nf. 
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ON (H. T)-IDEALS OF DIRECT PRODUCT OF SEMIGROUPS 

Imrich A b r h a n 

Summary 

Let S be a semigroup and let H, T be subsemigroups of S. 
Let I(H, T) = {N : N <= S, N 4= 0, HN <= N, NT c N}. The elements N e J(H, T) 

will be called (H, T)-ideals of S. 
A semigroup AS is called H^T-simple if I(H, T) = {S}. 
An element N e I(H, T) is a minimal (H, T)-ideal of S if there is no N' e I(H, T) such 

that N' ^ N. The set of all minimal (H, T)-ideals of S will be denoted by J,„(H, T). 

An element N e I(H, T) is called a complete (H, T)-ideal of S if HN = NT = N. 
An element N e I(H, T) and N 4= S is called a maximal (H, T)-ideal of # if there is 

no N' e I(H, T) such that N ^ N' ^ S. 
Let {St}9 i e I (card J > 1) be an arbitrary system of semigroups. Denote by S the set 

of all functions £, defined on I such that $(i) e Si. Introduce in S a multiplication in this 

way: If a, /? e S are arbitrary elements of S, then the product y = a/? is given by y(i) = 
= a(i)/3(i) (for every i e I). The set $ with this multiplication is a semigroup, which is 
called a direct product of semigroups {Si}, i e I, and is denoted by S = Yl Si • 

16/ 

The main results are the following theorems: 

Theorem 1,2. Let Hi, Ti be for every i e I sitbseinigroups of S and let H = Yl Hi, T = 
iel 

= Yl Ti, S = Yl St. The slmigroup S is HJ^T-shnple if and only if Si is H^Ti-
s^mlf^efor 

iel iel 
every iel. 

Theorem 1,6. Let Hi, Ti be for every iel s^lbsemigro^lps of S and H = Yl Hi- T = 
iel 

= UTi,S = YlSi.LetN^S and N 4= 0. Then N e Im(H, T) if and only if N = Yl Nt, 
iel iel iel 

where Nt e Im(Hi, Ti) for every i e J. 

Theorem 2,5. Let Hi, Ti be subsemigroups of Si for every iel and H = Yl H?> T = 
iel 

= Yl Ti, S = Yl Si. Every (H, T) -ideal of the semigro^lp S is a complete (H, T) -ideal of 
iel iel 

S if and only if every (Hi, Ti) ideal of Si (i e I) is a complete (Hi, Ti)-ideal of Si (iel). 

Theorem 2,6. Let Hi, Ti be subsemigroups of Si for every iel and let S = Yl Si, 

H = YlHt,T = YlTi. 
iel iel 

(a) Let Nt be a minimal (Hi, Ti)-ideal of Si such that H(S $ Nt, STt $ Nt and card 
At > 1, where At = St\ Nt for every i e I. Let Mi5 = Nt for i = j and let Mi} = St 

for i 4= j (i, j e I). Then 
N= UiTlMij}, 

jel iel 

is a maximal (H, T)-ideal of S. 
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(b) Let N be a maximal (H, T)-ideal of S s^och that HS $ N, ST $ N and card A > 1, 
where A = S \N. Then 

N= U d l ^ - i } . 
jei iel 

where M^ = Ntfor i = j and ilJij — AS»for i ={= j (i, j e JJ. The BeZ N* is either the empty 
set, in which case St is ni^Ti-simple, or Nt is a maximal (Hi, Tt)-ideal of Si (iel). 
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