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MATEMATICKO-FYZIKALNY CAS3OPIS SAV. VIII, 1 — 1958

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH PICARDOVYCH
POSLOUPNOSTI

ZDENEK HUSTY, Brno

1. V diferencialni rovnici
y =, ) (1.1)
u¢itime o funkei f(z, y) piedpoklad. Ze je spojitda a monotonni vzhledem
k y v dvojrozmérném intervalu D: |z | =< a, |y | < b. kde a = konst > 0.
b == konst > 0. Uvazujme o TeSenich diferenciadlni rovnice (1.1), kterd pro-
chizeji potatkem a jsou definovana jen pro x = 0.

Rovnicemi

il ]f[t Yeal®l i k=12, ... (1.2)

je uréena v jistém intervaluJ = {0, p ) (9 =< a) Picardova posloupnost funkei,
pat¥icich k diferencialni rovnici (1.1), k bodu (0, 0) a k libovolng zvolené
vychozi funkei yy(x), kterd ma v &sle 0 hodnotu 0, m4 viude derivaci a jeji
hodnoty lezi vesmés v intervalu <—b, b>.

Necht znaéi {Zi*}, {4} (n ptirozené, k=1,2, ..., i =12, ..., n)
posloupnosti funkei definovanych v intervalu J takto:

Zilllk - 1/0 - f[' ?/n—l )]
Z:)'lk - f[.’l', Y1 n 11*—1] - fl_x~ Yiu H*"l]* k= I, 2, .. 1 =1, 2,...m, (1'3)
'lll.,k = _‘ Z;wldt = :I/(k—])ll’['i‘] - yku»ri-'l'

0

. Predpokladejme nejdrive, Ze funkce f(x,y) v intervalu D vzhledem
k 7 neklesi. Jestlize v néjakém intervala J' c.J je

anli l/nk g )

pak podle (1.3) plati v J' nerovnosti

. .
Ak = 0 (Aar
k=0 (Z*

1A

())‘
0).

A



Utiime tedy predpoklad, Ze pro pevné n plati v .J’
Yo = M@, Yual@)] (o = 2, Y, a(2)] (2.1)
Potom ¢&asteéné posloupnosti

y , . ‘ 2 )
{yavnlb {ymr}-l}’ {ya';;v}»2}7 R {yvn-%-n'—}}’ S L (l-))
jsou monoténni, takze existuje v .J' stejnomérné
lim 9, = Y (2). s=10,1,2,....n — 1 (viz na pr. [4]).
)1—>0

Funkece Y (z) vyhovuji systému diferencialnich rovnic

Y; - f[.’li, YO]#
Y, = f[x, Y4,

YI’LAI - f['vr Y)r".’.])
)Y(I) = f[l, ),15—"1]‘

Ukazme, ze systém (2.3) ma jenom fFeseni tvaru Y, == }, = ... =Y | -
= y(z), kde y(x) je FeSeni rovnice (1.1). Predpokladejme tedy. Ze vSechny
funkce Y (x) v intervalu J’ nesplyvaji a bez Gjmy obecnosti muzeme pred-
pokladat, Ze Y, (x) — Y,(x) == 0. Existuje bod 0 & ¢ €J' takovy, Ze na pr.
Y,(¢) > Y,(c). Vzhledem k spojitosti obou funkei existuje dile nejvétsi interval
{xy, ¢y takovy, Ze 0 < xy < ¢, Y(x,) = Yi(,), Yo(x) = Yy(2) pro x € {a,. c.
Integraci rovnice

Vi = ¥ = e, Yo(a)] — il V(o)

v intervalu {(z,, ¢> dojdeme k nerovnosti

Podobnym zplisobem odvodime spornou relaci

Yi(c) > Y,(c) = Yy(c)

I

. 2, Yn—l((.’) 2 )yﬂ(c)'

Dosli jsme k tomuto vysledku:
Kdyz funkee f(z, y) v intervalu D vzhledem k y neklesi a mezi dvéma funkcemi
Yo(x), y,—(x) Picardovy posloupnosti (1.2) plati v néjakém intervalu J' CJ
nerovnost (2.1), pak Picardova posloupnost v intervalu J’ stejnomérné konver-
guje k Teseni diferencialni rovnice (1.1).

Pozndmka 2.1. Z dukazu je patrné, ze misto (2.1) muzeme predpokladat

[T, yul@)] = fl2, Yor(2)] (T, yl@)] = fle. . (2)]). (2.4)



eventualné

?/,‘,(.’I)) 2 ?/1"?‘)1(:”) (ym(x) g .1/1'%-11(33))’
» = libovolné prirozené &islo.

3. Necht funkce f(z, y) v intervalu D vzhledem k y neroste. Jestlize v né-
jakém intervalu .J' cJ je
Z¥™, =0 (Zrk < 0),

pak podle (1.3) plati v J' nerovnosti
A =0 (ArF << 0),

=0 (Z7* 2= 0).

Predpokladejme tedy. Ze plati (2.1). Je-li » sudé, pak éastené posloupnosti
(2.2) jsou monotonni, stejnomérné konverguji v intervalu J’ a jejich limity
vyhovuji systému (2.3). Jestlize systém (2.3) ma feseni, kde Y,(x) - Y, (),
it .0 =0,1,2, ..., n—1, pak Picardova posloupnost, pattici k diferen-
cialni rovnici (1.1), k bodu (0, 0) a k vychozi funkei Y,(z) je periodicka. Jestlize
systém (2.3) ma pouze jediné fefeni, pak Y ==Y, = ... =Y, ;, = y(x), kde
y(2) je jediné FeSeni diferencidlni rovnice (1.1) (viz [5], str. 89) a posloupnost
(1.2) stejnomérné v J' konverguje.

Poznamka 3.1. Opét misto (2.1) mizeme piredpokladat (2.4).

4.V dalsich tvahach se omezime na pripad n = 2. Predpoklddame tedy,
7e mezi nékterou funkei y,(x) Picardovy posloupnosti (1.2) a nasledujici funkei
¥.(x) plati v néjakém intervalu J’ == {0, x) nerovnost

y(x) = fla. y,pq(2)] (y.(2) = fl2, Yyia(@)]) (4.1)

a 7e funkee f(z, y) vzhledem k y v intervalu {(—b, b> neroste. Pak tistecna
Picardova posloupnost funkei o sudych [lichych] indexech v intervalu J’
stejnomérné konverguje monotonné shora nebo zdola [zdola nebo shora] k jisté
funkei Y (z) [Y,(x)], viz [3]. Funkece Y (x), Y, z) jsou feSenim systému diferen-
cialnich rovnic

Yo = flz, Yi],

Y, = ([x. Yg) (4.2)

a maji v bodé 0 hodnotu 0. Uvedeme nékteré vlastnosti funkei Y,, ¥;:

1° Jestlize v nékterém hodé c € (0, &) je Yy(c) &= Y,(c), pak Y (x) =£ y,(x)
pro vsechna x € <c, x).

V opaéném pripadé existuje z,€ (¢, x) takové, iZe Y, (z,) = Yi(x,)
Yo(x) == Y(x) pro x € {c, z,). Pfedpoklidejme, Ze plati na pi. nerovnost

Y(x) > Y () pro x € <c, x,). (4.3)
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Pak
fla. Yola)] =< [T, Ya(a)],

Yi(z,) — Yi(c) = faf[ar, Yo(a)] da < fﬂf[¢ Yi(x)]da = Y (a,) — Y,(c).

Posledni nerovnosti jsou vzhledem k (4.3) nemozné.
2° Jestlize v nékterém bodé ¢ € (0, x) je Y (c) > Y,(c). pak

Y (x) = Yy(x) pro vsechna x € <0, v ). (4.4)

Neplati-li nerovnost (4.4) pro vsechna x € (0, x>, pak mnozina ¢isel. pro
néz (4.4) neplati, ma dolni hranici m € <0, ) a vzhledem k spojitosti funkei
Yo(x), Y, () je Yo(m) = Y,(m). Je m < « a podle 1° je také m << c¢. Zvolme
0 < & < ¢ — m. Podle definice &isla m existuje v intervalu (m.m -4~ ¢) aspon

. jedno &islo = takové, ze Y (z) < Y,(z), coz podle 1° neni mozné.

Poznamka 4.1. Jestlize plati Y (c) > Yi(c) pro c € (0. D>, pak existuje
nejveétsi interval (x,, o) takovy, Ze 0 < x, <c, Yy(x,) = Y, (2,), Yo(2) > Y, (2)
Pro x € (x,, x>, Yo(x) = Y (x) pro = € <0, x,>. Jestlize x, 5= 0. pak Picardova
posloupnost (1.2) v intervalu <0, x,> konverguje. Vvloud¢ime-li tuto moznost.
pak miZeme stale predpokladat, Ze

Yo(x) > Y () pro x € (0, x> (+.5)

Nyni u¢inime doplitujici predpoklad, Ze funkce f(x, y) vzhledem k y v intervalu
{—b,b) klesa.
3° Jestlize v néjakém bodé c € (0, x) plati Yy(c) > y(c). pak Y (a) = y(x)
pro viechna x € (¢, &) [y(x) je jediné FeSeni diferencialni rovnice (1.1)].
Predpokladejme opak. Podle Perronovy metody indukce v kontinuu existuje
tislo m € (c, x) takové, ze
Yy(m) = y(m).

/ (+.8)
Yim) < o' (m).
Avsak s ohledem na (4.5) je
Yo(m) = flm, Yi(m)] > f[m. Yo(m)] = f[m. y(m)] — y'(m).
coZz neni podle (4.6) mozZné.
4° Plati asponl jedna z nerovnosti
Yolw) = y(a). ) o (4.7)
pro vsechna x € {0, x).

Vi) < y(x) (4.8)
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Jestlize neplati ani jedna z nerovnesti (4.7) [(4 8)]. pak mnozina téch bodu,
1 ro které neplati (4.7) [(4.8)], mé jistou dolni hranici m, < a [m, << ~]. Podle
Perronovy indukee v kontinuu je

Yolmy) = y(nny).
Yolmy) = y'(my)-

Yi(my) = y(my) ] |
l)’;(mg) = (1) ' (4.10)

(4.9)

Musi byt w, = 0[m,y = 0], nebot v opatném -ofipadé jesohledem na (4,5)

Vo) = [Ty Yalma)] > f [, 'nml ] — [T, yoms)] = o' ma),
[Yi0my) = flms. Yo(mo)] < flmg, Yi(m,)] = f[m,. y(my)] = y'(my)].

Tvto nerovnosti davaji spor vzhledem k (4,9). (4.10).
Zvolme 0 < ¢ < x. Podle definice ¢&isla m, == 0 existuje ¢islo x; € (0, ¢)
rakové. ze

Yo(ay) < y(ry). (4.11)
Podle definice ¢isla m, = 0 existuje ¢islo x, € (0. ) takové, ze

Yi(x,) > y(w).
Podle (4,5) je také
Yo(xy) = ylw,).
takze (4.11) je ve sporu s tvrzenim odstavee 3°, nebot w, < ;.
5”7 Ob¢ nerovnosti (4.7), (4.8) plati souéasné. Necht na pt. plati (4.7). V bo-
dech, ve kterych se vyskytuje znaménko rovnosti, je nerovnost (4.8) podle
(+.5) spIntna. Nuze jak vypada situace v libovolaém bodé ¢ € (0, x), v némz je

Y(c) = yte).

Pro vsechna r € {0,¢) je podle (4.7)

Yi@) = fla, ()] = [l y(e)] = o' ().

takze
er ) Jf[x/ )= y(o)-
Poznamka +4.2. Z dikazu odst. 5° vyplyva, ze pro viechna x € (0, x) plati

nerovnosti Y(x) > y(z) > Y ().
Pozniamka 4.3. Jestlize f(x, 0) = 0 pro v&echna a € (0, x), pak funkce
Yo(x) [Y(2)] je pro « € (0. x) stile kladna [zaporna] a roste [klesd].
Pozniamka 4.4. Necht funkee f(x, ¥) spliiuje tyto piedpoklady:
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a) f(x,0) = 0 pro « € <0, x>;

b) pro y < 0 [y > 0] v intervalu /) vzhledem k y klesd nebo roste [roste
nebo klesa].

Jestlize plati v intervalu <0, x> nerovnosti (4.1). pak Picardova posloup-
nost (1.2) v intervalu ({0, x> konverguje.

Z piedpokladu plyne, 7ze funkee f[z. y] je v intervalu D bud stale neziporna
nebo nekladna. Jsou tedy obé funkce Y (x), Y,(x) soudasné nezdporné nebo
nekladné. Stadi tedy uvazovat o Teseni systému (4.2) bud v intervalu /D;:
0=ax<a 0y <bnebo Dy 0=Zx<a, 0=y = —b. Jestlize funkce
v ]) roste, pak podle vysledku odst. 2 je Y (x) = Y,(x). Jestlize funkce v D,
klesa, pak podle pozn. 4.2 je Y (2) = Y,(x) = 0. Stejny zavér plati pro inter-
val D,.

Poznamka 4.5. Necht funkece f(x, y) splituje tvto predpoklady:

a) vzhledem k » v intervalu D klesa;

b) vzhledem k ¥ je v intervalu /) lichou funkei.

Kazdé feseni Y (), Y,(x) systému (4.2) vvhovuje rovnici

Yi(x) = —Y,(x). (+.12)
Jestlize Yy(x), Y (x) je FeSeni systému (4.2), kde funkee f(x. y) vzhledem
k y klesa, pak funkee YV, = —Y,. Y, jsou feSenim systému
Yo = —flx, Y.

Yi= —fl= Y.

kde funkce —f(x, y) vzhledem k y roste. Podle odst. 2 je Y, (r) == Y (x) -
= y(x), kde y(x) je feleni diferencidlni rovnice ¥y’ = —f(x, y).

Odtud vyplyva postadujici podminka pro periodiénost Picardovy posloup-
nosti: Picardova posloupnost, patfici k funkei f(x, y) [jez vzhledem k y je
lichou funkei a klesé v intervalu D], k bodu (0,0) a k vychozi funkei y,(x) [jez
je Tefenim diferencialni rovnice y' = —f(a.
)], je tvaru

Yol2), 11(x)s Yol), y(). .. ..
) kde

t /
Tolx)
/ A

Y,

yi(x) = ] [t yo(t)] dt.

5. Predpokladejme, Ze funkce f(x, y), ktera
vzhledem k y klesa, ma spojitou parcialni
derivaci podle z v intervalu D a necht

(x, y) = [ (x, 1) dt.
Obr. 1 @ (x, y) “] e, 1) «
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Potom )
Jo(x,y) da +f(z,y)dy = 0. (5.1)

K=04B0

kkde orientace ktivky K byla zvolena podle obr. 1, pii ¢emz funkece Y (z), V,(2)
jsou reSenim systému (4.2) a maji vlastnost uvedenou v poznimce 4.2,
Rovnici (5.1) muzeme upravit na tvar

x Yo(t) Yo(r)
[dt [ figou)du = [ j(x.y)dy. (5.2)
0 Yy(t) ¥(x)

Vidime, ze slozky feSeni systému (4.2) mlizeme hledat mezi funkcemi, které
vyhovuji rovnici (5.2). V dal§ich odstaveich ukazeme, ze v nékterych pripa-
dech muzeme hledat slozky FeSeni systému (4.2) mezi funkcemi, které vyho-
vuji jednodussi rovniei, nez je (5.2). Piipomenime, ze se zajimame pouze o feSeni
svstému (4.2), ktera prochazeji podatkem a jsou definovana pro a = 0.

1° Necht funkee y(z), z(x) jsou FeSenim systému (4.2). Potom

y(x) u(x)
| f@ou)du =0 <= [ f(x.w)du = 0.
:(x) ()

Tvrzeni vyplyva z rovnice (5.2).

2° Polozme

14
Gla,y) = [ fa, 1) di
0
a uvazujme o rovnici

F(x,y,2) = G(x. y) — G(x, z) = 0. (5.3)

Predpoklidejme. Ze existuje spojita furkce

definovand v intervalu D :0 < 2 < x < a. ly| =p. 0<p =konst <6,

ktera v intervalu D splituje rovnice
Fla, y, p(x, y)] = 0, @.0,0) = 0. (5.5)
Necht y(x) je teSeni diferencidlni rovnice
y = flo. p(x. y)] (5.6)
vyhovujici po¢ateéni podmince y(0) = 0 a necht
2(2) = gle. y(@)]. (5.7)

Poznamka 5.1. V rovnici (5.7) pFedpoklddame. ze | y(x) | < B, |2(x) | = b

pro x € 0, a>. Tento predpoklad zajisté neéini nase ivahy méné obecnymi.

13



Rovnice (5.7) je podle (5.3) v intervalu <0, x) ekvivalentni s rovnici

Gla. y(@)] = Ola, 2(2)). (5.8)

Jestlize funkece y(x), z(x) splhiuji jesté podminku

y(r)
ff;(x, w) du = 0, x € {0, ), (5.9)
2(r)
pak derivaci (5.8) s ohledem na (5.9), (5.6) obdrzime vztah

e g, y()] - (@) — fla, yla)ly = 0. (5.10)

Rovnice (5.10) oviem vyZzaduje existenci funkce z'(x).
Jestlize pomoci rovnice (5.10) dojdeme k zavéru. ze pro 0 = » < ~ plati

() = flw, y(x)),
Y
pak funkee y(x), z(x) [definované rovnicemi f fla, w) du = 0, (5.6).(5.7). (5.9)]
p
jsou v intervalu <0, x> YeSenim systému (4.2).

Poznamka 5.2. Rovnice (5.3) ma vidy trividlni FeSeni z = y, které splituje
podminky (5.5). Jestlize y,(x) je TeSeni diferenciilni rovnice ¥ = f(x. ).
pak funkce y(x), z(x), kde y(x) = z(x) = y,(z), jsou TeSenim systému (4.2).
V dalsich odstavcich se budeme zajimat
hlavné o existenci netrivialniho feSeni
rovnice (5.3).

3° Je-li f(x, 0) == 0, pro vsechna x € 0.
x>, ma rovnice (5.3) pouze trividlni Te-
Senf y = z (viz [1], odst. 220, str. 342).

4° Necht f(x, 0) = 0 pro viechna ré€ 0.
v>. Pak plati tato tvrzeni:

A. Rovnice (5.3) mda jediné netrividlni re-
geni (5.4).

B. Funkce (5.4) je spojita.

C. JestliZe funkce wy(x). z(x) [Ade y(o)
je fefenim rovnice (5.6) takové. e y(0) --
= 0, z(2) = @[z, y(x)]] splaujt podminkw (5.9), pak jsow FeSenim systcmu (£.2).

Poznamka 5.3. Viimnéme si, Ze f(x, y) >0(<<0) pro y < 0 (> 0). Funkce
G (x,y) pro y < 0(>-0) pii pevném x € 70, 2> vzhledem k y roste (klesa), pri
tem7 G(x,0) = 0.

Dukaz tvrzeni A.

Obr. 2

Bud («, y) libovolny bod v jistém vhodném dvojrozmérném intervalu 1;:
0o <~ —b ==y <bh,0<b, = konst. <b,t=1,2. Pak muzeme najit
jedinou hodnotu z € —b;, b,>. kterd ma tyto vlastnosti (viz obr. 2):

14



a) G(x, y) = G(x, 2),

by y=2 020,

c) Yy =0<=2z=0.

Odtud plyne, Ze rovnice (5.3) ma v intervalu ﬁl jediné netrivialni feseni (5.4)
které splituje (5.5) a podminku:

N

2= gley) =0 <y S 0,
pii Cemz

0% gz, y) =y pro y=F0.

Dukaz tvrzeni B. rozdélme na dvé &asti.

v) Funkee ¢(x, y) je spojita v kazdém bodé (i1, y;) € Dy, ktery nelezi na ose ,
t.j. 1 == 0.0znactme z, = @(x,, ;). Podle véty o implicitnich funkeich (viz[1],1. ¢.)
existuje praveé jedna funkee z = @(x, y), definovana v jistém okoli O ¢ D, bodu
(1, 1), kterd spliiuje podminku:

Fla, y, o(x, )] =0 pro v,y €D, @2, y;) = 2.

Vzhledem k odstavei A. plati identicky ¢(z, y) = @(z, y) pro viechna x, y € O.
Podle véty o implicitnich funkeich je funkce ¢(x, y) spojita v O.

f) Zvolme & >0 a necht G(x, —¢) == —A\(x), G(x, &) = —Ay(x). Ay(x) >
>0, Ad,(x) > 0.

Funkee A,(x), Ady(x) jsou spojité pro viechna 0 = x < x a nabyvaji pro

¢ >0 jen kladnych hodnot. Necht 4, >0, [4, > 0] zna¢i minimum funkce
1,(x)[4,(x)] v intervalu <0. x> a bud 4 = min [4,, 4,]. Plati implikace

(G, y) | <4 = |y <e
Rovnici

Gz, y)4-4=0

je definovana pro y € (0, ¢) [y € {—e¢, 0)] v intervalu <0, x> pravé jedna
kladnd [zdpornd] spojita funkce y = 7 (x)[y = n.(2)] (viz [1], 1. ¢.). Oznaéme
i > 0. [, > 0] minimum funkee #,(x) [ | 75(«) | ], v intervalu <0, ¥} a necht
5 = min [, n,]. Pak je pro | y | < n a vSechaa x € 0, x)

< A
< A,

LA, y) | = | (2, 2)
takze
2] = lala, 9) | < e

Existuje tedy k libovolnému &islu ¢ > 0 ¢islo n > 0 takové, ze pro vsechna
v €0, vy, |y | < plati nerovnost | ¢(x, y) | < e. Tim je dokézdna spojitost
funkce ¢(x, y)v bodé (x.0), 0 < x = .

Dukaz tvrzeni C.
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Poloime Gz, y(x)] = u(x). Funkce u(x) ma spojitou derivaci, takze podle
véty o implicitnich funkeich (viz [1], 1. c.) md i funkece z(x), kterd vyhovuje
rovnici G[z, 2(x)] = u(x), derivaci pro vSechna 0 < x < x.Z (5.3) vyplyva.
Ze g(z, y)> 0[<<0] pro y < O[> 0]; podle (5.6) funkee y(x) pro y(x) >0[< 0] roste
[klesa], takze f[x, ¢(x. y(x))] == 0pro 0 & & < . Z (5.10) vychazi, Ze pro viechna

0 3= x < « plati rovnice
Z'(x) = fla, y(x)]. (5.11)

Polozime-li jesté 2'(0) = 0, pak (5,11) plati pro vSechna a € (0. ». Podle
(5.6), (5.11) pak soudime, Ze tvrzeni C. je spravné.

5° Vysledek odstavece 4° se d4 bezprostfedné aplikovat na funkei j(w. y) -
= h(x) . g(y), ktera splituje pozadované predpoklady. nebot rovnice

y(r) y(x)

[f['l y]dy = h'(x )I g(y) dy == 0

¥ ( y(x)
%ﬁﬂ%wdyﬂMmAgwwyso

jsou vzdy splnény, jestlize plati

St
ot
(89
~

f o) dy = . (5.

2(z)

V pripadé h(x) == 0 pro v8echna x € {0, x) kazda dvojice funkei y(x). z(x)
(majicich derivace a spliiujicich podateéni podminky %(0) = 2(0) = 0), ktera vy-
hovuje rovnici (5.2), vyhovuje také rovnici (5.12). Nebot ¢asteénou integraci
levé strany rovnice (5.2) obdriime vztah

T

“fh(t){y[y 1] y'(t) — gla(t)] 2/ (¢)} dt = 0.

odkud snadno plyne (5.12). Takie v tomto piipadé feSeni systému (4.2) mu-
Zeme hledat pouze mezi fesenimi rovnice (5.12).
Rovnice (5.3), (5.4), (5.6) maji nyni tvar

G(y) = G(z), z = @(y)
¥ = h(x) . gle(y)]. (5.6")

_dy 5.1
wawn o-13)

diverguje, ma diferenciilni rovnice (5.6’) pouze jediné feSeni y = 0 (viz [2],
str. 20), takZe i systém (4.2) mé pouze jediné feSeni ¥, =Y, = 0.

Jestlize integral
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Odtud plyne, ze Picardova posloupnost (1.:5), pro kterou plati jedna z ne-
rovnosti (4.1), konverguje, jestlize funkce f(a, y) = h(z) . g(y) vzhledem k y
klesa [g(0) = 0. h(x) 4= 0 pro viechna x € {0, y3] a spliiuje podminku (5.13)"

Priklad. Necht h(x) = 1. g(y) = ylog |y l, 9(0) = 0. Funkee g(y) v inter-
1 1
‘e’
minka (5.13) je splnéna. nebot integral

valu -

je spojita a klesd. Rovnice (5.3) ma feSeni z — —y a pod-

- dy
- | =5 = — [loglog |
J g g =~ Dolegl
0 '
(livo?'.guj(n Picardova Dnsloupnost patiici k funkei y log |y |. k bodu (0.0)
a k jisté vychozi funkei yy(x). vidy konverguje k feSeni ¥ = 0 v jistém inter-
valu <0, x>, jestlize v tomtéz intervalu piati mezi dvéma po sobé nasledujicimi
funkcemi jedna z nerovnosti (4.1).
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Katedra matematiky o geodesie
I"ysoké Skoly zemédélské a lesnické r rné

O HEKOTOPBHIN CBOMCTBAN
HOCHEJOBATEIALHOCTEW TUKAPJIIA

SAEHER 1T NGT DI
Buiso,in
Hyvern nocaeoBareabiocts Gy urimit Hiaoa
{ ‘
1.1/;4(‘(’)}5 o= 1,2, ... (1)
HpHiGLesRanas K GOepeniaiibhoMy  Vpaiienn:

Y= fle, ) (2)

Koroure (0,0) 1R RaROH- 1100 Hada. 1hbHO (I).\'III{I[HH yn(«v) HONYeTh CHPABCLIHBO OLHO 13
H(‘[HIH(‘HI"I'U
[ v v 4 < [ 3
Yo = 12, yaea(e)] e Yo = fla, yu-r(2)]-
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Eeaw gymius f(oe, ¥) B clay g Monotouii. To oo e, osareabtioer Hnap
{.U'l'nls}, s=0,1, 2, ..., 2 —1 cxoarca paBHOMCPUO It upeie. bl Yo VoBAeTBOpsion
crereye ddepeninaibin x ypaBuen i

Vi=fla, Vel s=12..,0n-—1, Vo= fla, Y, ] (3)

Jecom f(, o) B ey youe BogpacTact, To Halo HPeHOTANATL, 4TO /7 derhioe |

Eeom dynmsnmse f(a, 1) B ey yone yousaer, 1or1a (3) MMCOT TO RO TPHBIGLILHOC PeHICie
sl Yo=Y, = ... =Y, =y(2), rjic y(@) aseTC penienited  yvpasieis (2), ran
uto (1) exojurest.

Eea pynimunst f(, y) B iy ¥ He BOSPACTACT, TO CHCTEMA (3) OBIBACT B COCTOSIIN IMCTH
PeHICHHE, KOMIOHCHTLE KOTOPOro e cosiajalor. Bean f(@, ¥) B cnay ¥ Yonsaer, To [Lis =
= 2 U U HeTPUBHAJILHOTO peineliisi Ha RarkoM="1100 oTpesie (0, &) cupane;LiuBs nepaneh-
e Yo(a) > y(x) > Yi(x). Orryaa sBureraor caeavione caegersisi: a) Eean f(a, y)
Ay < 0y > 0] B enary y yOnsaer wau Bospactaer |sospacracr win yowsacr], f(x, 0) = 0,
To crereaa (3) st 1= 2 ayeeT Todbko TpuBNadnioc penienne wo (1) exoqures. 6) Feon
Gymiust f(x, y) wederna, 1o pemenne Yy, Yy cuerennt (3) yaosiaersopsier ypasienio Y =
= — Y, u waEgas uz Gyusnuit Yo, Y asasierest pentenuen ypasnenna ¥’ o= — f(r, y).

Ecan f(x, y) B cuay y yOnBaer 1 MMCCT NEHPCPBLIBHYI0 HPOHBBOIHYIO 1O DepeMeHHoil &,
to Gyurinn Yo, Yy yI0BICTBOPSIIOT YPaBICHIIO

v Xo(t), To()
fdt] fi(t, ) du == ff(:v, y) dy.
0 ¥yt i)

B RUIBHCHITCM  YRABAHB VCIIOBHS, KO ROMIOHCHTH Yo, Y BOZMOKHO ONPeAe HTh Kak
penicHUst VPaBHCHUS
¥,
| i, y)y dy = 0.
)"0

UBER EINIGE EIGENSCHAFTEN
DER PICARDSFOLGEN

ZDENEK HUSTY
Zusammenfassung

Es sei
{yn(®)}, n—=20,1,2 ... (1)

die Picard-Folge der Funktionen, die zu der Differentialgleichung
¥ = fx, y) (2

zum Punkt (0, 0) und zur bestimmten Ausgangsfunktion y,(x) gehort, und es gelte eine
von den Ungleichungen

y(’) = fl, ya—q(2)] oder 3/(’) = fl, Yur(X)].

Wenn die Funktion f(x, y) mit Ricksicht auf v monoton ist, dann konvergieren die
Picard-Teilfolgen {ym.;,s}, s=0,1,2,...,n -1 gleichmiBig und ihre Grenzwerte Y,
erfiillen das Differentialgleichungssystem

Vi=fla,Yeulos =12 ...on 1, Y= j(e, V) (3)
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lwenn f(x, y) mit Ricksicht auf y nicht wiichst, dann muf3 man voraussetzen, dafl » eine
gerade Zahl ist].

Wenn die Funktion f(a, y) mit Ricksicht auf y nicat abnimmt, dann hat das System (3)
nur cine Triviallosung der Form Y, = Y, = ... =V, = y(x), wo y(x) diec Losung der
Cleichung (2) ist, so dafl die Folge (1) konvergiort.

Wenn die Funktion mit Riacksicht auf ¢ nicht wiichst, dann kann das System cine
solche Losung haben bei der die Komponenten nicht zusammenfallen. Wenn f (i, y) mit
Riicksicht auf y abnimint, dann gelten fir » = 2 {ir die nicht triviale Losung im be-
stimmten Intervall (0, > die Ungleichungen Yy(x) > y(x) > Yi(x). Daraus folgen fol-
gende Folgerungen:

a) Wenn f(a, y) far y < 0 [y > 0] mit Riicksicht auf » abnimmt oder zunimmt
|zunimmt oder abnimmt], j(x, 0) == 0, dann hat das System (3) nur eine Triviallosung
und die Folge (1) konvergiert.

b) Wenn f(x, y) eine ungerade Funktion ist, dana erfullt die Losung Yy, Y, des Sys-
tems (3) die Gleichung Yy == ¥, und jede von den Funktionen Y, Y, ist eine Losung der
Gleichung y' = —f(x, y).

Wenn die Funktion f(x, 4) mit Ricksicht auf y abnimmt und wenn sie ecine stetige

x Yol!)
Ableitung nach @ hat, dann erfiillen die Funktionen Y, ¥ die Glleichung j de [ f(t, ) du -
Yo(r) 0 Ty(t)
" f(r, y) dy. Ferner werden Bedingungen beschrieben, unter welchen wir die Kompo-
Vi{r) ¥,
nenten Y. ¥V als Losung der Gleichung ff(.r?, y) dy = 0 bestimmen konnen.
¥

0
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