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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VIII, 1 — 1953

O MAXIMALNOM SPOLOCNOM ZJEMNENI
A MINIMALNOM SPOLOCNOM ZAKRYTE
DVOCH TOPOLOGICKYCH FAKTOROIDOV

ROBERT SULKA, Bratislava

V ¢élanku [4] som sa zaoberal zakrytom topologického faktoroidu. Pretoze
je zname. Ze najvicsie spoloéné zjemnenie a najmensi spolo¢ény zakryt dvoch
faktoroidov s faktoroidmi (pozri [1]), vyskytla sa tu otdzka. &i aj najvicsie
spolo¢éné zjemnenie a najmensi spolo¢ny zakryt dvoch topologickveh fakto-
roidov (pozri [3]) st topologickymi faktoroidmi. RieSenie tejto otizky je
predmetom tejto prace.

Vicésinou som zachoval oznacenia z ¢lanku [4]. a. b, @, y. z. ... s0 prvkami
topologického priestoru . X je jeho uplny systém okoli a U, V. W....  su
okolia zo 2; [(], a [(], budt rozklady na G, 4,, B,. X;. Y,. Z,. ... budu
triedy z [G),, 4,. By, X,. Y,, Z,. ... triedy z [G],. 2| nech je Gplny svstém
okoli topologického priestoru [G(]; a X, nech je tiplny systém okoli topologického
priestoru [G,; U,, V,. W,. ... nech st okolia zo X;a U,. V,. W, ... z0 Y,.

[G];s nech znaéi najvicsie spoloéné zjemnenie a {G};, nech zna¢i najmensi
spolotny zakryt rozkladov [(]; a [(],. Triedy z [G];, a {G};, budeme znacit A.
B, X, Y. Z. ..., uplny systém okoli topologickych priestorov [G], a {(#} .
ozna¢ime X* a okolia zo 2* nech sa U*, V* W* ...

Kazdé trieda najvicsieho spoloéného zjemnenia [(f),, rozkladov [G], a [(/],
je prenikom jednej triedy X, € [(]; a jednej triedy X, € [G'], (pozri [1]).

Nech dalej 1X, a «X, (x koneéné celé ¢islo, x =~ 1) su také triedy z [G],. Ze
k nim existuja triedy X, (+ DX, ... 2X X, z[(] a triedy («- DX, « 20X, 0
2X,. X,z [Gy, kde "X, n "X, F=0a ' X,n0+NX =0 pre v=1 2 ... v~ I
Potom hovorime, ze triedy 1X; a « X, sa daja spojit retazcom «X, (« DX . . ...
2X,. X, v rozklade [(],. Kazda trieda najmensieho spolotného zakrytu {G},,
rozkladov [G]; a [(], je zjednotenim vSetkych tried rozkladu [GF];. ktoré sa dajui
spojit nejakym retazcom v [G], s tou istou triedou X, € [G], (pozri [1]).

Najsamprv uvediem priklad, z ktorého vyplyva. ze ak [G], a [G], st dva
topologické rozklady na topologickom grupoide ¢ pri iplnom systéme okoli L.
najviadcsie spoloéné zjemmenie tychto rozkladov nemusi byt topologickym
rozkladom na @ pri dplnom systéme okoli 2.
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Priklad 1. Nech G, (pre i = 1.2) je mnozinou vietkych redlnych ¢isel
= 0. Nech operacia nasobenia v G,,, je definovana takto: ~;f; = max (v;.
f,). Okolim z uplného systému okoli X ;, v G, nech je kazda mnozina prvkov &;.
0 vy << & < fyopricom x; < ;. Potom zrejme je G ;, topologickym grupoidom
pri takto definovanom ndsobeni a pri tplnom systéme okoli X;. Podla po-

<
S

mocnej vety z ¢lanku [5] je aj kartézsky sadin G = G, X (,, (topologickych
arupoidov G, a G,,) topologickym grupoidom.

Definujeme rozklad [G]; na G. Oznaéme znakom X,(£) mnozinu vsetkych
pryvkov (&£.&,), & > 0. VSetky mnoziny X,&) davaju rozklad na ¢/, ktory
oznacime [(];. Lahko sa da zistit, Ze tento rozklad je vytvarajacim rozkladom.

Dalej oznatme znakom X,(&) mnozinu vsetkych prvkov (&, &), 0 < &, <
a vSetkyeh prvkov (&, &), 0 < & < & Vetky mnoziny X,(&) su triedami

£
S

rozkladu na G, ktory oznaé¢ime [G'],. Podobne ako pri rozklade [(7]; sa aj v tomto
pripade da lahko ukazat, ze [(F], je vytvarajicim rozkladom.

Zrejme je aj [G); (pre ¢ == 1. 2) topologickym rozkladom v . Napriek tomu.
nie je najvicsie spoloéné zjemnenie [(f|,, topologickych rozkladov [(]; a [(f]..
topologickym rozkladom na G pri Gplhom systéme okoli 2. Kazda trieda X

rozkladu [(7]), je sice uzavretd mnozina v (f (triedy z [G(F];, si totiz jednak
mnoziny. obsahujice jediny prvok (&;. &,) € 4. & < &,, jednak s to mnoziny
prvkov (§.&). 0 <& = &) no ukazeme. ze U X (U € X) nie je pre kazdé [J
nl=+
otvorenda mnozina v G.
Nech {7 je mnozina vsetkych prvkov (&, 8,). 1 < & < 2.0 <& < 1.Uu X je
Xnt+
v tomto pripade mmnozina vSetkych prvkov (£. &), 0 <& < & | < & <2
a tato mnozina nie je otvorena, pretoze obsahuje hrani¢né prvky (&, &), 1 <2 & <
)

Veta 1. Nech [(F], a [(). sit topologické rozklady na topologickom. priestore (1
pri tiplnom systéme okoli X. Nevyhnuinow a postaéujicou podmienkow pre to.
aby najvicie spoloéné zjemmenie (G, rozkladov [G], a [G), bolo topologickijm
rozkladom na topologickom priestore G pri dipinom. systéme okoli X je. aby U X
hola otvorenou mnoZinouw v G pre kaidé U € 2. o

Dokaz. Nevyhnutnost tejto podmienky je zrejma z definicie topologického
rozkladu. Ukazeme teraz, ze tato podmienka je aj postadujiaca. To vvplyva
7 toho. ze kazda trieda X € [(];, je prenikom jednej triedy X, € [(F], a jednej
triedy X, € [(f],. teda X = X|, n X,. Pretoite [('], a [(], st topologické roz-
klady. je X, aj X, uzavretd mnozina a X ako ich preunik je tiez uzavreta.

Veta 2. Nech [, a [G), st topologické fakioroidy na topologickom grupoide (7

pritiplnom systéme okoli X. Nevyhnutnow a postacujicon podmienkou pre to. aby
najoiacdic spolofné zjemmenie [@ly, topologickych faktoroidov [G), a [(F], bolo
topologickym  faktorotdom na topologickom grupoide G pri 2iplnom systéme

okoll X je, aby U X bola otvorenow mnoZinow v G pre kazdé U € X.
XnU=x=o
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Dokaz vyplyva z vety 1 a z toho. %e najviidsie zjemnenic [(2 je fakto-
roidom (pozri [1)).

Priklad 2. Nech G, (i = 1,2) sG mnoziny redlnych ¢isel & >0 (i = 1.2).
Tieto mnoZiny s pri operdcii sé¢itania realnyeh ¢isel grupoidmi. Nech U, je
mnoZina vietkych redlnych &isel &, 0 = ~; < & < f; pre ¢ = 1, 2(r,. ;2= 0,
\; < P; redlne ¢isla). Systém vSetkych mmnozin {7, oznaéme X pre ( = 1.2,
G, je potom topologickym priestorom pri iplhom systéme okoli X a Tahko
sa da zistit, Ze je aj topologickym grupoidom pri plnom systéme okoli X
Potom podla pomocnej vety z ¢lanku [5] je aj kartézsky stcin G = G, x
X Gy (topologickyceh grupoidov G, a (,)) topologickym grupoidoni.

Definujme teraz rozklady [G], a [G], na G. Ku kazdej usporiadanej dvojiei
(&,.&,), 0 <& <1 (1 = 1.2) priradme triedu X,(&;, &) = {(& + k. & —1) k.l
=0, 1. 2, ...}. Vietky triedy X, (. &,) tvoria potom rozklad na (. ktory
oznadime [(],. Dalej ku kazdému prvka & >0 privadme triedu X, (&) —
= {(§.8&) ] & >0} . Triedy Xy(&,) tvoria tiez rozklad na 7, ktory budeme
znadit [(,. Rozklady [(]; a [(], s zrejme topologickymi rozkladmi na (7.
Lahko sa d4 ukazat, ze [(f], je vytvarajicim rozkladom. Dokazeme teraz. ze
aj [(f], je vytvarajacim rozkladom. Za tym adelom nech A,(v;. v,) = {(v, =
ko gDk l=0.1,2....3 a B(f,.B) = {(fy+m. Pyt n) mon -
—=0.1,2, ...} st dve triedy z [(],. 4,8, je mnozinou prvkov ((v, - ;) -
4+ (k4 m). (%o + Bo) + (4 7n) = (y1 4+ 1.y, + 5), kde 0 <y, < 1. pricom
=+ for=0,12 ... ked x;,+ =1, ay =~y -+ —1.r= 1,2.
ked a; + f; > L. dalej 0 <<y, =< 1, pricom yp, = x, + fo. s = 0. 1.2, ...,
ked oy o<1l a y,=05+ps—1, s =1.2 ... ked x, + 8, > 1. Preto
A B Uiy yo) ={ + 1 yaF8)|r, s =0, 1.2, ...} a vozklad [(],
skutoéne vytvarajici.

Ku kazdému & >0 a &, 0 <& <1 moézeme priradit jednu triedu naj-
vidsieho z]emnema [G;2 (rozkladov [(]]1 a[Gly). X(&.&) = {(&. &+ k) k=,
1, 2, ...}. Je zrejmé, ze v tomto prlpade je splnenia podmienka vety 1.
a preto [G]12 je topologickym rozkladom na (. Pretoze [(], a [(], s v na-
gom pripade tiez topologickymi faktoroidmi na G. je nim podla vety 2
aj [G]ie-

Nasledujuci priklad ukazuje, Ze ak [G]; a [(], si topologické rozklady na
topologickom grupoide ¢ pri uplnom systéme okoli X, nemusi byt najmensi
spoloény zakryt tychto rozkladov topologickym rozkladom.

Priklad 3. Nech ¢, je rovnako oznadeny topologicky grupoid z pri-
kladu 1. Nech G, je mnoZina redlnych ¢&isel &,, 0 < & << 1. Nasobenie v ¢,
nech je definované tak ako v G, teda ~x,f, = max (x,, f};). Okolim z Gplného
systému okoli X, v G, nech je kazdd mnozina prvkov &, 0 <, < &, <
< B, < 1. Pri tomto nasobeni a tiplnom systéme okoli je zrejme G ., topolo-
gickym grupoidom. Podla pomocnej vety z élanku [5] je aj kartézsky siein
G = Gy, X G topologickym grupoidom.
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Dalej budeme definovat rozklady [G] a [G], na G. Nech X,(&) je mnozina
vietkyeh prvkov (€, &), 0 < &, < 1. Tieto mnoziny nech st triedami rozkladu.
ktory oznacime [(];. Xy(8) nech znamend mnozinu vietkych prvkov (€, &,).
0 <& =& <1 a vsetkych prvkov (£,.8), 0 < & = & << 1. Pre & 1 nech
_)(E) znamend mnozinu vietkych prvkov (&, &), 0 << & < 1. Vietky mno-
Ziny Xy(&) tvoria rozklad na @, ktory budeme oznacovat [G],.
thk() mozno zistit. ze [(]; a [@], si vytvarajice a topologické rozklady
na (/. No napriek tomu najmensi spolodény zakryt {G},, topologickych rozkla-
dov [(]; a [(/], nie je topologickym rozkladom na (. Mnozina v§etkych prvkov
(§1.8&). 0 << & < 1,0 <& < 1 je totiz jednou z tried zakrytu {Gf},,, no tato
nmo?ina nie je uzavreti v ¢, pretoZe ncobsahuje hraniéné prvky (1, &), 0 <

& . Pritom vsak predsa pre kazdé 7 € X je u X (X € {(#};,) otvoreni
XnU+

-

\(

mnozina v (.

Veta 3. Nech [(F]; a [G, s topologické rozklady na topologickom priestore ¢
pri i plnone systéme okoli X. Nevyhnutnow a postacujiicou podmienkow pre to.
aby najmen&i spolony zikryt {5 topologickiich rozkladov [(F], a [(], bol topo-
logick ijm rozkladom na topologickom priestore G pri dwplnom systéme okoli X je.
aby kaida trieda X € {(},5 bola uzavretd mnoZina v G.

D okaz. Nevyhnutnost tejto podmierky je zrejma z definicie topologického
rozkladu. Aby sme dokazali, Zze tato podmienka je aj postacujicou, stadi
ukizat. ze U X je otvorend, mnozina v (. Oznatme M, = u X;, U, mnoZinu

YnlU=+o XinU+o
vietkyeh tried X,. pre ktoré plati X, n U/ 4= ) a @ mmozinu vSetkych tried
X, € [(7),. ktoré sa daji spojit s niektorou tricdou z U;. Potom u X = u X,.
XnU+o Xed
Nkutotne. X = u X,. kde X je mnozira vSetkych takych tried X,, Ze tieto
YieX
triedy X, sa d&]u navzajom spojit v [('],. Ked X n U == J, vyplyva z toho,
7¢ existuje (k tomuto X) také A, € X, z¢ 4, r U 5= ¢ a vietky X, € X sa daju
spojit s A, v [(],. Je teda A4, € U, preto ¥ c® a z toho vyplyva, ze X =
uX,culX,. dize uX c uX,. Nech teraz naopak X, € ®@. Potom existuje
NeX  Xied Ynl+e Xed
také A, 7e A, € Uy, ¢ize A, n U == 0 a X sa dé spojit s 4; v[(],. To znameni.
7e X, a A, patria do tej istej mnoziny ’c (je to mnozina vsetkych tried z [G];.
ktordé sa (laJu v [({], spojit s triedou X, a teda aj s triedou 4,). Potom X, ¢ U)? L ==
Xe
X atiez A,cuX, = X. No pretoze 4, n U == 0, jeaj X n U == 0. Z toho
XeX
viplyva. ze X;c X cu X, ¢dize U X, CuU X a tym je tvrdenie dokdzané.
XnU+g Xyed XnU+go

Utvorme si teraz pre kazdé prirodzené ¢islo » mnozinu M, takto defino-
vani:

M, =uX,. M, =vUX, My, .1 == X, (m=1 2, ...). Pretoze roz-
101/ £ o XonMym—1F© XinMyn+g
klady [G], a [G], st topologické rozklady na ¢, si mnoziny M, pre kazdé

23



prirodzené ¢islo » otvorenymi mnozinami v G, a preto otvorenou mnozinou je

aj zjednotenie M = u M,, ., (m = 0, 1.2, ...). Sta¢i este dokézat. ze ./
= U X,, pretoze na zaklade vy§sie dokazaného bude M == u X a teda U X
Xied Xnt = AWYARS

bude otvorena.

Ked je X, € @, d4 sa X, spojit s niektorou ‘r1'ie(lou 'X, € U, Nech 'Y,
X, ....*X, = X, je retazec v [(f],. ktory spaja prvky 'X, a X, A G
-V X, nech s tie triedy z [(),. Zze "X, n "X, =0 a "X, n" ”\, + 0 pre
e l, 2, ...,x — 1. Pretoze X, €U;, je 'X,nU 0 a teda 'X,C,.
Dokazeme teraz, ze ak pre nejaké u (u celé &islo, 0 < u < v) plati X, c M,, ,.
potom VX, cM,, . Predovsetkym je "X, n "X, 4 0. "X, n" VX, %0,
Pretoze podla predpokladu je "X, ¢ M,, ,, plati "X, n J,, | = 0. teda
”X 2 CM,,. Pretoze "X,c M,, a "X, n VX, £ 0. je " VX, n M, + Gateda

VX, My, .y. Pretoze 'X,Cc M,, je predpoklad "X, c M,, , splheny pre
w = 1 a z toho na ziklade vyssie dokdzaného dostivame. ze "X, c M,, ;. pre

v = 1.2, ..., x. Z toho dalej vyplyva, ze X, =X, ¢ M, ,atedatiez X,c ..
z ¢toho U X, Cc M.
Yied

Nech naopak X, c M. Potom existuje také celé ¢islo x, 1 =7 v. 7e X, c Mo,
= U X, (kde pre v =1 polozime M, ,= M, = 7). Oznadme X, = «X,
NinMyq 23 7
Potom «X, c M,, ;.
Dokazeme najprv,ze ak pre nejaké u(u celé éislo, 2 <2 u = v)je "N, c.M,, ,.
tak existuje také v1X, ze' VX cM,, yataké VX, get VX, At VX, ()
a VX, n X, 4 0. Kedze podla predpokladu je "X, c.M,, ; = u X,

XAy e

je "X, nM,, , = 0. No pretoze My, ., = U X,. existuje také “VX,. ze
Non Moy o #0)
v Xy e My, y. " VX, n X, =0 a VX, n M, ,+0. Pretoze viak
vevX,n My, g =0a M, ;= uX, (kde v pripade. ze u = 2 polozime
\'ln 7 YTEE

M, = U). exwtu]e také VX, ze VX, ¢ My, ya VX, VX =00 Ako
sme videli, je *X, c M,, ,, ted@ predpoklad "X, c M,, , plati pre u = v,
Z toho a z prave dokdzaného vyplyva, ze k triede X, existuji triedy X
= e X, e VX 02X X 7 [ a triedy VX, e X, 02X, LY 2 [,

pricom “VX, A DX L @Ga VX, n X F=0pre A=2,3. ....xa'X,CI,.

Teda triedy X, = «X,, VX,  2X, '\, tvoria retazec od X, po X, v [(/],.
a pretoze X, c M, = U X;. je 'X, n U = (), ¢&ize 1X, € U';. No kedze sa X,
onUo

da spojit vyssie zostrojenym retazcom s 'X, € U,, je X| € @. a preto je aj
X, cu X,. Z posledného vztahu teda konetne vvplyva. ze M/ c U X,. a preto

X,e Xied
M = v X, ¢im je dokaz skonceny.
Xeod

Veta 4. Nech [@], a [G,y st topologické faktoroidy na topologickom grupoide (7
pridplnom systéme okoli X. Nevyhnutnou a postacujicow podmienkow pre to. aby
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najmensi spoloény zakryt (G, topologickjch faktoroidov [, a [(F], bol topo-

logickygm faktoroidom na topologickom grupoide G pri dplnom systéme okoli X
je.aby kaZda trieda X € {G}, bola uzavretd mnoZina v G.

Dokaz vvplyvaz vety 3 a z toho, Ze zdkryt {G},, je faktoroidom (pozri[1})-

Priklad 4. Nech [G], a [(], st topologické rozklady z prikladu 2. Potom
ku kazdému &, 0 < & < | mozeme privadit triedu X (&) = {(&, + &, &) [k =

0. 1.2, ..., & >0} najmensieho zakrytu {G},, (rozkladov [G], a [G],).
Pretoze je splnend podmienka z vety 3, je aj {G},, topologickym rozkladom
na (. Pretoze [G]; a |G], st topologické faktoroidy na . je nim podla
vety 4 aj (G}y,.
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HOAHOT CHETEME ORPeCTHOCTeil 2

) HCOOXOMMBING 1 0CTATOUHBIM. VEAOBUCN L0 oo, 4100 HauOo0ALHICC VL IOTHe e
[y ronoaotnaeckux gacroponions |Gy (Gl 56010 ToH00rRIee RIM GaRTOPOR,LOM Ha TO10-
AOPHUCCROAM Py o e Gapi noanoil cuereme ogpecrioereii Xosigasierest 1o, aroon U X
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ON THE MAXIMAL COMMON REFINEMENT
AND THE MINIMAL COMMON COVERING OF
TWO TOPOLOGICAL FACTOROIDS

ROBERT SULKA

Summary

This article is a continuation of the author's papers [3]. [4] and [5]. He proves the
following lemma:

Let [(f]; and [(7], be topological falktoroids on the topological grupoid 7 with the
complete system of neighborhoods X.

a) The necessary and sufficient condition for that the maximal common refinemen
| G2 of topological factoroids [(F]; and [G], be a topological factoroid on the topological
grupoid G with the complete system of neighborhoods 2 is that U X (X € [(/];,) be an
open set in (f for each U € 2. YoU+«

b) The necessary and sufficient condition for that the minimal common covering {4 .
of topological factoroids [(]; and [(7], be a topological factoroid on the topological uru-
poid G with the complete system of neighboorhoods ¥ is that each class X €{(¢}, be a clo-
sed set in (.
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