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MATEMATICKO-FYZIKALNY ČASOPIS SAV, IX, 4 - 1959 

0 ISTOM ZOBRAZENÍ KOMPLEXNĚ* 
P R O J E K T Í V N E J ROVINY 

VÁCLAV M E D E K , Bratislava 

B. A. RozenfeTd [1] udává jednu možnost interpretácie komplexného 
projektívneho priestoru Pn(i) tak, že k bodom tohto priestoru priraďuje priamky 
reálného projektívneho priestoru P2l+i- A. P. N o r d e n [2] sa zaoberá touto 
ínterpretáciou pře n — 1. Cielom tejto práce je odvodit niektoré základno 
pojmy a vztahy tejto interpretácie pre n --- 2. 

1. Pod komplexnou projektívnou rovinou P2(i) budeme rozumieť množinu 
všetkých usporiadaných trojíc čísel \xx -f- x2\, x3 -f x±i, x5 + x6i]

L), kde aspoň 
jedno z reálných čísel x.; je rózne od rudy: přitom dve usporiadané trojice 
čísel [xl + x2i, xs + x^i, xo + xe\], [Q(XJ + x2i), Q(X.S -f a,4i), Q(X5 + x9i)], 
kde O X -{- fii =\= 0, budeme považovat za ekvivalentně. Tým sme rozdělili 
množinu všetkých usporiadaných trojíc do tried. Každií triedu nazveme 
bodom roviny P2(i), každú usporiadanú trojicu čísel z tejto triedy nazveme 
představitelkou tohto bodu a každým takým to trom usporiadaným číslam 
budeme hovořit súradnice toho bodu. 

Nech bod Ar je určený představitelkou [xx + x2i, xz -f- x4i, xb -f- x6\]. Potom 
vsetky ostatně představitelky bodu X majú tvar [Xxx — JUX2 + (fj,x1 -f- Xx2) i 
Xx.Á — /tx'4 + (fix3 -f- Xx^) i, Xx5 — fxx6 -f- (j.ix5 -f- Xx6) i]. Ku každej takej to 
představitelko možno přiřadit (až na poměr X : ju) právě jeden bod reálného 
projektívneho patrozmerného priestoru P-, o súradniciach [Xx± -— /ux2, /ux1 -j 
f- Xx2, Xx?> — LIX±, JLIXZ -f- AX4, Xx5 — (JLXQ, /LIX5 ~f Xx6]. V s e t k y t i e t o b o d y vy-

plnia zrejme priamku Xx prechádzajúcu bodmi X(x^, x2, x3, xA, x5, x6)
2) 

i\ X' (- x2, xl, —X4. x3, ~x6, x5). Každý bod X €P2(i) definuje takým to spó-
soborn v priestore P 5 invoiutórnu kolineáciu / o rovniciach 

.r, — -—x2, x* ~ xx, x:) =•= - xé, x± —- xz, x5== x6, X$ — x5, 

ktorá nemá žiadne samodružné body a spojnice odpovedajúcich si bodov sú 
obrazmi bodov roviny P2(i). Eahko nahliadneme, že toto zobrazenie bodov 
roviny P2(i) do uvedených spojnic v P5 je jednojednoznaené. Spojniciam typu 

l) Niekedy budeme používat' i taketo označen ie Xx •—- xx -{- x2i, X2 — ír3 + x4i, X 8 

xb -{• x6i. 
a) Pře bod X €F2(i) a K 6 P6 budeme i>oužívat to isté označenie, pokial nebude moct 

dójsť k nedorozumeniu. 

211 



« 1 . — «2> !>i, - 6 , 
a2. « 1 , V \ 
« 3 - - a 4 . tV -bt 

« 4 , «з, V \ 
«s- - « в . lv -A 
«„. «5, 6.. \ 

XX' v .Pr; budeme hovoriť k-priamky. Z vlastností zobrazenia ihned vyplývá, 
že dve rózne k-priamky nemajú nijaký spoločný bod. 

Pod priamkou pčP2(i) prechádzajúcou bodmi A, B, kde A -IB B budeme 
rozumiet množinu bodov X, ktoré možno vyjádřit takto: X = XA + /uB, kde 
X •= Xj + A2i, ju = fa + fai. Súradnice příslušného bodu X v P5 sú potom 

xx = Xxax — l2a2 + ^ b j — /u2b2. xA = A-.a4 + A ^ + //A + nJh* 
# 2 = A4a2 + A ^ + ^ba + fabx, # 5 == Xxa5 — X2ae + /LA — /t2b6. (1) 
x3 == lxa3 — Z2a4 + ^63 — ^2b4, #6 ^ Xxas + /2O5 + //,b6 + /I2b.v 

kde [a4 + a2i, a3 + a4i, a 5 + O:6i] a [b4 + b2i, b3 + b4i, b5 + b6i] sú představi­
telky bodov A a B. Ak Xx, h2, fa , fa prebiehajú všetky reálné čísla, potom 
všetky body X vytvoria trojrozměrný priestor PP:). Na to stačí ukázat, že 
matica 

(2) 

má hodnost 4. Priamytn výpočtom sa přesvědčíme, že determinant z prvých 
štyroch riadkov tejto matice má hodnotu (arb3 — «2b4 — asbl + r/4b2)

2 -f 
+ ((h0z + ai°i ~~ a3^2 ~~ # A) 2- Z předpokladu A + L> vyplývá, že matica 

O;4 + O2i, O3 + O4i, O- + O6i \ 
bi + ^ + b3 + b4i. b,3 + b6i / 

má hodnost 2. Potom determinant z prvých dvoch stlpcov musí byť rózny 
od nuly 

I ax + a2i, a3 + O4i,
: / . / • / / 

+ OLb4 •- a:ib2 -- r/4bj) i --+ o. 

Z toho už naše tvrdenie vyplývá priamo. 
Trojrozměrné priestory. ktoré sú obrazmi priamok roviny P2(i), budeme 

nazývat k-priestormi. 
Ak zvolíme v k-priestore PP3 za základné body bázy body A, A\ B, B' (sú 

lineárně nezávislé, pretože matica (2) má hodnost 4), potom bod X € PPÁ má 
súradnice (A1? X2, fa, fa) a bod X'(—X2, Xx, — /t2, /t t). Vidíme, že involúcia / 
indukuje vr priestore PP3 involúciu /' o rovniciach X[ — —X2, /ó - /T , /*! - I-^ . 
//o — fa. Spojnice odpovedajúcich si bodov v involúcii /' sú k-]H'iamky a tvoria 
v pP3 kongruenciu navzájom mimobežných priamok. 

Veta 1. Dva rózne k-priestory majú spolocnú právě jedna k-priamku. 
D ó k a z . Dva rózne trojrozměrné priestory v P5 majú vždy aspoň jednu 

priamku spolocnú. Nech X je bod spoločný dvom k-priestorom. Potom obidva 
tieto fc-priestory musia obsahovat aj bod X' a teda celu k-priamku XA+ 
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Okrem tejto fc-priamky nemóžu mať spoločný žiaden bod, pretože by museli 
mať spoločnú ďalšiu k-priamku a potom by museli splynúť. 

Z tejto vety priamo vyplývá, že dve rózne priamky v P2(i) majú spoločný 
právě jeden bod. Všetky priamky roviny P2(i), ktoré prechádzajú jej lubo-
vofným bodom O, móžeme potom dostať takto: Zvolíme lubovolnú priamku 
o € P2(i) neprechádzajúcu bodom O. Potom spojnice bodu O so všetkými bodmi 
priamky o sú zároveň všetky priamky prechádzajúce bodom O. Tento systém 
priamok nazveme zvázkom priamok o střede 0. 

Zvázok priamok v P2(i) sa zobrazuje takto: Daná je k-priamka Ox a &-priestor 
°P; í, ktorý ju neobsahuje. Potom každá k-priamka priestoru °P2 spolu s priam-
kou O! určuj li k-priestor, ktorý je obrazom jednej priamky zvázku v rovině 
P2(i). Takýto systém k-priestorov budeme nazývat zvázkom k-priestorov 
s osou 01. 

2. Kolineácie a antikolineácie roviny P2(i), t. j . příbuznosti o rovniciach 

X?=AifX, (a) X^A^X, (b) (3) 

inajii tli vlastnost, že transformujú body do bodov. Odpovedajúce transfor-
mácie v P 5 musia mať potom tú vlastnost, že transformujú k-priamky do 
k-priamok. 

Vyšetřujme také kolineácie v priestore P 5 , ktoré transformujú k-priamky 
do k-])riamok. Platí: 

Vela 2. Nutná a postačujúca podmienka, aby kolineácia K priestoru P 5 

transformovala k-priamky do k-priamok je, aby K/ -= IK. 
Do k a z . Nech kolineácia K má rovnice 

yi r - a>ikXk-

Kolineácia K priraďuje teda bodu X bod Y. Ďalej nech K(X') -= Y. Aby koli-
neácia K transformovala k-priamku J I ' do A-priamky, třeba, aby body YY'Y 
ležali na jednej priamke, a to pre lubovolnú volbu bodu X. Prvé dve súradnice 
bodov YY'Y sú 

//l -— ^11^1 ~f~ ^12^2 + aiZX% ~T aUXl + ^15^5 T ^16*^6* 

//l " 21 l *̂/22 2 23*^3 24 4 ~ 25 5 26 6 * 

?/l r ^12^1 ^11*^2 + aHX?> (h;>X<l + ^16*^5 ^15^6? 

V'2. " ^21^1 + ^22^2 + a,.!3X'<i + ^24^4 ~t~ ^25*^5 + ^26*^6* 

?Á -"-= ttll^l + «12^2 + ai3X?> + ^14^4 + «15^5 + #16^6 • 

?/2 ~ ^22*^1 ^21 2 ~t~ ^*24"^3 ^23*^4 1 26^*5 a2óXQ' 

Aby body Y, Y\ Y ležali na jednej priamke pre lubovolný bod X. musia 
existovat také čísla A, /̂ , v, ktoré nie sú súčasne rovné nule, že platí 

tyi + Mi + výi =- °« %2 + M2 + ry* = °-
a to nezávisle od čísel a^. Musí teda platit například 

Xan pi,a21 + va12 = 0, Aa12 — /na22 — van = 0, 
Xa21 + ^ a n + va^ = 0, Aa^ + [xa12 — va21 = 0. 
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A k v y p o č í t á m e p o m ě r X : /t : v z p r v ý c h dvoch rovnic a z pos ledných d v o c h 

rovnic, d o s t a n e m e p o r o v n á n í m výs ledkov rovnicu 

(l\\a2\ + ai2a22 ~ O- ( X ) 

Ak v y p o č í t á m e p o m ě r X : (JL : v z prvej a poslednej rovnice a t a k isto z druhe j 
a t r e t e j rovnice, d o s t a n e m e p o r o v n á n í m výs ledkov rovnice 

a\v — a | 2 -f dL
vl — d\\ ~ 0, afL — a | 2 -- a\2 -f a | t — 0. 

Z t o h o 

tf'u ~- i a 2 2 ? a12-=-- ± # 2 i -

D o s a d e n í m do rovnice ( X ) zistíme, že móžu n a s t a t t i e t o d v a p ř í p a d y : 

1. a n — a22, a12 = — a 2 1 2. a n — — «2 2 J a 1 2 — a2l. T ý m i s t ý m p o s t u p o m , po-

uži júc aj o s t a t n ě súradnice yi, yl, ~yi bodov Y, Y', Y, d o s t a n e m e o b d o b n é 

v z t a h y p ř e koeficienty aik. Rovnice kolineácie K raóžu m a t p o t o m dvojaký 

t v a r : 

yx axx} -f a2x2 -f O;>.r:> f aAxA -\ ahxh f ' W 

//o r / ^ -f Orr2 O4.t\> -f a:lxA a6xh > O5.r6. 

//.. ~ V l + V 2 + V í , + V 4 4 V * -]- b6^fi. 

?/4 V l -i" 6, # 2 ~ ^4'̂ ri + V í - V ! . + V e -
H5 r-. q.r, -f c2a;2 -f c:ix:i - c 4 # 4 -i r-,a\-, 4- v , 

(a) 

[ 6 , Л R " 

.V« - C.J.T! -4- c,x2 c,x., - r , . ^ c 6 x 5 - r c,.r6 

( + ) 

(b) 

?/, \1u:1 i \2a\> f- \:rx\> f > ^ 4 4 \5;rr> 4 v V 

//2 \ 2 ^ \T.Tj -f \ 4 ^ 3 \ A + W , V * V 

>/;> V í 4 V 2 -I- /Va 4- V 4 f V o + fef 
>L4 -- V í V 2 4 V:>> - V í + V * V e -
//:> "•- 7l*'l 4" 72^2 + 7 A f 74^4 "f 7 ^ -?- 76^6 • 

íh 7-ix\ 7\x-i 4 74^3 Y*x\ + 7r,̂ r, •- } W 

J^ahko sa přesvědčíme, že ])re obidve t ie to kolineácie pln ti Kl IK. 

N e c h n a o p a k pJatí Kl --- IK. P o t o m ])orovnaním př í s lušných koeficient o v 
ihneď vyplývá, že kolineácia K musí mať alel)0 rovnice (4a) alebo (4b). 

Veta 3.. Kazda kolineácia (an ti kolineácia) roviny P 2 ( i ) je reprezentovaná 
v priestore P r > kolineáciou typu (4a) typu (4b) a naopak. 

D ó k a z v e t y vyplývá ihneď z rozpisu rovnic (3a) a (3b). 
Kol ineácie t y p u (4a) budeme n a z ý v a t kol ineáciami p r v é h o d r u h u a kol i 

neácie t y p u (4b) kol ineáciami d r u h é h o d r u h u pr ies toru P 5 . Z t v a r u rovnic 
kolineácií prvéJio a d r u h é h o d r u h u vyplývá, že k a ž d ú koJineáciu druhél io 
d r u h u m o ž n o d o s t a t a k o súčin istej J^olineácie p r v é h o drul iu a t e j t o speciálně] 
kol ineácie d r u h é h o d r u h u : 

X i ——- X-i , l i . ) —-"- X2 ? * -> ~~~ x~\ 1 X4t ~~:- X\ . X - r • tť- . X ('( --~— - Xa . ' ' ^ / 

Ident icke j kolineácii roviny P 2 ( i ) o d p o v e d á i d e n t i c k á kol ineácia pr ies toru P 5 . 

•Súčinu d v o c h kolineácií K2KX — K3 r o v i n y P 2 ( i ) o d p o v e d á súčin odpoveda-

,214 



júcich kolineácií prvého druhu v P 5 . Skutočne, nech KX(X) = Y9 K2(Y) = Z, 
potom K3(X) = Z. Bodom X9 Y, Z odpovedajú v P 5 priamky X1, Y±, Zx 

a pře odpovedajúce kolineácie prvého druhu v P 5 (ktoré označíme taktiež Kl9 

K2, K3) musí platiť tiež Kt(XJ = F 1 ? K2(YX) = Z,, teda K3(XX) = Zx, čiže 
K2KX = K3. 

Kolineácie roviny P2(i) tvoria grupu. Súčin kolineácie a antikolineácie je 
antikolineácia a súčin dvoch antikolineácií je kolineácia. Kolineácie a anti­
kolineácie tvoria grupu. 

Z predchádzajúcich úvah vyplývá: 
Veta 4. Kolineácie prvého druhu v P 5 tvoria grupu. Súčin kolineácie prvého 

druhu a kolineácie druhého druhu je kolineácia druhého druhu. Kolineácie prvého 
a druhého druhu tvoria grupu. 

Nech A, B, G sú rózne body priamky p €P2(i). Zvolme súradnicový systém 
tak, aby tieto body mali súradnice .4(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(l, 1, 0). Nech 
X = XA -f- JUB, kde fx 4= 0, to znamená X :}

r: A. Potom dvojpomer 
X X 

(ABCX) =— . Ak — je reálné číslo, možno dať tomuto faktu geometrický 
význam. Nech PP3 je k-priestor, do ktorého sa zobrazuje priamka p. Súradnice 
bodov A, B, C, X v tomto ifc-priestore sú A(i, 0, 0, 0), B(0, 0, 1, 0), (7(1, 0, 1, 0) 

X(X, 0. [i, 0). Všetky tieto body ležia na jednej priamke a zřejmé (ABCX) —- — • . 

X 
Vidíme ak je reálné číslo, všetky body X vyplnia celu spojnicu ABC (s vý-

fi 

nimkou bodu ^4). k-priamky, ktoró prechádzajú bodmi spojnice ABC, vy-
tvárajň regulus (spájajú body spojnice ABC a im v involúcii / priradené body 
spojnice A'B'C). Dvojpomer (ABCX) je teda dvojpomer k-priamok pro-
chádzajúcich týmito bodmi v tomto regule. 

Lubovolné tri rózne priamky k-priestoru určujú jediný regulus. Každá 
štvorica k-priamok tohoto regulu má reálny dvojpomer, to znamená, že aj 
příslušná štvorica bodov v rovině P2(i) má reálny dvojpomer. Takýto systém 
bodov roviny P2(i) nazýváme reťazcom. Platí teda: 

Veta 5. Reťazce roviny P2(i) sa zobrazujú do regulov zlozených z k-priamok. 
Podobné ako v reálnej projektívnej rovině, aj v rovině P2(i) platí: 
Veta (i. Jediné involutórne kolineácie roviny P2(i) sú jej harmonické homo-

fógie. 
D ó k a z možno robiť přesné tak ako v reálnej projektívnej rovině [3]. 
Příslušná konštrukcia v P 5 vypadá takto: Nech OO' je i-priamka odpoveda-

júca středu homológie. Nech °P3 je k-priestor odpovedajúci osi homológie, 
pričom k-priamka OO' neleží v priestore °P 3. Nech A A' je k-priamka rózna od 
OO' a neležiaca v °P 3 . Potom k-priamky OO' a A A' určujú k-priestor a P 3 , ktorý 
má s k-priestorom °P3 spoločnú fe-priamku ÁA'. &-priamky OO', A A'', ÁÁ' 
ležia v k-priestore a P 3 a určujú v ňom reťazec. V tomto reťazci existuje &-priam-
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ka BB' harmonicky združená ku &-priamke A A' vzliladom na spojnice OO' 
a A A' a to je hladaná k-priamka. 

V rovině P2(i) existuje jediný typ antikolineácií [ l j . Vhodnou volbou súrad-
nicového systému možno písať rovnice antikolineácie vo tvare 

X ť = -X,. (0) 
Táto antikoiineácia má za samodružné body všetky body. ktorých jedna 
představitelka má všetky súradnice reálné. 

3. Všetky body, ktorých jedna představitelka má všetky súradnice reálné, 
zobrazujú sa do bodov roviny °P2 o rovniciach x2 = xá = x6 = 0. Nazvime 
všetky roviny, ktoré vzniknu z roviny °P2 kolineáciami prvého druhu r-rovi-
nami. 

Veta 7. r-rovina neobsahuje ziadne k-priamky. 
D ó k a z . Vetu stačí dokázat pre r-rovinu °P2. Body roviny °P2 majú sú­

radnice (a, 0, b, 0, c, 0). Involúcia / priraduje týmto bodom body (0, O, 0, b, 
0, c). Tieto body ležia v rovině °P'Z. Roviny °P2 a °P2 sú zrejme mimobežné 
a teda rovina °P2 nemóže obsahovat žiadnu k-priamku. 

Kritérium, podlá ktorého možno určit, či rovina je r-rovinou, udává táto 
veta. 

Veta 8. Rovina je r-rovinou vtedy a len vtedy, ok obsahuje také tri body, zr 
tieto body a body k nim priradené involúciou l sú lineárně nezávislé. 

D ó k a z . Rovina °P2 je určená bodmi ^ ( 1 , 0, 0, 0, 0, 0), A^(0, 0, 1, 0, 0, 0), 
-45(0, 0, 0, 0, 1, 0). Involúcia / transformuje tieto body do bodov A[(0, i, 0, 
0, 0, 0), ^g(0, 0, 0, 1, 0, 0), A5(0, 0, 0, 0, 0, 1). Kolineácia prvého druhu trans­
formuje tieto body do bodov A1(a1, —a 2 , bl5 —b 2 . c 1 ? —c2), A3(a3. —a±, b3, 

-b4, c3, —c4), Áb(as, —a 6 , b5, —b6, c 5, —c6), Á[(a2, a±, b2. bx, c2, cx), -i'$(a4. 
«;{, b4, b3, c4, c3), Á'5(a6, a5, b6, b5, c6, c5). Tieto body sú lineárně nezávislé, 
lebo ich súradnice tvoria stípce v determinante kolineácie. Rovina °P2 sa 
přitom transformuje do roviny P 2 určenej bodmi A1, Á3. A5. 

Ak sú naopak dané lineárně nezávislé body Ál9 Á3, Á5, A[, A',, Á5, potom 
body Á5, Á3, Á5 určujú rovinu a existuje jediná kolineácia prvého druhu, 
ktorá transformuje body Ax, A2, Ab, A[, A'3, A'5 po radě do bodov A1% A:]. 
Á5, A[, A'?,, Á5 a teda rovina určená bodmi Ál5 Á3, Á5 je r-rovinou. 

Deiinícia. Všetky body roviny P2(i), ktoré sa zobrazuj ú do k-pria mok přetíná-
jvcich r-rovinu, tvoria 2-reťazec. 

Veta 9. Existuje jediný 2-reťazec prechádzajúci štyrmi bodmi roviny P2(i). 
z ktorých ziadne tri nelezia na jednej priamke. 

D ó k a z . Nech body M, N, P, Q roviny P2(i), z ktorých ziadne tri neležia 
na jednej priamke, zobrazuji! sa do k-priamok Mx, N1. P1, Qx priestoru P-: 
potom ziadne tri z priamok Mx, iV1; P l 5 Q1 nemóžu ležat v jednom k-priestore. 
Priamkami M1; N1 je určený &-priestor X P 3 a priamkami P x , Qx je určený 
&-priestor 2 P 3 . k-priestory X P 3 , 2 P 3 majú spoločnú. k-priamku Ox. Nech O je 
Tubovolný bod priamky Ox. Rodom O prechádza jediná priamka La taká. že 
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přetíná priamky Mx, N1? nech má s týmito priamkami spoločné body M, N. 
Podobné bodom O prechádza jediná priamka 2a pretínajúca priamky PY, Qx 

v bodoch P, Q. Priamkami Ja, 2a prechádza r-rovina P 2 , pretože napr. body 
M, N. P. M\ N'. P' sú lineárně nezávislé. Každým bodom priamky 0X pre­
chádza teda jedna r-rovina, ktorá přetíná k-priamky Mx, N1, P . , Qx. 

Naopak nech nějaká r-rovina P 2 přetíná priamky Mly Nx, Pt, Qx v bodoch 
JI, N, P, Q. Potom bod}' M, N a ich spojnica xa musia ležať v k-priestore ^ 
a body P, Q a ich spojnica 2a v k-priestore 2 P 3 . Pretože priamky xa, 2á ležia 
v jednej rovině, musia sa pretínať v bode Ó. Bodom O prechádza k-priamka O, 
spoločná obom k-priestororn 1PZ9

 2 P 3 . Pretože taká priamka je len jedna, je 
Ot == O1# Teda r-rovina P 2 je jednou z r-rovín, konstruovaných v predchádza-
júcom odsekli. 

Priamky Mlf Nl7 Pl9 Qx přetíná teda systém r-rovín, ktoré majú tú vlast­
nost, že každým bodom priamok M1, Nlf Ox, P1} Q1 prechádza právě jedna 
rovina tohto systému (budeme hovoriť o k-systéme r-rovín). Nech Rx je 
k-priamka pretínajúca r-rovinuP 2 v bode R. Potom priamka Rx přetíná všetky 
r-roviny k-systému. O bode R móžeme předpokládat, že neleží na žiadnej 
z priamok 1a. 2a, pretože v tých prípadoch je tvrdenie zřejmé. Zvolme bodom R 
dve priamky lr, 2r. Priamkou V prechádza k-priestor l i? 3 a priamkou 2r 
k-priestor 2 P 3 . k-priestory ^ 3 , 2 P 3 majú spolocnú priamku R1. Eubovolnú 
inu r-rovinu P 2 toho istého k-systému přetínájú priestory XR%, 2 P 3 v priam-
kach V, 2ř, ktoré sa pretínajú v bode R. Týmto bodom musí potom prechádzať 
aj ])riamka Rx. ktorá teda přetíná aj rovinu P 2 . 

Veta 10. Daný je 2-reťazec r-rovinou P 2 a k-priamka P x , ktorá neprislúcha 
tomuto 2-refazcu; potom existuje jediný k-priestor P 3 priamkou P1 taký, ze má 
s daným 2-refazcom spolocný refazec. 

Dokaž . Každý trojrozměrný priestor má s rovinou P 2 spolocný aspoň 
jeden bod. Ziaden trojrozměrný prietor prechádzajúci priamkou P1 nemóže 
obsahovat rovinu P 2 , lebo by sa museli potom priamka Px a rovina P 2 pretnúť. 
Priamkou P. a rovinou P 2 je určený štvorrozmerný priestor P 4 . Priestor P , 
nemóže obsahovat rovinu P2 (roviny P 2 , P', obsahujú 6 lineárně nezávislých 
bodov), preto ju přetíná v priamke Q[. Priestor P 3 určený priamkami P 1 } Q[ 
je k-priestor. Skutočne, přetíná rovinu P 2 v priamke Qx, ktorá má aspoň jeden 
bod A spolocný s priamkou Qx. Potom priamka P1 a spojnica AA' určujú ten 
istý priestor P 3 a je teda k-priestorom. Priamka Qx musí potom splynuť 
s ])riamkou Qx a priestor P 3 je hladaným k-priestorom. 

Nech P 3 je iný k-priestor prechádzajťici priamkou Px a pretínajúci rovinu P 2 

v priamke Qx. Potom priamky Qx a Q1 majú spolocný bod A a priestory P 3 , P ; í 

by mali okrem priamky Px spolocnú ešte priamku AA', čo nie je možné. 
P o z n á m k a . Priamku Q1 móžeme dostat priamo ako priesecnicu priestoru 

P 4 , určeného priamkou P x a rovinou P2i s rovinou P 2 . 
Pomocná veta. Reťazec je reprezentovaný k-priamkami kvadriky Q\ v k-pries-
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tore P 3 ; potom k lubovolnej k-priamke P1 je zdr uzená pot dra Q\ taktiez 
k-priamkou. 

D o k a z. Pr ie s tor P 3 nech m á rovnice xh = xe = 0. K v a d r i k u Q'i urč íme 
p r i a m k o u p = (OxX 03), kde OX(V 0, 0, 0, 0, 0), O3(0, 0, 1, 0, 0, 0). K v a d r i k u Ql 
t v o r i a v š e t k y k-priamky pret ína júce pr iamku p. R o v n i c a k v a d r i k y Q\ je 
p o t o m x4x4 —- x2x% — 0. k-priamka P x nech je u r č e n á b o d m i A(al. a.2. r/n, aA), 
A'(—a2. ax, — a 4 , O3). P o l á r n á rovina x bodu A v z h l a d o m na k v a d r i k u Q5 m á 
rovnicu a4xx aÁx2 — a2x.^ -f- a ^ = 0, P o l á r n á rov ina \ ' bodu A' v z h l a d o m 
n a k v a d r i k u Q'i m á rovnicu a^xA -j- a4x2 — ťt1(r3 — O2.r4 — 0. Ak nějaký bod B 
leží n a ])riesečnici Qx rovin v. V, í a h k o sa přesvědčíme, že na nej leží aj bod B' 
a t e d a p r i a m k a Q4 je k-priamkou. 

N e c h dl je fubovolný 2-reťazec r e p r e z e n t o v a n ý r-rovinou P2. k-priamka Px 

nech nepr i s lúcha 2-reťazcu ))i. P o t o m p o d l á v e t y 10 existuje jediný k-priestor P 3 

prechádzajúci p r i a m k o u P t , k t o r ý m á s 2-reťazcom ;)i společný reťazec. 
V pr ies tore P 3 zostro jme k p r i a m k e Px združenú p o l á n i Qx vz l i ladom na t e n t o 
reťazec. Potom k-priamky P 1 ? Ql n a z ý v á m e z d r u ž e n ý m i vz l i ladom na 2-re­
ťazec 9i a přís lušné body P . Q v rovině P 2 (i) t a k t i e ž z d r u ž e n ý m i vzhTadom 
na 2-reťazec 9í. 

4. V t o m t o odseku sa budeme zaoberať vzájomnou polohou reťazeov 
a 2-reťazeov. 

Veta 11 . Dva rozne reťazce v rovině P 2 (i) mozn mať xpotoha žiaden. jeden 
aleho dva bod]/. 

D ó k a z . Nech reťazec 1SB je určený v pr iestore Ph p r i a m k o u J{p a reťazec -v|5 
])riamkou 2p. K v a d r i k y H/í a 2Q\, k t o r é re])rezentujťi t ie d v a reťazce móžu 
ležať v o dvoch roznych k-priestoroeh lP^ 2 P 3 , alebo v j e d n o m P 3 . Ak iežia 
v roznych k-priestoroch, p o t o m t ie to priestory majň jedinú k-priamku spo-
íočnú. T á t o p r i a m k a móže alebo nemusí pris lúchať o b o m reťazcom. 

Nech t e r a z obidve kvadr iky XQ%, H/i ležia v j e d n o m k-priestore P 3 . Potom 
každá p r i a m k a móže mať s kvadr ikou H/i spoločný žiaden, jeden alebo dva 
body. T ř e b a u k á z a t , že všetky t ie to t r i p ř í p a d y móžu n a s t a t aj p ře p r i a m k u lp, 
k t o r á nie je k-priamkou. Ukážem t o n a troch k o n k r é t n ý c h p r í k l a d o c h pře 
pr ies tor P : } o rovniciach x- ---- .r6 0 a k v a d r i k u H/i o rovnici xlx4 — x2x:i -— 0. 
P r i a m k a *p —• | ( 1 , 0, 0, 1) x ( b J . — 2 , 1)] n e m á s k v a d r i k o u 2Q'i ž iaden bod 
spoločný: p r i a m k a lp —- | ( 1 . 0. 2, 1) x ( — 1 , 2, 0, — 1)J m á jeden a p r i a m k a 
lp = [(1, 05 0, 0) x (0? 0, 0, 1)J d v a b o d y spoločné s k v a d r i k o u 2Q\. 

Veta 12. 2-reťazec maze alebo obsahovat' reťazec, alebo s ním moze mať spo­
ločné žiaden. jeden alebo dva, body. 

D ó k a z . 2-reťazec nech je r e p r e z e n t o v a n ý r-rovinou P 2 a reťazec p r i a m k o u p 
v k-priestore P 3 . Priestor P 3 móže mať s rovinou P 2 spoločnú alebo p r i a m k u q, 
alebo bod Q. V p r v o m př ípade ide o t v r d e n i e v e t y 11 a v d r u h o m p ř í p a d e 
m ó ž e k-priamka Qx a lebo prislúchať refazcu aíebo nie. čiže 2-reťazec m á 
s reťazcom alebo jeden alebo žiaden bod spoločný. 
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Veta 13. Priamka roviny P2(i) môze maf s 2-refazcom spoločný alebo celÿ 
refazec aleho jeden bod. 

Dôkaz . k-priestor P 3 reprezentujúci priamкu a r-rovinu P 2 reprezentujúca 
2-reťazec môžu mať spoloбnú alebo pпamкu alebo bod. 

Veta 14. Dva rôzne 2-refazce môzu maf spoločné alebo tri lineárne nezávislé 
body, alebo jeden bod alebo bod a refazec ním ìieprechádzajúci, alebo refazec. 

D ô к a z . Nech 2-reťazec 9Î je urceirý r-rovinou °P2 a 2-reťazec Эi r-rovinou 
°P2. Potom existuje celý k-systém r-rovín XP2, кtoré tiež urбujú 2-reťazec Эî. 
Uкážeme si najprv, že iba кoneбný poбet rovín XP2 môže mať spoloбné body 
s ľovinou °P2. Predpoкladajme, že 2-reťazce 9î, Ш majú neкoneбne mnoho 
spoločných bodov. Potom k-priamкy — obrazy týchto bodov — pretínajú 
rovinu °P2 v nejaкej množine bodov. Všetкy tieto body (s výnimкou кoneбného 
poбtu) musia ležať na jednej priamкe. Keby to nebolo taк, dali by sa nájsť 
styri taкé body, že žiadne tri z nich by neležali na jednej priamкe a 2-re-
ťazce 9Ї, 9t\ podГa vety 9, by museli splyiìúť. Nech teda všetкy tie body (s výnim-
кou кoneбného poбtu) ležia na priamкe p. Priamкy p a p' urбujú k-priestor P 3 . 
Nech lP2 je r-rovina, кtorá prechádza bodom R, jedným zo spoloбných bodov 
yiriamкy /). Rovina lP2 nшsi pretínať aj všetкy ostatné k-priamкy spoloбné 
obom 2-reťazcom. Pretože л^šaк tieto priamкy (s výnimкou кoneöného poбtu) 
ležia v priestore P 3 î musí rovina lP2 pretínať P 3 v priamкe. Bodom R pre-
chádza ale jediná priamкa, кtorá pretína ostatné k-priamкy reťazca, t. j . 
])ľiamкa p, musí teda rovina XP2 obsahovať priamкu p. Každá iná z rovín rP2 

niôže ])retínať ľovinu °P2 v bodoch, кtoré neležia na priamкe p a taкých môže 
í>yť iba кoneбný pocet. Existuje teda iba кoneбný poбet rovín XP2, кtoré pre-
tínajú rovinu °P2. Každú z rovín XP2 môžeme považovať za rovinu УP'2 a celú 
úvahu môžeme zo]>aкovať pre roviny '-'P^ a rovinu 0P'2\ existuje teda iba кoneбný 
poбet rovín XP2, кtoré pretínajú rovinu °P2. Dohromady existuje teda iba 
кoneбný poбet rovín k-systému XP2, кtoré pretínajú alebo rovinu °P2 alebo 
ľovinu °P2. 

N"ecli r-rovina 2 P 2 nepretína ani rovinu °P2 ani rovinu °PŁ. Nech гX je lubo-
voľný bod roviny °P2. Bodom lX a rovinou 2 P 2 je urбený trojrozmerný prie-
stor XP3. Priestor -̂ Pз pretína rovinu °P2 v bode 2X' (кeby ju pretínal v priamкe, 
mala by táto priamкa spoloбný bod s rovinou 2 P 2 a teda roviny °P!2,

 2 P 2 by 
sa pretínali). Bodu 2 X' odpovedá invohiciou / v rovine °P2 bod 2X. Príbuznosť 
JN -v 2X je кolineáciou, pretože bodom a priamкam odpovedajú jednoznaбne 
body a priamкy a incidencia sa zachováva. Samodružné body tejto кolineácie 
urcujú spolocné body reťazcov 9í, 5Ŕ. Z кlasifiкácie кolineácií vyplýva potom 
tvrdenie vety priamo. 
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ОБ ОДНОМ О Т О Б Р А Ж Е Н И И КОМПЛЕКСНОЙ 
П Р О Е К Т И В Н О Й ПЛОСКОСТИ 

В А Ц Л А В М Е Д Е К 

Выводы 

В статьи рассматривается отображение точек комплексной проективной плоскости 
Р2(1) па прямые вещественного пятиразмерного проективного пространства Р в . Выводе-
дены основные свойства этого отображения и покапано как отображаются коллинеации, 
антиколлинеации, цепы и 2-цеиы. Рассмотрены тоже соотношения между цепями 
и 2-цепями. 

ÜBER E I N E ABBILDUNG DER KOMPLEXEN 
P R O J E K T I V E N E B E N E 

V. M E D E K 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

In dieser Abhaiullung ist die Abbildung der Punkte der komplexen projektiven 
E ) Mic /*.>(/) auf die Garaden eines roollon fünfdimensionalen projektiven Raumes P5 

untersucht. Es sind die Grundeigenschaften dieser Abbildung ausgeführt und es ist 
gezeigt, wie sieh Kollineationen, Antikoüineationcn, Ketten und 2-Ketten abbilden. 
Zuletzt sind die Zusammenhänge zwischen. Ketten und 2-Ketten untersucht. 
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