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WM/_\'I‘EI_VIA’IV"ICKO-I‘?YZIKALNY CASOPIS SAV. IX, 4 — 1959

0 ISTOM ZOBRAZENI KOMPLEXNE]J
PROJEKTIVNEJ ROVINY

VACLAV MEDEK, Bratislava

B. A. Rozenfeld [1} uddva jednu moznost interpretdcie komplexného
projektivneho priestoru P, (i) tak, ze k bodom tohto priestoru priraduje priamky
reilneho projektivneho priestoru Py,,. A. P. Norden [2] sa zaobera touto
interpretdciou pre n = 1. Cielom tejto prace je odvodit niektoré zikladnd
pojmy a vztahy tejto interpreticic pre n = 2.

1. Pod komplexnou projektivnou rovinou P,(i) budeme rozumiet mnozinu
vietkych usporiadanych trojic ¢izel |a; + @,i, x5 + 41, x5 + x6i]!), kde aspoti
jedno z redlnych ¢isel x; je rézne od nuly: pritom dve usporiadané trojice
Cisel oy + @, @y 4 2y, x5+ il {o(@ - wi), o(xy + @), o(xs -+ %)),
kde o = 4 -+ ui %= 0, budeme povazovat za ekvivalentné. Tym sme rozdelili
mnozinu vietkyceh usporiadanych trojic do tried. Kazda triedu nazveme
bodom roviny P,(i), kazda usporiadant trojicu &isel z tejto triedy nazveme
predstavitelkoun tohto bodu a kaidym takyvmto trom usporiadanym d&islam
budeme hovorit sdradnice toho bodu.

Nech bod X je urdeny predstavitelkou [2; + @51, 23 4 241, x5 + 241]. Potow
vietky ostatné predstavitelky bodu X maji tvar [z, — px, + (uz, -+ Az,) i
Aty — pxg + (pay + Axy) i, Axy — pag 4 (uas + Axg) i]. Ku kazdej takejto
predstavitelke mozno priradit (az na pomer 1 : u) préve jeden bod redlneho
projektivneho péitrozmerného priestoru P, o siradniciach [Az, — ux,, px, +
b St Ay — uy, iy -+ Ay, Axg — pxg, uxs + Axg]. Vietky tieto body vy-
plnia zrejme priamku X; prechddzajicu bodmi X(x;, x., %5, 4, %;. €)%
a N (= oy, xy, gy, — %, ;). Kazdy bod X € Py(i) definuje takymto spo-
sohom v priestore P; involutérnu kolinedciu | o rovniciach

7 ’ ’ 4
=y, Xy == oWy, Xy == Xy Xg = — g, Ty = Xy,

ktora nem4 Ziadne samodruzné body a spojnice odpovedajucich si bodov st
obrazmi bodov roviny P,(i). Lahko nahliadneme, %e toto zobrazenie bodov
roviny P,(i) do uvedenych spojnic v P; je jednojednoznaéné. Spojniciam typu

) Nickedy budeme pouZivat i takéto oznadenie X, = w; + x0, X, = 25 -+ 2,41, X,

@y -t Xgl.

3) Prebod X € P,(i) a X € Py budeme pouiivat to isté oznatenie, pokial nebude mdet
{0jst k nedorozumeniu.

211



*

XX’ v P; budeme hovorif k-priamky. Z vlastnosti zobrazenia ihned vyplyva.
#e dve rbézne k-priamky nemaju nijaky spolodny bod.

Pod priamkou p € P,(i) prechidzajicou bodmi 4, B, kde 4 = B budeme
rozumief mnoZinu bodov X, ktoré mozno vyjadrit takto: X = 14 + uB, kde
A =24 + Al, p = u; + poi. Stradnice prislusného bodu X v P; st potom

Ty == 4y — Aoty + by — proby. Ty = May + Aty + by + poby.

Ty == My + Aty + by + pby, Ty = A5 — g + pbs — usbs. (1)

Ty == hag — Aty + pby — poby. Ty = Mg + Aoty + 11ihg 4 oD
kde [a, 4- ayi, ay + a,4i, a5 4 agl] a [by + byi, by + byi, b + bei| st predstavi-
telky bodov 4 a B. Ak 1,, 2, 4y, u, prebiehaju vSetky redlne ¢isla, potom
vSetky body X vytvoria trojrozmerny priestor ?P,. Na to staéi ukazat. 7e
matica

Ay, =y, by, by
as, ay, b,. b,
ag. —Qg, by, b, o
Ay, as, by, bs =)
a;. —ag, b;. b
ag. as, b, bs

ma hodnost 4. Priamym vypoctom sa presvedéime. 7e determinant z prvych

Styroch riadkov tejto matice ma hodnotu (a;by — @by — ;b + abh,)? +

+ (ash; +- aby — azh, — aby)? Z predpokladu A # B vyplyva. Ze matica
(al d- ol @y oagd. ay - asi)

by 4 boi. by + b, by 4 b

ma hodnost 2. Potom determinant z prvyceh dvoeh stlpeov musi byt rozny
od nuly
: . R
|y + Al Ay b agdy
| . sl
thy - byl Dy b b

Fo by aghy - agh) i 0.

0y - dshy — aghy 1+ ahy - (ash, -

Z toho uz nase tvedenie vyplyva priamo.

Trojrozmerné priestory. ktoré st obrazmi priamok rvoviny P,(i), budeme
nazyvat L-priestormi.

Ak zvolime v k-priestore P, za zakladné body bazy body A, A’ B, B (st
linearne nezavislé, pretoZe matica (2) ma hodnost 4), potom hod X € ?P, ma
stradnice (A;, 4;, 4y, ps) @ bod X'(—2,. A4y, —uy, ). Vidime, ze involicia |
indukuje v priestore ?Pzinvoliciu I’ o vovniciach A7 == —2,. 2, = 2, 4y =~
s = py . Spojnice odpovedajicich si bodov v involdeii I’ st k-priamky a tvoria
v ?P; kongruenciu navzajom mimobeznych priamok.

Veta 1. Dva rézne k-priestory maji spoloéni prave jednu k-pricmko.

Dokaz. Dva rézne trojrozmerné priestory v P; maju vzdy aspon jednu
priamku spoloéni. Nech X je bod spoloény dvom k-priestorom. Potom obidva
tieto k-priestory musia obsahovat aj bod X' a teda celd k-priamku XX

212



Okrem tejto k-priamky nemdZzu maft spoloény Ziaden bod, pretoZe by museli
mat spoloénu dal$iu k-priamku a potom by museli splynit.

Z tejto vety priamo vyplyva, Ze dve rézne priamky v P,(i) maji spoloény
prave jeden bod. VSetky priamky roviny P,(i), ktoré prechadzajia jej Tubo-
volnym bodom O, mézeme potom dostat takto: Zvolime IubovoInt priamku
0 € P,(i) neprechadzajicu bodom O. Potom spojnice bodu O so vSetkymi bodmi
priamky o st zaroven vSetky priamky prechidzajice bodom O. Tento systém
priamok nazveme zvizkom priamok o strede O.

Zviizok priamok v P,(i) sa zobrazuje takto: Dand je k-priamka O, a k-priestor
°P;. ktory ju neobsahuje. Potom kazd4 k-priamka priestoru °P; spolu s priam-
kou O; uréuji k-priestor, ktory je obrazom jednej priamky zvizku v rovine
Py(i). Takyto systém k-priestorov budeme nazyvat zvizkom k-priestorov
s osou 0.

2. Kolinedcie a antikolineacie roviny P,(i), t. j. pribuznosti o rovniciach
X!=4,X; (a) Xi=4,X; (b) (3)

maji ta vlastnost, Ze transformuji body do bodov. Odpovedajice transfor-
mdacie v P; musia maf potom td vlastnost, Ze transformuja k-priamky do
k-priamok.

Vysetrujme také kolineacie v priestore P, ktoré transformuju k-priamky
do k-priamok. Plati:

Veta 2. Nutni a postadujica podmienka, aby kolinedcia K priestoru Py
transformovala k-priamky do k-priamok je, aby Kl = IK.

Dokaz. Nech kolinedcia K mé rovnice

Yi 7= Qe
Kolineiacia K priraduje teda bodu X bod Y. Dalej nech K(X') = Y. Aby koli-
nedcia K transformovala k-priamku XX’ do k-priamky, treba, aby body YY'Y
lezali na jednej priamke, a to pre Tubovolnii volbu bodu X. Prvé dve stradnice
bodov YY'Y st

Wi = Ay - Qpoly - (30 - (1,24 1= U305 - (.
Y17 T Uy ®y o gy~ Uy gy — U5 — Uogls .
Yy o Ay = A&y A+ U3a%y Ay, - el ~— (45T,
Yo = An¥y + Ugply -+ gy + Uny®y - A5 -+ Oogs.
Yo = Ay A Ay b @Ry A %+ Q5T el
Yo = gy — Uy Ty - Uog®y = (Uyg®y + g5 - U3

Aby body Y. Y'. Y lezali na jednej priamke pre Iubovolny bod X. musia

existovat také cisla A, u, v, ktoré nie st sti¢asne rovné nule, Ze plati
Ay, + pyy + vy = 0. 2ys + wys + vy, = 0.
a to nezdvisle od &isel x;. Musi teda platit napriklad
My — uly + v = 0, Ay — pttyy — vay, =0,
Ay + ptyy + vag, = 0, Mgy + pttyy — vy = 0.
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Ak vypotitame pomer A : p : v z prvych dvoch rovnic a z poslednych dvoch
rovnic, dostaneme porovnanim vysledkov rovnicu

Ay F Ao = 0. (x)
Ak vypoéitame pomer 4 : u : » z prvej a poslednej rovnice a tak isto z druhej
a tretej rovnice, dostaneme porovnanim vysledkov rovnice

afy — agy, 4 afy — aj; = 0, @iy — azy, - aly + af = 0.
Z toho
gy = =y, Uy = £y .

Dosadenim do rovnice (X) zistime, Ze moéZzu nastat tieto dva pripady:
Loay =@y, = —ay 2. ay = —dy, A = ty. Tym istym postupom, po-
uzijic aj ostatné stradnice y,, y;, ¥y, bodov Y, Y’, Y. dostaneme obdobn¢
vzfahy pre koeficienty a,,. Rovnice kolineicie K mézu mat potom dvojaky
tvar:

Yy = Uy b iy b gy e (gl - X o (gl
Yo Ul 1 (s - (gl - gy - gy - (152
Yy = Dy - byxy - Dy R baxy 4 Dy - Dy (a)
A byxy = by — byry -+ byr, — herg + by, ‘
Ys =7 Oy b O,y e Gyt o €y 5y b g
Ye - €, - Cally = C3%4 - Cely -
(4)
" Vil b Naly e Vgl b Vg F N5 A el
Y Nolty - Ny b gy - g B gl - Vgl
Ys o Py Pary - Bay b Barg 1 i+ Pe. (b)
L
|

4 - » % E 2 7] ' .

Yg = Py ﬁl‘l‘,z By - Pary + Pes - P
s = Yy b paly S Yy b Vel b Y5 o Vel
He - Va2l Y18

- Yaly Valy & Vs - Yl

Lahko sa presvedéime. ze pre obidve tieto kolinedcie plati KI - IK.

Nech naopak plati KI == [K. Potom porovnanim prislusnych koeficientov
ithned vyplyva, 7e kolineicia K musi mat alebo rovnice (4a) alebo (4b).

Yeta 3. KaZdd kolinedcic (antikolinedcia) roviny P,(i) je reprezentovana
» priestore Py kolinedcion typu (4a) typu (4b) a naopak.

Dékaz vety vyplyva ihned z rozpisu rovnic (3a) a (3b).

Kolineacie typu (4a) budeme nazyvat kolinedciami prvého druhu a koli-
nedcie typu (4b) kolineiciami druhého druhu priestoru P;. Z tvaru rovnic
kolinedcii prvého a druhého druhu vyplyva, Ze kazda kolineiciu druhého
druhu moZno dostat ako sii¢in istej kolinedcie prvého druhu a tejto Specidluej
kolineacie druhého druhu:

Ly == Xy N o — Xy, Xy = Ly, Xy =Xyl Ly o XL g = - Xg. (5)

[dentickej kolineacii roviny P,(i) odpoveda identickéa kolinedcia priestoru £2;.
Stdinu dvoch kolineacii K,K; = K; roviny P,(i) odpovedd stéin odpoveda-
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juicich kolinedcii prvého druhu v P;. Skutoéne, nech K (X) =Y, Ky(Y) = 2,
potom KyX)=Z. Bodom X, Y, Z odpovedaju v P, priamky X,, Y,, Z,
a pre odpovedajuce kolineicie prvého druhu v P, (ktoré oznadime taktiez K,
K,, K;) musi platit tiez K(X,) =Y, K,(Y,) = Z,, teda KyX,) = Z,, tize
K,K, = K;.

Kolineacie roviny P,(i) tvoria grupu. Stdin kolineicie a antikolineacie je
antikolinedcia a stdin dvoch antikolinedcii je kolineicia. Kolineacie a anti-
kolineacie tvoria grupu.

7 predchadzajicich ivah vyplyva:

Veta 4. Kolinedcie prvého drubu v Py tvoria grupu. Sucéin kolinedcie prvého
druhu a kolinedcie druhého druhu je kolinedcia druhého drubu. Kolinedcie prvého
a druhého drubw tvoria grupu.

Nech 4, B, C st r6zne body priamky p € P,(i). Zvolme stradnicovy systém
tak, aby tieto body mali siradnice .4(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(1, 1, 0). Nech
X =24 + uB, kde u 0, to znamenid X = 4. Potom dvojpomer
(ABCX) = _/i Ak ~£Aje redlne ¢islo, moZzno dat tomuto faktu geometricky
vyznam. Nech ?P; je k-priestor, do ktorého sa zobrazuje priamka p. Stradnice
bodov A, B, C, X v tomto k-priestore st A(1, 0, 0, 0), B(0, 0, 1, 0), C(1, 0, 1, 0)

X(4, 0. u, 0). Vsetky tieto body leZia na jednej priamke a zrejme (4 BCX) = A .
W

-

21 A , vy v . . .. ,
Vidime ak -~- je realne ¢islo, v8etky body X vyplnia celd spojnicu 4 BC (s vy-
7

nimkou bodu A4). k-priamky, ktoré prechadzajia bodmi spojnice ABC, vy-
tviaraji regulus (spajaji body spojnice A BC a im v involucii | priradené body
spojnice A’'B'C'). Dvojpomer (ABCX) je teda dvojpomer k-priamok pre-
chiadzajicich tymito bodmi v tomto regule.

Lubovolné tri rozne priamky k-priestoru uréuji jediny regulus. KaZds
stvorica k-priamok tohoto regulu mé realny dvojpomer, to znamena, Ze aj
prislusna Stvorica bodov v rovine P,(i) md redlny dvojpomer. Takyto systém
bodov roviny P,(i) nazyvame retazcom. Plati teda:

Veta 5. Retazce roviny Py(i) sa zobrazuji do regulov zloZenijch z k-priamok.

Podobne ako v redlnej projektivnej rovine, aj v rovine P,(i) plati:

Veta 6. Jediné involutérne kolinedcie roviny P,(i) sd jej harmonické homo-
ligie.

Dokaz mozno robit presne tak ako v reilnej projektivnej rovine [3].

Prislusna konstrukcia v Py vypada takto: Nech OO’ je k-priamka odpoveda-
juca stredu homolégie. Nech °P, je k-priestor odpovedajuci osi homoldgie,
pri¢om k-priamka OO’ nelezi v priestore °P,. Nech 44’ je k-priamka rozna od
00’ a neleziaca v °P;. Potom k-priamky OO’ a 44’ uréuju k-priestor *P,, ktory
méa s k-priestorom °P, spoloéni k-priamku AA’. k-priamky 00’, AA’, AA’
lezia v k-priestore 2P, a urdéuju v fiom retazec. V tomto retazci existuje k-priam-
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ka BB’ harmonicky zdruZend ku k-priamke AA4’ vzhfadom na spojnice OO’
a A4’ a to je hladand k-priamka.

V rovine P,(i) existuje jediny typ antikolinedcii |1]. Vhodnou volbou stirad-
nicového systému mozno pisat rovnice antikolineicie vo tvare

X, = X,. (6)
Tato antikolinedcia ma za samodruzné body vsetky body. ktorych jedna
predstavitelka ma vsetky siradnice realne.

3. Vsetky body, ktorych jedna predstavitelka md vSetky siuradnice redlne,
zobrazuji sa do bodov roviny °P, o rovniciach z, = x4 == 25 = 0. Nazvime
vSetky roviny, ktoré vzniknid z roviny °P, kolinedaciami prvého druhu r-rovi-
nami.

Yeta 7. r-rovina neobsahuje Ziadne k-priamky.

Doékaz. Vetu staéi dokazat pre r-rovinu °P,. Body roviny “P, maju su-
radnice (a, 0, b, 0, ¢, 0). Involicia | priraduje tymto bodom body (0, a. 0, h.
0, ¢). Tieto body lezia v rovine °P;. Roviny °P, a °P, st zrejme mimobe7Zné
a teda rovina °P, neméZe obsahovat Ziadnu k-priamku.

Kritérium, podla ktorého mozno urdif, ¢i rovina je r-rovinou, udava tito
veta.

Veta S. Rovina je r-rovinou vtedy a len vtedy, ak obsahuje také tri body, Ze
tieto body a body k nim priradené involiciou | si linedrne nezdvislé.

Doékaz. Rovina °P, je uréena bodmi 4,(1, 0, 0, 0, 0, 0), 4,(0, 0, 1, 0, 0, 0),
A5(0, 0, 0, 0, 1, 0). Tnvolicia | transformuje tieto body do bodov A4(0, L, 0,
0, 0, 0), A5(0, 0, 0, 1, 0, 0), A4(0, 0, 0, 0, 0, 1). Kolineacia prvého druhu trans-
formuje tieto body do bodov A,(a;,, —a,, by, —b,. ¢, —¢,), Ay(a,. —a,. by,
by, €, —C), As(as, —ag, bs, —bg, ¢5, —cg), Aj(aq, ay, by. by, ¢y, ¢;), Aja,.
ty. by, by, ¢y, ¢3), Ay(ag. a5, bg, bs, cg, c5). Tieto body st linedrne nezavislé.
lebo ich stradnice tvoria stipce v determinante kolineicie. Rovina °P, sa
pritom transformuje do roviny P, uréenej bodmi 4,, 4,. ;.

Ak st naopak dané linedrne nezavislé body 4,, 4,, A;. ;. A;. .., potom
body A4,, A,, A; uréuji rovinu a existuje jedind kolineicia prvého druhu.
ktora transformuje body 4,, A,, 45, Ay, A, A; po rade do bodov A,. A,.
A, 4}, 4;. A; a teda rovina uréena bodmi A,, 4,, 4; je r-rovinou.

Definicia. Vetky body roviny P,(i), ktoré sa zobrazuji do k-priamok pretina-
jiicich r-rovinu, tvoria 2-refazec.

Vela 9. Haistuje jedinyg 2-retazec prechddzajici Styrmi bodme roviny P,(i).
2 ktorych Ziadne tri nelefia na jednej priamke.

Dékaz. Nech body M, N, P, @ roviny P,(i), z ktorych Ziadne tri nelezia
na jednej priamke, zobrazuji sa do k-priamok M,. N,. P,. @, priestoru P;:
potom ziadne tri z priamok JM,, N,, P, ¢, nemdzu lezat v jednom k-priestore.
Priamkami M,, N, je urleny k-priestor 1P, a priamkami P;, @, je urceny
k-priestor 2P;. k-priestory 1P;, P, maji spoloéni k-priamku O;. Nech O je
Tubovolny bod priamky O,. Bodom O prechidza jedina priamka la takd. ze
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pretina priamky M,, N,; nech méa s tymito priamkami spoloéné body M, N.
Podobne bodom O prechddza jedind priamka 2a pretinajuca priamky P,, @,
v bodoch P. @. Priamkami 'a, 2a prechddza r-rovina P,, pretoZe napr. body
M. N.P. M. NP si linedarne nezavislé. Kazdym bodom priamky O, pre-
chadza teda jedna r-rovina, ktord pretina k-priamky M., N,. P, ©,.

Naopak nech nejaka r-rovina P, pretina priamky M,, N,. P,. ¢; v bodoch
M, N.P. Q. Potom body M, N a ich spojnica '@ musia lezat v k-priestore 1P,
a body P, Q@ a ich spojnica 2@ v k-priestore *P,. Pretoze priamky'a, %a lezia
v jednej rovine, musia sa pretinat v bode O. Bodom O prechidza k-priamka O,
spoloéna obom k-priestorom 1P;, 2P,. PretoZze taka priamka je len jedna, je
0, = 0,. Teda r-rovina P, je jednou z r-rovin, kon$truovanych v predch:idza-
jicom odseku.

Priamky M,, N,, P, @, pretina teda systém r-rovin, ktoré maju ta vlast-
nost, ze kazdym bodom priamok M,, N,, O, P,, @, prechidza priave jedna
rovina tohto systému (budeme hovorit o k-systéme r-rovin). Nech R, je
k-priamka pretinajica r-rovinu P, v bode R. Potom priamka R, pretina vsetky
r-roviny k-systému. O bode R moéZeme predpokladat, Ze nelezi na Ziadnej
z priamok a. 2a, pretoze v tych pripadoch je tvrdenie zrejmé. Zvolme bodom R
dve priamky !r, %r. Priamkou !r prechddza Fk-priestor 'R, a priamkou 2r
k-priestor 2R,. k-priestory 1R, 2E; maja spoloént priamku R;. Lubovolni
inti 7-rovinu P, toho istého k-systému pretinaji priestory 'R,, *R, v priam-
kach 7, 7. ktoré sa pretinaji v bode R. T¥mto bodom musi potom prechadzat
aj priamka R,. ktora teda pretina aj rovinu P,.

Yeta 10. Danyj je 2-refazec r-rovinon P, a k-priamka P, ktord neprishicha
tomuto 2-retazeu; potom existuje jedinij k-priestor Py priamkow Py taky. e md
s danym 2-retazcom spoloény retazec.

Dokaz. Kazdy trojrozmerny priestor ma s rovinou P, spoloény aspon
jeden bod. Ziaden trojrozmerny prietor prechadzajiei priamkou P, nemoie
obsahovat rovinu P,, lebo by sa museli potom priamka P; a rovina P, pretnit.
Priamkou P, a rovinou P, je uréeny Stvorrozmerny priestor P,. Priestor P,
nemdze obsahovat rovinu Pj (roviny P,, P, obsahuji 6 linedrne nezdvislych
bodov). preto ju pretina v priamke @[. Priestor P; uréeny priamkami P, ]
je k-priestor. Skuto¢ne, pretina rovinu P, v priamke Q, . ktora mé aspoii jeden
bod A spolotny s priamkou @,. Potom priamka P, a spojnica 44’ uréuju ten
isty priestor P, a je teda k-priestorom. Priamka @, musi potom splynuf
s priamkou @, a priestor P; je hladanym k-priestorom.

Nech P, je iny k-priestor prechadzajici priamkou P, a pretinajici rovinu P,
v priamke ¢, . Potom priamky @, a ¢, maji spoloény bod A4 a priestory Py, P,
by mali okrem priamky P, spolo¢nt este priamku A4A’, do nie je mozné.

Pozndmka. Priamku ¢, méZeme dostat priamo ako prieseCnicu priestoru

P,, urteného priamkou P; a rovinou Pj, s rovinou P,.
Pomocend veta. Retazec je reprezentovany k-priamkams kvadriky Q3 v k-pries-
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tore Py, potom k lubovolnej k-priamke P, je zdrufend polira @, taktieZ
k-priamkou.

Dékaz. Priestor Py nech ma rovnice x5 = x, = 0. Kvadriku ¢ urtime
priamkou p == (0; X Oy), kde O(1, 0, 0, 0, 0, 0), 0,(0, 0, 1, 0, 0. 0). Kvadriku Q3
tvoria vietky k-priamky pretinajice priamku p. Rovnica kvadriky @3 je
potom x,x, — x,x5 = 0. k-priamka P; nech je urc¢ena bodmi A(w,. «,y. a,, a,),
A'(—ay. a,, —ay,, ;). Polarna rovina x bodu 4 vzhladom na kvadriku @3 ma
rovnieu a,x, — Ay — Ay + @y, = 0. Polarna rovina <" bodu 4’ vzhladom
na kvadriku @3 ma rovnicu ax, + @, — @125 — ayx, = 0. Ak nejaky bod B
lezi na priesecnici ¢, rovin ~x. v, lahko sa presveddéime, 7e na nej lezi aj bod B’
a teda priamka ¢); je k-priamkou.

Nech 0 je Iubovolny 2-retazec reprezentovany r-rovinou P,. k-priamka P,
nech neprislacha 2-retazceu M. Potom podla vety 10 existuje jediny k-priestor P,
prechidzajici priamkou 7). ktory ma s 2-refazcom W spoloény retazec.
V priestore P, zostrojme k priamke P, zdruzenn poliru @, vzhladom na tento
refazec. Potom k-priamky P, @, nazyvame zdruzenymi vzhladom na 2-re-
tazec M a prisluiné body P. @) v rovine (i) taktiez zdruzenymi vzhladom
na 2-refazec .

4. V tomto odseku sa budeme zaoberat vzajomnou polohou refazcov
a 2-retazcov.

Vela I1. Dva rizne retazce v rovine Py(i) moZu mat spolofne Siaden. jeden
alebo dua body.

Dokarz. Nech refazec B} je uréeny v priestore £, prianitkou 'pa retazec =P
priamkou *p. Kvadriky '3 a 2Q3%, ktoré reprezentuji tie dva retazee mozu
lezat vo dvoch roznyceh k-priestoroch Py, 2P, alebo v jednom £,. Ak JeZia
v roznyeh k-priestoroch, potom tieto priestory maju jedind k-priamku spo-
loénn., Tato priamka moze alebo nemusi prislichat obom retazcom.

Nech teraz obidve kvadriky Q3. 2Q% lezia v jednom [L-priestore £2;. Potom
kazda priamka moze mat s kvadrikou @3 spoloény Ziaden. jeden alebo dva
body. Treba ukazat, ze vSetky tieto tri pripady mézu nastat aj pre priamku 1p,
ktora nie je k-priamkou. UkdZem to na troch konkrétnveh prikladoch pre

priestor 5 o roviiciach a; = @y 0 a kvadriku *@3 o rovnici wpe, — 2,2, == 0.
Priamka *p = J(1. 0, 0. 1) > (1, .1. —2, 1)] nema s kvadrikou 23 Ziaden bod
spolo¢ény: priamka 'p = [(1, 0. —2. 1) x (—1, 2, 0, —1)] ma jeden a priamka

p = {(L. 0, 0, 0) x (0, 0. 0, 1)] dva body spoloéné s kvadiikou 2@j;.

Veta 12. 2-retazec mdie alebo obsahovat retazee, alebo s nim mdZe mat spo-
loéné Zioden, jeden alebo dva body.

Dokaz. 2-retazec nech je reprezentovany r-rovinou P, a retazec priamkou p
v k-priestore P’;. Priestor P; moze mat s rovinou P, spolo¢nt alebo priamku ¢,
alebo bod @. V prvom pripade ide o tvrdenie vety 11 a v druhom pripade
moze k-priamka ¢, alebo prislichat retazcu alebo nie. ¢ize 2-retazec ma
s retazcom alebo jeden alebo Ziaden bod spolocny.
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Veta 13. Priamka roviny Py(1) mdfe mat s 2-refazcom spoloény alebo celiy
retazec alebo jeden bod.

Ddékaz. k-priestor P, reprezentujiei priamku a r-rovinu P, reprezentujiica
2-retazec mdzZu mat spoloéni alebo priamku alebo bod.

Veta 14. Dva rézne 2-retazce mézu mat spoloéné alebo tri linedrne nezdvislé
body. alebo jeden bod alebo bod a retazec nim neprechddzajici, alebo retazec.

Dokaz. Nech 2-retazec R je urdeny r-rovinou °P, a 2-refazec R r-rovinou
°P,. Potom existuje cely k-systém r-rovin “P,, ktoré tiez urtuji 2-refazec R.
Ul\amme si najprv, Ze iba koneény poclet rovin “P, méze mat spolo¢né body
s rovinou °P,. Predpokladajme. ze 2-retazce R, M maji nekonetne mnoho
spolo¢nych bodov. Potom k-priamky — obrazyv tychto bodov — pretinaji
rovinu °P, v nejakej mnoZine bodov. VSetky tieto body (s vynimkou koneéného
poctu) musia lezat na jednej priamke. Keby to nebolo tak, dali by sa najst
stvri také body, Ze Ziadne tri z nich by nelezali na jednej priamke a 2-re-
tazce N, N, podla vety 9, by museli splynit. Nech teda vietky tie body (s vynim-
kou kone¢ného pottu) lezia na priamke p. Priamky p a p’ uréuja k-priestor P,.
Nech P, je r-rovina. ktord prechadza bodom R, jednym zo spoloénych bodov
priamky p. Rovina 'P, musi pretinat aj vSetky ostatné k-priamky spolocéné
obom 2-retazcom. Pretoze vsak tieto priamky (s vynimkou koneéného poétu)
lezia v priestore P,. musi rovina 'P, pretinat P, v priamke. Bodom R pre-
chiadza ale jedind priamka, ktorda pretina ostatné k-priamky retazca, t. j.
priamka p, musi teda rovina 1P, obsahovat priamku p. Kazda ind z rovin P,
moze pretinat rovinu °P, v bodoch, ktoré nelezia na priamke p a takych moéze
byt iba konedny pocet. Existuje teda iba konedny podet rovin *P,, ktoré pre-
tinaji rovinu °P,. Kazda z rovin =P, mézeme povazovat za rovinu YPj a celi
tivahu mozeme zopakovat pre roviny vP}, a rovinu °Pj; existuje teda iba konedny
podet rovin “P,, ktoré pretinaju rovinu °P,. Dohromady existuje teda iba
konetny potet rovin k-systému #P,, ktoré pretinaji alebo rovinu °P, alebo
rovinu °Pj.

Nech r-rovina 2P, nepretina ani rovinu °P, ani rovinu °P;. Nech 1X je lubo-
volny bod roviny °P,. Bodom X a rovinou ®P, je uréeny trojrozmerny prie-
stor 7P, . Priestor * P, pretina rovinu °P; v bode 2X" (keby ju pretinal v priamke,
mala by tdto priamka spoloény bod s rovinou 2P, a teda roviny °P;, P, by
sa pretinali). Bodu 2X’ odpovedd involiciou | v rovine °P, bod 2X. Pribuznost
1IN -»2X je kolineaciou, pretoze bodom a priamkam odpovedaji jednoznacne
body a priamky a incidencia sa zachovava. Samodruzné body tejto kolinedcie
uréuji spoloéné body retazcov R, R. Z klasifikicie kolineacii vyplyva potom
tvrdenie vety priamo.
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O OJHOM OTOBPAKEHUNU KOMIIJTEKCHOMW
MIPOEKTUBHOMN IIJOCKOCTH

BALJAB MEJIER
Busojan

B e¢tathu pacceMarpuBaeTes oToOpamkeHMe TOYEK KOMIJICKCHOH NPOEKTHBHOMN ILIOCKOCTH
Py(i) Ha npsiMble BCIICCTBECHHOTO NATHPAZMEOPHOrO NPOCKTHBRHOTO npoctpancta Py, BuiBese-
JICHLL OCHOBIBIC ¢BOICTBA 3TOTO 0TOOPAIKEHMH M HOKABAHO KAK OTOOPAMAIOTesT KOINAHCATINE,
ANTHROJUIHHCANMY, Tenbl M 2-1eMul. PaceMOTpennl TOMKe COOTHONICHHH MLV HerNi
W 2-1CHIMU.

UBER EINE ABBILDUNG DER KOMPLEXEN
PROJEKTIVEN EBENE
V. MEDEK
Zusammenfassung
In dieser Abhandlung ist die Abbildung der Punkte der komplexen projektiven
Bhone Py(7) auf die Goraden eines reellen finfdimensionalen projektiven Raumes Py
untersucht. Bs sind die Grundeigenschaften dicser Abbildung ausgefuhrt und es ist

cozeigt, wie sich Kollineationen, Antikollineationcn, XKetten und 2-Ketten abbilden.
Zuletzt sind die Zusammenhédnge zwischen Ketten und 2-Ketten untersucht.
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