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) Vlivrer:I‘EMATIg}'EO:FV‘YZIKALNY CASQRIS SAV. IX, 4 — 1939

KONVEXNE RETAZCE V CIASTOCNE
USPORIADANYCH GRUPACH

JAN JAKUBIK, Kogice

Uvod. (lielom tejto poznamky je prehlbenie jedného vysledkn z price |2|.
V nej bola dokazana tato veta:

(A) Nech R je maximalny a konvexny retazec vo svdzovo usporiadane]
grupe (. obsahujici jednotkovy prvok tejto grupy. Potom R je priamy
faktor v G.

Ziroveni bola v praci [2]| vyslovena otazka, ¢i tvrdenie (A) plati aj za vse-
obecnejSieho predpokladu, ked ¢ je ¢iastoCne usporiadana grupa s jedinou
komponentou. V tejto pozndmke dokazZeme. Ze odpoved na polozenu otazku
je zaporna. Dalej dokiZzeme, Ze ak retazec R ¢iastoéne usporiadanej grupy
s jedinou komponentou spliiuje predpoklady z vety (A) a ak naviac spliiuje
ist1 dodatoénii podmienku [ktort oznad¢ujeme ako podmienku f)]. plati pre R
tvrdenie vety (A). Podmienka f) sa neda ,,zlepsit”: je nutnou a postacujicou
k tomu. aby pre R platilo tvrdenie z vety (A).

1. Pojmy a oznaéenia. PouZivame terminoldgiu ako v |1] a ¢iasto¢ne ako
v praci [3]. Pripomeiime hlavne nasledujiice pojmy:

Mnozinu (' nazyvame c¢iastoéne usporiadanou grupou s jedinou kompo-
nentou, ak st splnené podmienky a)—d):

a) @ je grupa (grupovi operdciu v ¢ oznacujeme — aj v nekomutativiom
pripade -~ znakom -+ a jednotkovy prvok symbolom 0).

b) G je ciastoéne usporiadand mnozina (vztah ¢iastoéného usporiadania v (7
oznacujeme ).

¢) ak a, b, w. y €. potom x == y vtedy a len vtedy, ked « — v =0
<a 4y A b

d) ak a €@/ existuje y €G tak, 7e x ==
mienky a), b). ¢). hovorime, Ze (f je ¢iastoéne usporiadand grupa.)

Vzhladom na podmienky a), b), ¢) porov. napr. [1], kap. 1+. Pojem kompo-
nenty pre ¢iastoéne usporiadané grupy zaviedla E. P. Simbireva v {3]:

¥, 0= y. (Ak (7 splituje len pod-

¢iastocne usporiadana grupa s jedinou komponentou sa v terminoldgii [1|
(a niektorych inych prac) nazyva tiez ..directed.

Nech je vo zmysle teérie grap grupa (¢ ¥ priamym sié¢inom svojich podgrip
n Gyra[ Lgrupa (Y, resp. ,,6. . mnoZina G*° budeie pouzivat vtedy, ak zdéraznujeme.
7e si v prislusnej avahe vSimame len ,,grupové vlastnosti®, resp. len ..vlastnosti giastoé-
uého usporiadania® pre (.
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A, B (porov. napr. [4], str. 106) a nech pre z; = a; 4 b;. 2, €, a; €4, b, € B
(i =1, 2) plati 2, < z, vtedy a len vtedy, ked a, < a,, b, < b,. Potom hovo-
rime. Z%e ¢. u. grupa G je priamym stdinom svojich ¢&. u. podgrip 4, B a pi-
Seme @ == AB. C. u. grupy A. B st priame faktory v G. (Porov. [3], str. 153,
resp. [5], ods. 2.)

Podmnozina RCG je retazec, ak pre z. y € B plati alebo x < y alebo
y < x. Retazec R je maximalny. ak nie je vlastnou podmnozinou Ziadneho
retazea R’ C@G. MnoZzina M C@H je konvexna, ak zo vztahov uw, ve€ M. x €@,
- x - vvyplyva x € M.

2. Rozklad €. u. mnoZiny s najmenSim prvkom na priamy siéin. Nech je
(v celom tomto odseku) § ¢. u. mnozZina s najmensim prvkom 0. Nech X,
Y CN. Predpokladajme, Ze plati:

e) ak v € X, y €Y, existuje v § prvok x U ¥ (najmensie horné ohranicenie
prvkov . y); kazdy prvok z €8 sa da vyjadrit jedinym spoésobom v tvare
c=axuy,c€X,y€Yakz, =2, Uy, €8, . €X,y, €Y. 0 =1, 2, potom
2, = z, vtedy a len vtedy, ked #; < x,, y; = ¥,.

Za tychto predpokladov hovorime, ze S je priamym stGéinom ¢. u. mnozin X,
)" a piseme S ~ XVY.

Podla [5] (ods. 13 a 14) sa tato definicia len formalne lisi od definicie,
vvslovenej v [1], kap. II.

2. Nech S ~ XY, x€ X, y €Y. Polom x n y = 0.2)

Dokaz. Podla e) existuje z, € X, y, € ¥ tak, ze 0 = x, U y,. Z toho vyplyva
L= 0=y, 0€X, 0€Y. Nech 2, €8, 2z, = x,Uuy, v,€X, y, €Y, 2, < =,
5 =y Kedie x = x U 0, y = 0 Uy, musi byt podla e) x; < 0, y, < 0, teda
5 - 0. Tym je dokdazana rovnost . n y = 0.

22 Nech § =~ XY, 2 €8, nech pre kaidé x € X plati x n z = 0. Polom z €Y.

Ddokaz. Podla e) d4 sa prvok z vyjadrit v tvare z = 2, U y,, v, € X, y, €Y.
Ak by bolo @, = 0, nemohlo by platit z; nz == 0. Teda @, =0, z =y, €Y.

Z 2.1 a 2.2 vyplyva:

23. Nech 8 ~ XY. Potom Y je mnofina vethkyjch prvkov y €S, pre ktoré
plati: pre kazdé x€ X je x Ny == 0.

Pozniamky. 1. Z 23 vyplyva: ak S~ XY. § ~ XZ, potom Y =Z.
2. Definiciu priameho rozkladu pomocou vlastnosti e) by sme mohli vhodnym
sposobom rozsirit na ¢ u. systém bez najmensieho prvku. (Porov. {5], ods. 16.)
D4 sa dokéazat. 7e v tomto pripade by nemuselo platit tvrdenie. analogické
ku 1.

2,4. Nech @ je ¢ w. grupa s jedinow komponentow, nech G = AB. Potom
G+ ~ A*B*.

%) Znakom @ N y ozna¢ujeme najvidsie dolné ohranidenie prvkov .. y. Rovnicou
Ny = 0vyjadrujeme, Ze prvok @ N y v S existuje a Ze je tento prvok rovny prvku 0.
Analogicky v dalSom texte.



Doékaz. Ak z€G*, z ==u, + b;. «; € A, by € B, potom zo vztahov 0 < :.
0 =0+ 0,0€4, 0€ B a z definicie priamého si¢inu pre ¢. u. grupy vyplyva
0<a, 0Zb Ak dalej pre vySetrované z plati z < a, 2 < h. « €4, heB.
potom z predoSlych nerovnosti a z rovnic @ = a + 0. b = 0 +- b dostdvame
a, < 0, b, < 0, takie z = 0. Pre kazdé a € A*. b€ B~ tedaplatia n b = 0.
Podla [5], ods. 12 je pre kazdé a € 4*. b € B* « + b = a U b. Podla definicie
priameho rozkladu pre ¢. u. grupy je teda splnenda podmienka e). potrebna
k platnosti vztahu G+ ~ A+ B+,

3. Priklad. E. P. Simbireva ({3}, str. 149) uvidza nasledujtci priklad
é. u. grupy s jedinou komponentou (v suvislosti s otdzkou. ¢i pre ¢. u. grupy
plati tvrdenie analogické s prvou vetou o izomorfizme abstraktnych grip):

Nech @ je mnozina vsetkych dvojic celvch ¢isel. Pre (x,. y,). €G. i = 1.2
definujeme sditovanie rovnicou

(X, ) + (2, o) = (2 + Lo Yy 1+ Us)

a ciastotné usporiadanie definujeme tak, 7e plati (r,. ;) <. (4. y,) vtedy
a len vtedy, ked je z, < a,, ¥, < ¥,.

[Cahko sa zisti. Ze podmienky a), b), ¢) st splnené. Ak d €. d = (r. y).
oznatme x; = max {0, x} + |. y, = max (0, y}, ¢ (2. ). Potom 0«
d < e, takZe je splnena tieZz podmienka d).]

Mnozina 4 vSetkych dvojic tvaru (z, 0), kde w je [ubovolné celé éislo. je
refazec v G. Lahko sa zisti, Ze retazec 4 je konvexny. KedZe mnoZina A nie
je v @ ani zhora ani zdola ohrani¢end, musi byt A maximalnym retazcom v (7.

Predpokladajme, ze A je priamy faktor v (7. Potom existuje 3C(' tak. 7e
(! = AB. Podla 2.4 je Gt ~ ATB*.

Nech m je Iubovolné prirodzené é&islo. Uvazujme o prvku p - (1. m). Nech
a€dt a= (n0), n =1 Prvky a, p si neporovnatelné. Ak z €/~ = = (n,.
m,). 2 << p.z << a.musi byt n, < 1.my < 0. tedaz = (0. 0). V ¢ u. mnozine 67
teda plati « n p = (0. 0), takze podla 2,3 p<c B.

Oznaéme a, = (1, 0), b, = (1, 1). KedZze a,€ 4, b, € B, podla predpokladu
a podla e) existuje v (#* prvok a, U b, = ¢. Ak m je [ubovolné prirodzené
éislo, plati a, < (2, m). by, < (2, m), takze ¢ < (2, m). Prvok ¢ nemdze byf
tvaru ¢ = (2, m). kedZe by potom pre prirodzené ¢islo my 4= m prvky c.
(2, m;) boli neporovnatelné. Pre kazdé prirodzené ¢islo m musi teda byt
¢ < (2,m). Nech ¢ == (ny, my). Musi byt n, -= 2, a kedZe ¢ = «,. musi byt
dalej n, == 1. Ak ¢ = «,. dostavame spor proti ¢ = b,. Z toho vyplyva ¢ = «,.
takze n, > L. ¢im sme opdt dosli ku sporu. V ¢. u. systéme (7% neexistuje
prvok a, u b,. Teda podla e) A nie je priamy faktor v (/.

Tym je dokazané, ze odpoved na otiazku poloZentt v uvode je zaporna.

Poznidmka. Pri dokaze predo§lého tvrdenia by sme miesto vyssie opisane]
& u. grupy @ z price [3] mohli pouzit tiez ¢. u. grupu, ktort uvadza Ky Fan
v praci [6]: nech /1 je mnozina vSetkych dvojic redlnych ¢isel (x. y) takych.
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ze x - y je raciondlne &islo. S¢itovanie v H je definované obvyklym spdso-
bom (po siradniciach) a vzfah (z,, y,) < (x,, ¥,) povazujeme za splneny, ked
Xy < Ty, Yy = Yy H je ¢. u. grupa s jedinou komponentou. Mnozina R vSetkych
prvkov tvaru (x, 0), kde z je IubovoIné redlne ¢islo, je maximalnym a kon-
vexnym retazcom v H; lahko sa zisti, Ze R nie je priamy faktor v H.

4. Podmienka f). Vsade dalej predpokladame, Ze G je é. u. grupa s jedinon
komponentou a 7Ze R je maximalny a konvexny retazec v (7, 0 € R. Uvazujme
o nasledujicej podmienke:

f) ak 2 € G*, r € R, existuje v G prvok z n r.

Za predpokladu ako v f) musi byt 0 < znr» < r, teda znr € R. Ak su
pritom prvky z,» neporovnatelné a ak r € R, ' = zn r(»’ < znr), plati
zrejme z N r' =z N r(znr = r’). Ak je §pecialne pre niektoré r € B+, r > 0
splneny vztah r n z = 0, potom pre kazdé »' € R+ plati ' n z = 0.

Dokizeme. %e podmienka f) je postadujicou na to, aby platilo tvrdenie
vety (A).

5. KonStrukeia rozkladu na priamy si&in. V celom odseku predpokladiame.
7ze R spliuje podmienku f).

Nech z € G+, Vyberme prvky z,. z, € G takto: ak z € R, poloZme z; == z. Ak
» € R, potom (kedZe R je maximalny refazec) existuje prvok r € R, neporovna-
telny s prvkom z. V tomto pripade poloZime z, == z n r. Podla uvahy, urobenej
v ods. 4. plati teda v oboch pripadoch

yy=supr(r€ B r < z). (H

Dalej polozme z, = z — z,. (Porov. [2], ods. 9---10.)

Vsade dalej predpokladame, Ze ¢. u. grupa ¢ ma viac ako jeden prvok.
Potom (7 nema najvicsi prvok, teda ani R nema najvicsi prvok.

Vyberme r € B, r > z,. Oznatme r — 2z, = ry; zrejme 7, € R*. Zo vztahu
rnz =z vyplyva r Nz, = 0. KedZe r; > 0, je podla ods. 4

rn z, = 0 pre kazdé r € R'. (1)

Nech @ je mnozina vsetkych z,, pricom z prebieha celt mnozinu G*. Nech
r€ R*. 2z, €@Q. Podla (1') a odseku 12 price [5] existuje v G prvok r U z,.
pricom r U z, = r + 2, == 2, + r. Z rovnice 2 = 2, 4+ 2; vvplyva teda rovnost
I U2 =2 + 2.

podla (1') a odseku 12, [5] 2 == z; + z,. KedZe z; = 0, je 2] < z, takZe podla (1)
2y <z Podla (17) je 2 n 2z, = 0, teda podla odseku 12, [5] v GF existuje
prvok z; U zy; lahko sa zisti, Ze musi byt 2, U 2z, = 2] U 2;. Podla (1) a od-
scku 12 {5] je potom 2z, + 25 = 2| 4- 23, 2, = 21, z ¢oho vyplyva tiez z, = z;.
Teda sa kazdy prvok z € " da jednoznaéne vyjadrit vo tvare z = z U y,
£ € Rt yeqQ.

Nechz, €V, 2, =2,V y;, ©, ERF y,€Q, ¢ =12 Ak je x; < @,, ¥, < ¥,,

ekonfv ik . 239
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potom je zrejme 2z, < z,. Nech 2; < 2,. PretoZe z, < 2, < 2,, plati x; + y, =

=2, U Y < X + ¥, teda z; < x,. Podobne sa dokdze y; < ¥,.
Podla podmienky e) z ods. 2 &é. u. systém G* sa d4 rozlozit na priamy siéin

Q+ ~ R*Q. @)

Podla vety 3 [5] z toho vyplyva, Ze sa G da rozlozit na priamy sa¢in ¢ = A B.
pricom A+ = R*, B = . KedZe G je ¢. u. grupa s jedinou komponen-
tou, musi byt, ako sa lahko zisti, tiez 4, resp. B ¢. u. grupa s jedinou kompo-
nentou. Predpokladajme, Ze by v A existovali neporovnatelné prvky a,, a,.
Potom by prvky 0, a, — «, boli tiez neporovnatelné. Kedze 4 je ¢. u. grupa
s jedinou komponentou, existuje prvok « €4, a =0, a = a, — a,. Prvky
a,a — (a, — a,;) patria potom do A+ a st neporovnatelné. Tym sme dodli ku
sporu. Teda 4 je usporiadana grupa.

Nech je » € R. Ak r = 0, potom r € 4. Nech + <~ 0. Potom —»r - 0. takze
podla (2) da sa prvok --r vyjadrit vo tvare

—r=auUb a€At, be B, (3)

Z (3) vyplyva (kedZe zobrazenie x — —wx, x € G uréuje dudlny izomortizmus
na ¢. u. systéme @)
ro= (-*a) (] (—b)

Ak b = 0, potom r = —a, r € 4. Predpokladajme, Ze by platilo 6/ > 0. Vy-
berme lubovolny prvok r; € R, r, > 0. Potom r; € A*, takze podla 2.4+ a 2,3
r, N b = 0. Z toho vyplyva, Ze prvky r,, b st neporovnatelné. takze tiez prvky
7, — b, 0 s neporovnatelné. Ziroven je r, >+, — b > b = r. a kedze
1, r € R, na zaklade konvexnosti retazca R musi byt », — 0 € R. Prvky 0.
r, —— b by potom boli porovnatelné, ¢im sme dosli ku sporu. 7 toho vyplyva.
7e musi byt b = 0, r€ A. Je teda RCA. Kedze A je refazec. dostavame
7z maximalnosti retazca R rovnost R = A4.

6. Veta. Nech (0 je & w. grupa s jedinou komponentou. Nech K je maximdalny
a konvexmy retazec v (I, 0 € R. Podmienka f) je nutnou a postaéujiicon na to.
aby R bol priamy faktor v (.

Dékaz. Ak plati f), potom je podla ods. 5 R priamy faktor v (/. Predpo-
kladajme teraz, Ze R je priamy faktor v G:

G = RB. (4)
Nech z € G, » € Rt. Podla (4) sa prvok z dd vyjadrit vo tvare
2=ry -+ b,r € RT, b, € B, (5)

Zrejme je r; < z. Ak je i < r,. potom r = z, takze r n z == r. Nech je r — r,.

Z (5) a z rovnice r = r 4 0 vyplyva podla (4), Ze pre kazdy prvok y €@,
Yy =ry,+ by, r, € R, by € B, pre ktory platia nerovnosti ¥ < r, y < z, musi
platit r, << ry, b, < 0, takie y < r,. Z toho vyplyva r nz = r;. V kaZdom

pripade teda existuje v @ prvok r n z, takZe plati f).
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Pozndmka. Predoslda veta sa dé zovSeobecnit analogicky ako bola v [2],
ods. 17,1 zovieobecnens veta (A).
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BHIUNKNJADE ETTU B YACTHUYHO VIIOPHJTOYEHHBIX
''PYIITAX

HH HRYBHR
Brrso;in

B3 padore | 2] pokasano, 410 BCAKAA MAKCHMMAJILUAA M BRIOYKJAS B I[eNb B CTPYKTYPHO
Vitopstiodenioi rpynne G, cojieprramast dyiemenT 0, aBIsgeTeA NPAMBIM COMHOMUTEIeM b G

Hyers teneph G — OXHOKOMIOHEHTHAA YacTHUNO YHOPsIoYeHHas TPynna (B TCPMUHO/10-
it w3 | 3)]. Eean a, b €G v ecanm B G cymeersyer anement inf.{a, b}, ofoanautum oror
3aevent a N b,

O000IECHIEM HUTHPOBAHHOL TCOPOMBI 51 BISICTC S

Teopema. llyers B - MakcuMaaLmas n suinyiRaas wensb 8 G, 0 € B0 R cern npnmoil
COMHOKUTENB B GF TOPIA M TOJBKO TOIL, CCIN BLIIOTHCHO CJICAYIONCe VCTOBHC:

f) ccnin r € R, 2 €GQ+, 10 B G cyneerByer wieMeHT 7 N w.

[Ta 1upuMepax jJIOKa3BIBACTCHA, YTO HE BCe OJHOROMIOHCHTHLIC YacTHUHO VHOPSOYCHILI¢
IPY I MCTIOAHAIT yesosne f).
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KONVEXE KETTEN IN HALBGEORDNETEN GRUPPEN
JAN JAKUBIK
Zusammenfassung

In der Arbeit [2] wurde bewiesen, dall jede maximale und konvexe Kette R in einer
/-Gruppe G, welche das Element 0 enthilt, ein direkter Faktor in ¢ ist.

Es sei jetzt G eine halbgeordnete Gruppe, in welcher zu jedem Element w € (i ein
Element y € @ vorhanden ist derart, daBl a < y, 0 < y . (D. h. G ist ,.directed in der
Terminologie von [1].) Wenn «, b € und wenn in G das Element inf la, b} existicrt.

hezeichnen wir dieses Element ¢ N b.
Eine Verallgemeinerung des oben angefiihrten Satzes ist:
Satz. Ks sei R eine mavimale und konvexe Kette in G, 0 € R . I ist divekter Faktor iy (/

dann und nur dann, wen die folgende Bedingung f) erfiillt ist:
f) Wenn r € R, x €G+, dann gibt es in G das Element x N r.
An Beispielen zeigen wir, daf} nicht jede halbgeordnete Gruppe (welche ,.directed™ ist)

die Bedingung f) erfiillt.

OPRAVA

7 élanku J. Krempaského: Koncentracia volnych nosi¢ov naboja v nehomogén-
nom polovodi¢i 8 jednym typom vodivosti (¢. 1, str. 25) z pravej] strany roviice
(3,2) omylom autora vypadol koeficient ¢/kT, ktory potom chyha i v nasledujicich

vztahoeh. Vysledny vztah (3,11) ma spravne znief

note o aek,
"y 2eN,
a vztah (3,16)
AR aelly 1--e—2a/
R,  eN, ~l-el

Antor.
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