Matematicky casopis

Tomés Klein
Styk variet v afinnom priestore

Matematicky ¢asopis, Vol. 21 (1971), No. 2, 131--140

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126427

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1971

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126427
http://project.dml.cz

Matematicky &asopis 21 (1971), No. 2

STYK VARIET V AFINNOM PRIESTORE

TOMAS KLEIN, Zvolen

V prédci [2] je Studovany styk dvoch variet tej istej dimenzie leziacich
v linedrnom afinnom priestore 4,. V tejto prici zobecnime uvedeny postup
a budeme sa zaoberat stidiom variet Tubovolnych dimenzii leziacich v 4,,.

Nech je 4, (2 £ ») afinny priestor s afinnou sustavou stradnic

(1) {O,e,e, ..., e} 1)
1 2 n

kde O je pociatok a e, e, ..., e st vektory vektorového priestoru V, pridruze-
1 2 n
ného k priestoru 4,. Kvoli struénosti budeme uzivat Einsteinovu sumadéni

konvenciu. Nech 4, m st dve prirodzené ¢isla, pre ktoré plati
(2) 1<hm<mn.

Budeme predpokladat, Ze indexy prebiehaji nasledujice mnoziny tymto
sposobom: «, fe{1,2,...,n},a,0{l,2,...,h},ce{l,2,...,m},se{m + 1,
m <+ 2, ..., n}. Stradnice lubovolného bodu X € 4, vzhladom k baze (1)
budeme oznadovat z!, 22, ..., 2", struéne x* a budeme pisat X = [z*]. Pre vek-
tor v = v%e z V, budeme uzivat struéné oznalenie (v®). Dalej budeme pred-

o
pokladat, ze 2y, resp. Qu, je b, resp. m-rozmerné oblast leziaca v prislusnom #,
resp. m — rozmernom aritmetickom priestore stradnic.
V priestore 4, nech si dané dve regularne variety triedy C* [kde k je lubo-
volné pevne zvolené prirodzené ¢islo]:

(3) Wi = {X € ApJx> = xx(u®), {us} € Qp},
(4) Wi = {X € Anfax = y*(z¢), {2¢} € Qn},

pri éom predpokladiame, Ze zobrazenie Q5 — Wy, resp. 2, - Wiy definované
pomocou (3), resp. (4) je prosté. Dalej predpokladdme, Ze variety Wy, Wy, maja

spoloény bod X € 4,, ktorého stradnice z* odpovedaji hodnotdm us para-
o [ o

1 pozri [4] str. 15
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metrov u¢ variety Wp a hodnotdm z¢ parametrov z¢ variety W,. Oznaéme
4]

ol
(5) Bm...a; = out . oum ’
olyx
(6) D:;...l'j = ¢ ¢
0zt ... 0%
kde j je nejaké prirodzené ¢islo (1 < j < k) a &isla a1, ..., a7, resp. ¢1, ..., ¢
st nejaké vhodné ¢éisla z mnoziny {1, ..., A}, resp. {I, ..., m}.

Z predpokladu regularnosti variet Wy, Wy, a oznadenia (5), (6) plynie,
ze matica ||B%||, resp. ||D7||, m4 v-kazdom bode variety W) resp. W, maximédlnu
hodnost rovni &islu A, resp. m. V dalSom budeme pouzivat struény zdpis

B = Bi(u*), D= D).
S

o o [

8
Nech (v2) je m — m linedrne nezavislych konstantnych vektorov z V,,

pre ktoré matica

(7) 1Bz, o7,
resp.
(8) Dz, o

mé maximalnu hodnost A + n — m, resp. n. Nech @), < 2y je okolie {us} v Q.
Oznadme ’
Un = {[a*(u)]/{us} € On} .
Je zrejmé, ze Uy je okolie bodu X na variete Wj. Predpokladajme, Ze existuja
0

funkcie triedy C*

(9) z¢ = z¢(ut), {u*} e @,

(10) A= Au2), {us} € O,

pre ktoré plati

8

(11) Y (z0(um)) = xX(u?) + Aup® pre V{ut}e Oy
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v

a Ze

(12) wn = {[y*(z¢(u®))]/{us} € On}

je regularna h-rozmernd varieta triedy C¥. Zobrazenie Wy — m, popisané rov-
nicami (11) nech je vzijomne jednozna¢né.

Definicia 1. Nech su splnené predpoklady (7)—(12). Potom varietu mwy, nazveme

lokdInym priemetom v okoli bodu X variety W, do variety Wp v danom n — m

o
8

smere (V).
Veta 1. Nech Wy, Wy st variety v An s vlastnostami vyssie wvedenzjmi.

8
Nech (v*) st vektory z Vy, pre ktoré matice (7) a (8) majd mazimdlne moZné hod-
nosti. Potom existuje takd varieta np < W, Ze myp je lokdlny priemet v okoli
8

bodu X € Wy, variety Wy, do variety Wi, v danom n — m smere (v%).

Doékaz. Polozme
8
Fo(ua, ze, 1) = yo(z¢) — x*(us) — Ao .

8 8
Hladané funkecie (9) a (10) zrejme vyhovuji ststave implicitnych rovnic

(13) Fo(us, 2¢, A) = 0.
8

Dalej plati
Fo(ue, ze, 1 = 0)= 0.

Z predpokladov (3), (4), (11) plynie, Ze funkcie Fo(ue, z¢, 1) maji v dosta-
8

toéne malom okoli bodu [u¢, z¢, A = 0] (prislusného aritmetického priesto-
o 0 8
ru Rp4n) spojité parcidlne derivicie podla premennych u?, z¢, 1 az do k-tého
8
radu véetne. Pouzitim (11) a (8) zistime, Ze vo vSetkych bodoch tohoto okolia
plati

oFfx  oF«x
(14) ‘

8
) ‘ = ||\D;, —v¥.
0z 04

Z tohoto a z (8) preto plynie, Ze matica (14) ma vo vietkych uvazovanych bodoch
maximédlnu hodnost rovni &éislu n. Z tohoto a z existenénej vety z tedrie
implicitnych funkeii?2 plynie, Ze existuje dostatoéne malé okolie @, = Qp

2 pozri [1] str. 434
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bodu [u?], na ktorom st definované funkecie (9) a (10), ktoré majui tieto vlast-
o
nosti:

a) 2¢ = z¢(u®), (1) = A(u?) = 0,

(4] [ 8 8§ ©
(15) b) funkeie (9) a (10) st triedy C¥,
c) preV {u¢} € @ plati (11),

d) zobrazenie W;, —a, [mx je definovanid rovnicami (12)] definované
funkciami (9) a (10) je prosté.

Ostdva ukdzat, Ze ; je reguldrna varieta, t. j. Ze preV {u2} € @, matica [|0y*/ous||
mé maximélnu hodnost. Pomocou rovnic (11) sa vSak o tom méZeme lahko
presveddéit. Q. E. D.

Pozndmka 1. Pre totdlne diferencialy funkeii (10) j-tého radu (0 = j < k),
ktoré su jednoznaéne definované za predpokladov predchidzajicej vety
v dostatoéne malom okoli bodu {u®}e Q,, zavedieme oznadenie d/A resp.

8

(d74),, pokial budeme uvazovat totdlne diferencidly priamo v bode [u?].

8 [

Definicia 2. Nech si splnené predpoklady vety 1 a nech naviac plati

(16) (d72)p = 0

8

pre Yje{0,1,..., k}. Potom hovorime, Ze variety Wy, Wyp majid v spolénom
bode X styk aspoti k-tého radu. Ak sulasne je (d¥+11), =£ 0, potom hovorime,
o

Ze uvafované variety maju v bode X styk prdve k-tého rddu.
o

Veta 2. Nech variety Wy, W, maji za predpokladov vyssie uvaZovangch
v spoénom bode X styk aspori k-tého radu (k = 1). Potom je tento fakt nezdvisly:

7]

(I) na volbe konstantnijch vektorov (v*) v rovniciach (11),
(IT) na volbe parametrov vartet Wy, Wy,
(I1I1) na volbe systému sdradného v Ay .

Prv ako pristipime k dokazu tejto vety, urobme tto pripravnu tvahu.
8
Nech vektory (v*) vyhovuji podmienke, Ze matice (7) a (8) maji maximdlne
8
mozné hodnosti. Nech su dalej dané n — m kon§tantné vektory (w*) z V, také,

ze analogické matice k (7) a (8)

8 8
1Bz, wil, 1D, v
o o
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maji maximéalne mozné hodnosti rovné éislam & + n — m a n. Podla vety 1
existuje varieta 7, ktord je lokdlnym priemetom variety W, do variety Wy,
8

v danom n — m smere (w*). Funkcie, ktoré popisuji zobrazenie W, — 7y
v zmysle vyssie uvedenom a ktoré maji analogické vlastnosti k (15), zapiSeme
v tvare

(17) ze = z¢(ua), {us} € @,
(18) A = Mux), {uas}e Oy .
Zrejme plati

(19) y*(z6(ue)) = a(ue) 4+ A(us)w* pre V {us} € O .

7 vety 1 plynie, zZe funkeie (9), (10) a (17), (18) su triedy C*. M4 teda zmysel
zaviest nasledujice oznacenie:

07ze oz
. o o —c _
(20) Pay.cas = out . oy ’ Porea; = ou™ . ou™ 5
&1 o1
_ R —
S oy ou® ST dum L u™ ’
preVje{l, ..., k}, pri om a1, ..., a; su ¢isla z mnoziny {1, ..., A}.

Dékaz vety 2. Dokaz tvrdenia (I) prevedieme tplnou indukciou.

1. Nech variety Wp, Wy maji v spoloénom bode X styk prvého radu
o
definovany pomocou zobrazenia (11). To vSak podla (16) znamena, Ze

(2o = (dA)o = 0

8 8

resp. [ak pouzijeme symboliku (20)], Ze

(21) (R)o = (Ra)o = 0.

8 8
Derivovanim (11) a (19) s pouzitim (20) dostaneme pre {us} € @, N O:
8
Digt = B + Aqv™
8
_ 8
Dig, = B, + Aaw*,
8

kde D% = oy*|ozc. Pravda, v spoloénom bode X variet W,, W, je 2 = z¢

o o o
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a teda aj Df = D;. Potom derivdcie vztahov (11) a (19) s pouzitim (21)

v spolo¢nom bode X budu
Dy = B;,

o o0

Dy = By + (

0 o0 o

Odéitanim poslednych dvoch rovnic je

Ia)owa .

8

o

8

D@ — @2) = (Aa)ow? .

(/] o o

8 o

8

Vzhladom k linedrnej nezdvislosti vektorov (D), (w®) je

o

Dokazali sme teda, Ze plati

o /]

7= g (o= 0 atedaaj (), =0.
o 3

8

/ Pa = Pa

o

(22) (A)o = (d2)p = 0 =

o

/
‘ ’ N (Do = (dl)o =0,

t. j. variety W;, W, maja v spoloénom bode X styk prvého rddu aj pri zobra-

zeni (19). Tym je tvrdenie (I) vety 2 dokdzané pre k = 1.

2. Nech pre styk (¢ — 1)-vého rddu vzhladom k (22) plati

(23) (@) = 0 =

/ ‘Pfu...a, = ¢Zl...aj
o [
N (@), =0,

8

pre Vje{0,1,...,k — 1}. Parcidlnym k-krdt iterovanym derivovanim vzta-
hov (11) a (19) podla ue v blizkom okoli spoloéného bodu X variet Wy, Wy,

dostaneme
(24) Digaa + 2, Die Poiin =
1<i<k
DE¢;1..-ak + Z D;,...Ze dj:;ll?;k =
1<i=k
oy
o _ sy C1...C
kde DEL...E( - o5 . o5 a VehCIDY qjall...a'k )
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8

o
Bal...ak + Z'lll...ak v 4
2

8

- -
Bal.-.ak + lal...ak wa )
8

resp. @ | s stibty stidinov ele-

ai...ax ?



mentov ¢; .., resp. @ .., pre Vje{l,2,...,k — 1}. Odtial a z indukéné-
ho predpokladu (23) plynie, Ze v spolotnom bode X variet W,, Wy je

/]

D o qjcl «Ct @cl <€t

Cl...ct ? a1 N ar...0k

(25) D"‘

C1...C1

pre 1 <1 < k. Ak variety Wy, Wy maji v bode X styk k-tého rddu potom
musf byt (d/4), = 0 pre Vje {0, 1, ..., k}, ¢o je ekvivalentné s predpokladom
8

(26) (Reroe)o =10 pre Vje{0,1,...,k}.

8

Potom rovnice (24) vzhladom k (25) mézeme zapisat v tvare

o CleeCt %
‘D (plh Ok + Z Dc; .1 qjax 73 B il ?
1<i=k o
- 8

D“ (pa,x A + Z Dm Ci Qflll fl‘;c = B;l Ok —|— (Aal---a}:)o w*.
o

[4 1<i=Ek o 4
Odéitanim poslednych dvoch rovnic je

8

D“ ((i);l ak (plcll...a/k) = (zm...ak)o w
o o

8 8

8
Vzhladom k linedrnej nezavislosti vektorov (Dg), (w®) je-

o /]

A1esQk )0 = 0

=c . c
(pm...ak - (pal...aki (
[

o

* o

a teda aj

(MA)o =0 pre Vje{0,1,...,k}.
8

Tym je tvrdenie (I) vety 2 dokdzané.

Dokézeme tvrdenie (IT) vety 2. Nech variety Wy, Wy, spliaja predpoklady
vety 2, nech funkcie (10) maja vlastnosti (15) a nech

*ue = *yo(ub) pre V {ub}e O
je Iubovolna reguldrna transformécia parametrov variety Wy v okoli bodu X .

[
Predpokladajme, Ze v uvaZzovanom okoli U, variety Wj existuji spojité
parcidlne derivacie

6]*ua

% Aa —
Abx...b; -

8u’“—5u7’ prevVje{l,..., k}.
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Ako vyplyva z dokazu vety 1 funkcie A = A(u#), predstavuji urdité skaldry
8 8

variety W, nezdvisle na transformécii parametrov variety 1V, . Definujme
(27) *A = *A(*ue) = A(us(*ub))
s 8 s
07*),
* _ d .
fbl"‘b’ o % preVje{l, ...k},

(28) . T )

Chny = Pray prevVjie{l,..., L},
pridom by, ..., b; st &sla z mnoziny {1, ..., A}. Z (27) plynie s prihliadnutim
k (28) a (26) .
(29) oty =t Bty + oo Ay, B

s s s

kde velitiny By , ..., By zdvisia iba na parcidlnych derivdciach

Cy,» -+ Gy, 4, 0 sa dd lahko overit metédou tplnej indukeie. Z (26), (27),
(29) vyplyva, ze ak

(}*)0 = (lm)o = ... = (}%ah..a,)o =0 = (*A)o = (*la,)o =...= (*lal...a,)o =0

4 s

8 s s s

a teda aj

(d7A)g =0 = (d’*A)p =10 preVje{0,1,...,k}.
Tym je dokdzané tvrdenie (II) vety 2.
Tvrdenie (III) vety 2 je zrejmé. Skalary A(u¢) a ich parcidlne derivicie

8
Aa....a, S0 vnitorné geometrické objekty variety W, a si teda nezavislé
8
na volbe systému siradného v 4,, v ktorom st variety Wy, Wp. Q. E. D.

Pozndmka 2. V pripade h = m variety W), Wy maja rovnakia dimenziu.
Pri definicii styku v tomto pripade moézeme funkcie 4 definovat pomocou

8
lokalneho priemetu variety W, do W,, alebo Wj do Wp. D& sa ukdzat,
ze v tomto pripade nezilezi na smere premietania. Dokaz tohoto tvrdenia
je v préci [2], veta 1, na str. 173 a je v podstate dosledkom nasej vety 3, ktoru
teraz uvedieme.

Veta 3. Nech Wy, Wy st variety s vlastnostami vyssie uvedenymi so spoloc-

nygm bodom X. Nech varieta my z (12) je lokdlny priemet variety Wy, do variety Wy,

o
8

v n — m smere vektorov (v®), ktoré maji vlastnosti (7) a (8). Potom mdZeme
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varietu Wy a varietu mp vyjadrit pomocow toho istého systému parametrov u®
v tvare

Wy = {X € Apjax = a(u2), {us} € 2},

an = {X € Apfx* = T¥(u2), {us} € Qn} .
Za tychto predpokladov maji variety Wy, Wp v bode X styk aspoti -ktého rddu,
prave vtedy, ak plati ’

o diza
(30) el Y
ou...ou"|, \ou™...ou%/,

preVje{l, ..., k}.

s
Dokaz. Nech (v*) je lubovolny systém n — m konstantnych vektorov
z Vs vlastnostami (7) a (8). Zrejme

x = z*(u2), {u?} e 2y,
ar = z(ut) = y*{z(u")), {u} €

st rovnice variet Wy, np. Identita (11) bude teraz v tvare

(31) z%(u®) = x*(u®) 4+ Z(u“)z)o‘

8

Nech variety Wy, Wy maji v spoloénom bode X styk k-tého radu (k > 1),

t. j. plati (16) resp. (26). Parcidlnym k-krat iterovanym derivovanim identity
(31) s pouzitim (26) dostaneme vztahy (30). D4 sa lahko ukdzat, ze i obratene
z predpokladov (30) plynie, ze variety Wy, W, maja styk aspon k-tého radu.
Q. E.D.

Poznamka 3. V odvodzovani viet by sme mohli pokradovat. Uvedme
ako priklad dve vety bez dékazu:

Ak vartety Wy, Wy majib v spoloénom bode styk prdave k-tého rddu, potom tieZ
variety W, mn majid styk prdve k-tého radu.

Alebo:

Nech 1 £ g = h =m<n. Nech Wy, Wy, Wp st requldrne variety triedy C%
so spolotngm bodom X. Ak W4, Wy majd v tomto bode styk aspon, k-tého rddu

]
a Wy, Wy majid v tom istom bode styk aspoti k-tého rddu, potom tie£ variety
Wy, W majit v tomto bode tie styk aspoti k-tého rdadu.
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CONTACT BETWEEN TWO MANIFOLDS IN AFFINE SPACE
Tomad Klein

Summary

In the paper the contact of at least the order ¥ between the manifolds W, and W,

(1 = A = m < n) at the common point X in affine space 4, is studied.
(]
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