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MATEMATICKO-FYZ[KALNY CASOPIS SAV, VII, 3 — 1957

O TZOMORFIZME TOPOLOGICKYCH GRUPOIDOV

ROBERT SULKA

Katedra deskriptivnej geometrie Slovenskej vysokej Skoly technickej v Bratislave

V tomto ¢lanku sa budem odvoldvat na niektoré vety a definicie z ¢lanku [ 3],
a preto zachovavam véadésinou aj oznadenia zo spomenutej prace.
Poznamka 1. Prvky topologického priestoru @ budeme oznacovat a, b,

. y.z, ..., jeho Gplny systémr okoli ¥ a okolia zo X budeme oznacovat
. V.W....: prvky rozkladu (/] v @ alebo na (¢ budeme oznacovat A. 13,
X.Y.Z, ..., taplny systém okcli topologického priestoru [(] budeme ozna-
Covat X* a okolia zo X* budeme oznadovat U*, V* W* _..; prvky topo-

’

logického podpriestoru @ topologického priestoru (¢ budeme oznacovat «'. 1)’
'y, 2, ..., jeho Gplny systém okoli budeme znadit X’ a okolia zo X" oznacime
U, Vv, w,... Nech dalej G’z [(] znamena obal podgrupoidu ¢’ v roz-
klade [(] a @' m [G] nech znaraena prenik podgrupoidu ¢ s rozkladom [(/]
(pozri[l]). Prvkyz ' C [@] oznadéme A,. B,. X,, Y. Z,, ... aprvkyz (' m [(7]
oznac¢me A,, By, Xo, Y5, Zy, ...

Nech (7 je topologicky priestor. Nech [(7] je topologicky rozklad v (¥ (pozri [3])

a (! takd podmnozina v @,ze U X N (7" 4 (). Nech U* € X* je také, ze U X n (/' -~ ().
Xe (G NeU*

Ozna¢me U; mnozinu vSetkych tried X, = X € U*, pre ktoré X n (/" -« (.
Systém vietkych takychto mnozin U, budeme znadit ;.

Nech (7 je topologicky priestor. Nech [(/] je rozklad v @, G’ taky topologicky
podpriestor priestoru @, Ze U\X(n G #0 a (' n[G] nech je topologickym

Ne()

rozkladom v (. Nech U’€X'. Oznadme U, mnozinu vietkych tried
N, = Xn@ #£0, pre ktoré Xe€[G]a X nU’'= X,n U’ (). Systém vietkych
takychto mnozin U7, budeme znadit X,.

Nech (7 je topologicky priestor. Nech [Q] je rozklad v @, (" taky topologicky

podpriestor priestoru @, ze U X NG" # 0 a (' N [(/] nech je topologickym
Xe(d]

rozkladom v (7. Nech U’ € ¥'. Oznadéme U mnozinu v§etkych tried X, — X €[(/].
pre ktoré X n U’ # 4. Systém vSetkych takychto mnozin U{ budeme znadit X\,
Nech (7 je topologicky priestor. Nech [(7] je topologicky rozklad v (f a (/'

takd podmnozina v @, ze U X NG’ 4. Nech U* € £* u X nG'-~0. Ozna¢me 1)
Xe (@) XeU*
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muozinu vietkych tried X,, pre ktoré X, = Xn@’ #0 a X € [7* Nystém
vietkych takychto mnozin Uj budeme znadit X9.

Veta 1. Nech G je topologicky priestor, [(F] rozklad v (7 « (' taky pod priestor
topologického priestoru G, Ze \k’J )(L; NG #0. Nech (' 1 [G] je topologickj rozklad

Xel@]
v (. Potom G' ™[] je topologickym priestorom pri diplnom systéme ololi X, .

Dokaz vyplyva priamo z [3] vety 3.

Veta 2. Nech @ je topologickyj grupoid, [(F] rozklad v (i a (' takij topoiogickij
podgrupoid topologického grupoidu @, Ze U%’ NG #£0. Nech (' (7] je vy~

XelG
tvdragici topologicky rozklad v . Potom G’[rlw [G] je topologickym grupoidom
pri diplnom systéme okolt X,. (Dokonca je topologickym faktoroidom.)

Dokaz vyplyva priamo z [3] vety 6.

Veta 3. Nech @ je topologicky grupoid, [(7] rozklud v ( « (' takyj topoiogick)j
podgrupoid topologického grupoidu (7, Ze \U;"( NG #0. Nech (7 C (] je ry-

Xel@]
tvdragici rozklad v (7 a (" M [Q] nech je topoéogick;zi'm rozkladom v (', Potom
! C [(] je topologickym grupoidom pri wplnom systéme okoli XV.

Dokaz.

1. Je zname, Ze (' £ [(7] je grupoidom (pozri [1]). Pritom pre kazda triedu
X, € @ r [(7] existuje taka trieda X,€ @ n[F], Ze plati X, = X, n /" =0
a tiez naopak ku kazdej triede X, € @’ m [G] existuje taka trieda X, € (/' ¢ [(7],
7e Xo = X;nG' #0.

2. Dalej dokdzeme, ze X\ je tuplnym systémom okoli v (7' £ [(/] a teda,
ze (' £ [(7] je topologickym priestorom.

Nech 4, a B, st lubovolné dve triedy z (' C [(#]. Nech 4, a B, su tie triedy
7z (' [(], pre ktoré plati 4, = A, nG" a B, = B,n('. Pretoze ('] je
topologicky priestor pri Giplnom systéme okoli X,. existuje také okclie 7,
triedy A4,. 7e A, € U,, ale B, & U,. Nech U’ je to okolie zo X'. Ze U, je prave
mnozinou vsetkych tried X,. pre ktoré X, n U’ =£0. Oznacéme teraz ' mno-
zinu vSetkych tych tried X, € ' € [(F]. o ktorych plati X, = X, n (/. X, € [',.
Potom pre X, € UV je X, n U'£0, pretoze X;2 X, a X,n U’ #0. Ked viak
X, € U), potom X,n@ = X, & U,, ateda X,n "' = 0. Z toho viak vyplyva.
7e aj X;nU' =0, lebo U'CG' a potom ) = X,nl" = (X,n(/)n 7 -
= X;n(U'n)= X, nU’. To znamena. ze X;Nn " 50 vtedy a len vtedy.
ak X, €U). U je preto okolim zo XY. Dalej, pretoze A,€ [, je ., €7
a pretoze B, & U,, je B, ¢ UY.

Nech A4, je lTubovolna trieda z (/' € [(/]a Uy a VY dve jej okolia. Oznacme Aa
t triedu z @' n[(], pre ktort je 4, = A, nG". Dalej. nech 17, vesp. 17 =0
také okolia zo X'. ze UV, resp. V| je prave mnozina vSetkych tried X, . resp. Y,
pre ktoré X, n U’ 0, resp. Y, n V' #0. Nech konecne U,, resp. V, je mnozina
vietkych tych tried X,, resp. Y, z G'm[(7]. o ktorych plati X, = N, nG’,
X,€lV. resp. Y, = Y, n@. Y,€V). Potom pre vietky X,€l’,, resp. vietky

144



Yo€ 1, je XynU’ 20, resp. Yy P50, pretoze zo vztahov X, nl” ~ 0.
N, X\ n@, U7CG . resp. Vin V520, V=Y, nG¥, V' C6’ vyplyva

PN AU =(XinU)n (" =(X,nA)nl" = Xonll" vesp. 0 £V, AT =

(YinV)nt =Y nG@)nl" =1Y,nV'. Ked viak X,eU,, resp. },€ l'._,,
potom X;n@" = X,, X, € U}, resp. Y 'n(@ =7,, Y,V Teda X,n " —
resp. YN T =0, a pretoze X, CX,. resp. ), CY, tak tiez X, n U’ = (), resp.
Y,n 1”7 = 0. To znamend, Ze X,nU’:=£0, resp. Y,n T’ 50 vtedy a len vtedy,
ak X, € U,. resp. Y, €V,, ¢ize Uy a V, st okolia zo X,. Pretoze A, € UY,
A, €T a A4, = A\nG", je 4,€ U, a tici A, € V,. Pretoze viak (' m[(7] je
’ropologlcky m ])uestorom pri iplnom systéme okoli X,, existuje také okolie
W,eX,. ze A, € W,CU,nV,. Nech W’ je prive také okolie zo X', ze W, je
mnozinou vietkych tried Z, € ' m [(], pre ktoré Z, n W’ 5= 0. Oznacme 7
mnozinu vietkych tych tried Z, z @' c[C]. pre ktoré plati Z, = Z, n(",
7,€ W,. Pretoze Zyn W' # (0 a Z,CZ, je ticz Z,n W' #() pre kazdé Z, € VY.
Ked Z, e WY, potom Z, = Z, n(, ale Z,&W,. Preto Z,n W' - 00 a z 1oho
dalej vyplyva, Ze Z,nW' =0, pretoze W' CG’, a teda O - Z,n "’
=(Z,n YW =7Z,n (G aW') =Z nW'. Ztoho vidime, zc Z, € IV'] vtedy
a len vtedy, ked Z, nW’ ?«0 — pleto WY je okolim zo X¢. Pretoze 4, € W,
a A, = A, n(' je 4, € W{. Treba este dokazat, /(\ WY C U0 a IV C Y. Nech
teda Z, € WY. Potom Z, N (' = Z,€ W,CU,AV,. To znamena, %o 7%, n(/’
=7,€U, a tiez Z,nG' =Z,€V,. 7 toho viak vyplyva, %e Z, € I’ a ticy
7, € V{aztoho WYCUIN VY.

3. Nakoniec mame dokazat, ze ak W{ je IubovoIné okolie triedy !, = A, B,
(€ je su¢inom tried 4, a B,), existuje také okolie UY triedy 4, a také oko ic I
triedy By, Zze U O V§C WY.Oznatmezase 4, = A, nG', B,= B,nG". C NG
a W’ také okolie zo X', ze W) je mnozinou vietkych tried Z, €/ r("] pre
ktoré Z, n W' 0. Nech W, je mnoZinou vietkych tried Z,, pre ktoré plati
Zy = 7Zo0Q', Zn WO, Pretoze Z,nW’' 0 a W CG', je tiez Z, nW's£0 pre
vietky Z, € W,. To vyplyva zo spomenutych vztahov takto: 0 # Z,nl’ =
=(Z,nW)nG" = (Z,nG")Vn W' =Z,nW. KedZ,&W,, potom Z, = Z, n (7,
ale Z, e W, P()tmn ZynW' =0, a pretoze Z,CZ, je tiez Zy,nW' ==0.Je
teda Z,n 11”7 40 vtedy a len vtedy, ak Z, € W, ¢ize W, je okolim zo Z,.
Pretoze O, € WY a Cy = C,n (. jo Oy € W,. Dalej zo vztahov 4,00 B, = (1,
(A B, CCy), AinG" = Ay, Bin(" = B,, O, nG" = (!, 'V C(! vyplyva, ze
A, B, = (, (trieda 'y je staéinom tried 4, a J}Z), preto%c Ay By (A n ()
(Bin()CAB NG CO NG = (5 (pozri [1]). Teda W, je okolim saginu
tried 4,0, B,, a pretoze ' A [(f] je topologickym grupoidom pri Gplnom
8y sfmn(\ okoli ¥,, existuje také okolie U, triedy A, a také okolie V, triedy B, ,
ze UyOVy, CW,. Nech U’, resp. V' je také okolie zo X', 7e U,, resp. 1V, je
mnoiinou vetkych tried X,, resp. Y,. pre ktoré plati X,n 1/’ 0, resp.
Von V' 0. Oznaéme UY, resp. V) mnozinu vietkych tried X, resp. Y, pre
ktoré X, = X,nG', X, € U,, resp. Y, =Y, NG, Y, €V,, Potom pre kazdé
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NoelV vesp YL €T je Xyn U7 20, vesp. Yyn ) 400 pretoze to vy-
plvva zo vatahov Xy a0 2 0. X,CX,. resp. Yonl” = 0. V,C),. Ked
X,el™, vesp- Y €I, potom X, = X, n('. X,el,. resp. ¥, =), n (/.
Vo€ 1, teda Xyl -0, resp. X,n V' = 0 a ztoho dalej, pretoze 7 C//".
resp. V' CG vyplyva Xonl = (X, nU')n = (X,n({Ynl" = X,nl" -0,
resp. Vil =X nl”)ntd — (Yin@)nl” = Y,nl” - 0. To znanena. ze
N e UV, vesp. Y7 € 1Y) vtedy a len vtedy, ak X, nl”" # O.rvesp. Y nl™ ~ 0 -
teda ) a VY st okolia zo ¥V, Pretoze A, € U,. 4y, = A, n (Y, resp. B,€ 1,
By, = Bia/ je 4, € U) resp. B, € VY. Mame eite dokazat. ze (70 1"V C 7.
Nech teda Xy Y, € U 1. Pretoze X, €UV a Y, €1V, je Xy n(’ — X,€l’,
a Y,n@ = Y,el,. Potom viak X, V,=Z,€ W, a Z, pre ktoré plati
Zy 2ol 2, € Wyl jez WY, Zio vatahu X, Y, = Z, vyplyva. 7e X,Y,CZ,
a dalej. pretoze 7,27, vetah 4,27, X,Y, /0. ¢ize Z, D X,Y, ~0. Zo
vztahov X, CX,. V,CY, zase viplyva X YD X,Y,. Reldcia Z,2 \.), -0
a X1 D X,Y, davaji XyY,nZ, ~ 0.z éoho dalej viplyva X,}V,CZ, a z toho
koneéne X; Y, = Z; € W (pozri [1]), ¢o sme mali dokazat.

Poznamka 2. Vo vete 2. moézeme podmienku, aby (' m [(/] hol vytvara-
jucim rozkladom v (7 nahradit ,,silnejSou* podmienkou. aby (7' ¢ [(/]. a ebo [(/]
hol vytvarajucim rozkladom v (/.

Pozniamka 3. Vo vete 3. mozeme podmienku. aby ¢/ € [(/] bol vytvéira-
jacim rozkladom, nahradit ..silnejSou’* podmienkou, aby [(] bol vytvirajieim
rozkladom.

Ked vyuzijeme tieto poznimky, dostaneme takéto obmeny vety 2 u 3:

Veta 2a. Nech (7 je topologickij grupoid, [(1] vytedarajic rozklad v (!« (7 tukjj
topologicky podgrupoid topologického qrupoidu (/. Ze L\J Xt =0, Nech

Xeiti
(/" M [(7] je topologickyj rozklad v (', Potom (I' q [({] je topologick jjm gricpoidom
pri iplnom systéme okoli X, .

Veta 3a. Nech (7 je topologickyj grupoid, (1] vytedrajici rozklad v (7 a (" takj

topologickqy podgrupoid topologického grupoidu (7. Ze tJ ‘}' NG =00 Neeh (Rl

Xelo

je topologick jm rozlladom v (. Potom (" € [({] je topologickijnm grupoidom. pri
plnom systéme okoli X,

Definicia 1. Nech (! je topologick g gripoid « [(] topologeck i faltorcid v (4
nech je taky podgrupoid, e 0 X (' 0. Topologickij grupoid. ktorého

Nel@]

proky si triedy z (" €[] « Klorého dplng systém okoli je X, oznacme ;.

Definicia 2. Nech [(7] je vytedaragici rozklud v topologickom griyoide (4
a (" nech je tak iy topologick i podygrupoid topologického gru poidu (7. Ze \U X/ =0,

Ne ¢/
Neeh (7 1 [(] je topologick j rozilad v (7. Topologick i grupoid, ktorého proky si

¥’

triedy = " T[] a ktorého 1iplnay systém okolt je X,. oznacme (5, .

"(/

Definfcia 3. Nech [(/] je vylvdrajici  rozklad v topologickom qgrwqoide (¢
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a (I weel je takyj topologickij podgrupoid topologického grupoidu (f, Ze WX A" 7).
Neld)

Neeh (7 [(7] je topologickym rozkladom v (. T'opologickij grupoid, ktorého proky
s triedy = G €G] « ktorého aiplnig systém. okoli je XV, oznadme 5.
Definicia 4. Nech (7 je topologicky grupoid « [G] topologicky faktoroid v (f.

(" neeh je takiy podgrupoid, fe U X 0 (" = 0. Topologicky grupoid, ktorého
Xeld]

preky sa triedy = (7 (G a ktorého dplnij systém okoli je XY, oznucme (.
Pozniamka 4. Existencia topologickych grupoidov z definicie 1 a + bola
dokdzana v ¢lanku [3].
Skor ako uvediem niekolko prikladov, ukazem, ze kartézsky stcin (7 =
(fy, » (I, dvoch topologickych grupoidov (7, a (7, je tiez topologickvm
grupoidom.
Detinicia 5. Nech mnoZina ( je Lartézskym sicinom topologick yjch grupoi-

1

dov (G a (. Oznacme U = U x Uy, kde Uy, je z iplného systému okoli X,

topologického priestoru (1, a U, je z dplného systému okoli S, topologického

priestoru (1, . Systéne vsetkijch takijchto mnoZin U oznacme X.

Pomoena veta. Nech (7 je Lartézsky sicin topologickijch grupoidov (fy, « (1, .
Potom (1 je tieZ topologickijm grupoidom pit iplnom systéme okoli X.

Dokaz tejto vety je skoro aplne zhodny s dékazom pre topologické grupy.
Nasobenie v (¢ definujme ako pri topologickych grupach: siéin dvoch prvkov
(== (Vo) ah = (B, ), kde x; a B, stz (G, a N, a f, 8507 Gy, nech jerovny
prvku ¢ = ab = (. xyfl,). Je zname, Ze (7 je topologickym priestorom pri
aplnom systéme okoli ¥ (pozri [2]). Zostava dokazat, Ze ak ¢ = ub je sti¢inom
fubovoInych dvoch prvkov a a b z G a W je jeho Iubovolné okolie, existuje
také okolie U prvku a a také okolie V prvku b, ze UV CW. Predovsetkym
W Wy X Wy, Wi € Xy, Wy, € X,,. Pritom W, je okolim prvku x,f3, € (7,
a ', je okolim prvku x,f, € (G,,. Pretoze (7, a (, st topologické grupoidy.
existuju také okolia U, prvku oy, Vi, prvku ;. U, prvku «, a Vi, prvku g,.
e UV, QW a UgVie, CW,,. No Uy x Uy = U7 je okolim prvku o =

“(vpoxe) a Vg, X Vi, =1 je okolim prvku b= (f;, f,) a plati UV ==

(g Utz\) (Vi X Vi) = (Umrm) X (U V(Z))C Wy % I’sz) = W.

Priklad 1. Nech (7, je mnozina vietkych realnych ¢isel & > 0 a (/, mno-
zina vietkych redlnych ¢éisel & = 0. (4, je topologickym grupoidom. ak za
operaciu ndsobenia vezmeme obyéajné scéitanie redlnych ¢isel a za uplny
svstém okoll X, v (7, systém vSetkych mnozin U, kde & € U, vtedy a len
vtedv. ak 0 =~ << & < f,. (75 je tiez topologickym grupoidom. ak za ope-
riciu nasobenia vezmeme obydéajné séitanie redlnych éisel a za Gplny systém
okoli X,, v (7, svstém vietkvch mnozin (7,, kde & € U, vtedy a len vtedy,
ak 0=y, <0 & < B, a vietkych mnozin Uy, kde & € U, vtedy a len viedy,
ak 0 =&, < f,. Potom podla dokazaného je aj ¢ = G, X (I, topologickym
grupoidom. Oznaé¢me (7" mnozinu vetkych prvkov a = (x;, 0) z (7. Pretoze
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VI ah == (X, x) (BrBo) = (3 - froxe + Bo), jepre a a b’ 2 (G a'h = (\,. 0)
($i.0) = (%1 + 1, 0). a teda ' je podgrupoidom grupoidu (7. Preto (' je
tiez topologickym grupoidom (pozri [3]). Definujme teraz na (¢ rozklad [(/]
takto: nech mnozina X(&,) vetkych prvkov (£;, &), (&, + 1, 5,). (& + 2. 5). ...
kde &, je pevne zvolené ¢islo z intervalu (0, 1) a &, prebicha vietky hodnoty
viitsie alebo rovné nule, je prvkom rozkladu [G]. 4 a B nech st dve triedy
rozkladu [G]. (x; + k. x)€A4 a (B + 1 F)€EB. kl=0.12 ... Potom
(v A koxo) (B + L Bo) = (%7 + By) + (B + D).y + By) = (31 -+ . 3). kde
€0, 1), y,=20 a n==FL+4 [ ked x;, -+, <1, resp. n ==Lk -+ [ + L. ked
vy -+ p1 > 1. Z toho vidiet. Ze sti¢in lubovolnych dvoch prvkov z A a B je vzdy
prvkom istej triedy (. Rozklad [(7] je teda vytvarajlicim rozkladom. Okrem
toho lahko vidiet, Ze rozklad [(] je topologickym rozkladom v ¢ a ze rozklad
! m[(] je topologickym rozkladom v (7 (pozri [3]). Okoliami z uplného
systému okoli X’ topologického priestoru G st mnoziny prvkov (&,.0) € f7.
0 < a; < & < By. Podla vety 2a je (5, tiez topologickvm grupoidom. Frvkami
tohto topologického grupoidu st mnoziny X,(&;) prvkov (&.0), (&5 4 1.0).
(& +2,0), ..., kde &€(0,1,. Ked p;, —x, =1, okolie U',€X, je bud
mnozinou vSetkych takych tried X,(&) = {(§,0), (& + 1.0), ... € (,.
kde 0o, < & <oy =1, o=, —k, 0, =8, —k a k je neziporné celé
¢islo, alebo je okolie U, € ¥, mnozinou vietkych takych tricd X,(£)) € (%,. kde
pre &, plati niektory zo vztahov 0 < & < 0, =0, < 1, 0, << & = 1. pritom
o, =&, —k, 0, =% — k — 1 a k je nezaporné celé ¢islo. Ked f, — x; > 1,
potom U, = &,.

Priklad 2. Podla vety 3a je () topologickym grupoidom. Prvkanii tohto
topologického grupoidu st v nasom pripade (ked ¢, G’ a [(] st topologické
grupoidy a rozklad z prikladu 1) vietky triedy X, == X € [(]. Ked 8, — v, = 1,
okolie U{ € X9 je bud mnozinou vetkych takych tried X, (&) = {i&. &).
& +1&),...} €6, kde 0=, << &5 <oy =1, pp = —k, 0= —k
a k je nezdporné celé &islo, alebo je okolie UY € X9 mnozinou vSetkych takych
tried X (&) € &9, kde pre &, plati niektory zo vztahov 0 < & < o, <7 o, < 1.
0, < & =1, pricom o, =%, —k, 0y =x, —k —1 a &k je nezdporné ceclé
¢islo. Ked g, — ~, > L. potom U = &.

Priklad 3. Nech G, je topologicky grupoid z prikladu 1. Nech (7, je
mnozina vietkych redlnych ¢isel &, = 0. Definujme si v mnozine (7, nisobenie
takto: stdinom dvoch prvkov x, a f, nech je prvok x,.f, = Max (v,.f3,).
(7 je pri tomto nasobeni grupoidom. Nech dalej U/ ,, znaé¢i mnozinu v3etkych
prvkov &, € G, pre ktoré plati x, < & << f,. ¥y, fy € (y,, alebo neeh 7,
znati mnozinu vsetkych prvkov &,, pre ktoré 0 <&, < f,.f, € (,,,. Potom
systém X, vSetkych takychto mnozin (7, je uplnym systémora okoli
a (Jy je pri nom topologickym priestorom. Dokdzeme este. ze (7, je
topologickym grupoidom. Nech «, a f, st dva rézne prvky z G, -, < j,.
Nech W, je mnozina vietkych prvkov Z,. pre ktoré plati 0 < ~,.8, —
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- L vy b oe kde g a ey st nejaké kladné realne éisla (W7, je
teda okolie prvku v, . ffy). Pretoze viak v, <2 f, je . fy = By, a teda W, je
mnozinou vsetkych prvkov I, pre ktme plati 0 <, — ¢ <2 &< By, + &.

R4

v . ‘ -;-) - ’ ’ ’
Polozme ¢, — min ( P 2 .r.,). za & zvolme také kladné redlne ¢islo. aby

vy, o6 €0, ak je v, =0 a ak s+, = 0. polozme ¢ = 0. Nech dalej (7, je

mnozina vietkyeh prvkov & €/, . pre ktoré plati ~, — e, < & < a, + &
(znamienko rovnosti berieme. iba ak v, = 0). a V,,, nech je mnozina vetkych
takveh prvkov iy, € (. ze fy &5 << 5y << fp, -+ &. Pri tejto volbe plati
vy s e T & vy ey By e el gy Py ey previetky £, € U an, € V).
a preto U Vi = Vo No fy ey > By — &, a preto W, D Vi = U Vi,
Zostava este dokiazat tento vzatah pre pripad. 7ze ~, = py = mz . Bs. Nech TV, ](
mnozinou vietkyveh prvkov I, €6/, pre ktoré plati 0 <"+, ., — & =55, -

Vo . Py o EsL priGom e, a & st kladné realne éisla. g, = 0 \tedy a lon vtedy,
ked a, . pe == 0 a druhé znamienko rovnosti plati tiez iba vtedy, ked' n, . fy == 0.
Teraz staci. ked polozime U, = TV, == W, a z toho okamizite vyplyve
vztah U, Ve, € W, ¢o sme cheeli dokdzat.

Pretoze (1, a (/, st topologické grupoidy. je topologickym grupoidom
aj (1 U5, »x G, . Nasobenic v mnozine (¢ je teraz definované takto:
nech « = (v, v,) a b= (f,.p,) st dva TIubovolné prvky z (/; pou)m . b=

(Ve o) (Bye Po) == (g + P4 3). kde y, = Max (n,, ;). Okolie U € X je bud
mnozina |n'vk0\' x = (&,4,). ktoré s‘plﬁuj(l nerovnosti 0 < «, < & < f3,.
0 v, & < B, alebo je okolie (7 € X mnozina prvkov a = (&, &), ktoré
splitujit nerovnosti 0 < vy < & < ;. 0§, < f,. Oznaéme (¥ mnozinu
vietkych prvkov @ = (£,. &) € (: kde &, = 0, alebo &, = 1, pricom ak &, = 0.
& je racionalne ¢&islo, a ak & == 1. potom & = r, + r, I'2, kde 7, & 7, SU racio-
n:ilne éisla. = 0. 7, > 0. Lahko sa presvedéime. Ze (& je podgrupoidom gru-
poidu (/. pretoze sucet dvoch raciondlnych ¢isel je racionalne éislo, stéet dvoch
cisel tvaru », + 7, |'2. kde 7, > 0 je ¢islo toho istého tvaru a sacet raciondl-
neho &sla s islom tvaru ry, 4+ r, 2. 1, > 0 je &islo tvaru » -+ r, |2, 7, > 0.
(" je teda tiez topologickym grupoidom pri Gplnom systéme okoli X’. Po-
zrime sa blizsie. ako vyzera Gplny systém okoli X', Okolie U’ € X’ je bud
mnozina prvkov x = (&, 0) €. kde &, je racionalne ¢islo, 0 < a) < & < f,.
alebo je [ €Y mnozina prykov o = (§,.1). kde & = r, 4+, |2, r,, 1, ra-
cionalne ¢isla 1y 200 ry > 0. 0~ < & << f,, alebo je U’ €X' mnozina
prvkov a == (&0 0). & raciondlne ¢islo, 0 < ap << & < B a vSetkych prvkov
v (E00), kde & o=y b 20 rn ‘aciona’tlne cisla, »r, =0, ry >0,
0y & <Py

Dalej definujeme rozklad [(¥] na (/. Oznaé¢me X(&,) mnozinu vsetkych prv-
kov (&. &) € (. pre ktoré & je konstantné a &, prebieha vietky hodnoty z G, .
Vietky takéto mnoziny X(&;) nech st triedami rozkladu [(/]. Je zrejmé, Ze
tento rozklad je topologickym rozkladom a lahko sa da zistit, zZe je tiez vy-
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tvarajicim rozkladom. Preto je [(/] topologickym faktoroidom na (/. pri
aplrom systéme okoli N*. (7' m [(7] je teraz systém vsetkych jednobodovych
mnozin { v}, kde x € (/'. Lahko vidiet, Zze " m |(7] je tiez topologiclkym roz-
kladom. a preto ¢, je topologickym grupoidom. Prvkami z 5, st jednobodové
mnoziny {x}. kde v €/ a okolie U, €Y, je mnozina prvkov | .a}. kde
releX, Podla vety 3a je Y topologlck_wn grupoidom. Prvkami topologic-
kého grupoidu &9 st triedy X, (&) = X(&,) topologického faktoroidu [(/]. ked
& ](‘ l';Lcionzilne dslo. alebo & = ry 4 1, 120 7.1y racionddne Esla 7 0.
r, > 0. Okoliami zo XY st mnoziny tried X,(£), kde & je racionalne (l\l()
0 < v, <& < B,. dalej st okoliami zo XY mnoziny tried X,(&). kde &, — <1, | 2.
ry . ry raciondlne éisla. r, "2 0, 1, > 0, () < A < & < fi; a konetne st okoliami

zo XY tiez munoziny tried \1(5 ). kde & je raciondlne ¢islo. 0 <~ - & - p .
alebo &, = ry - ry ) 200, 1y TaC mvmlne Gisla, #2200y == 000 = v <2 5 <0 ).

Veta 4. Topologické grupoidy &) « 5y si izomorfné (ako topologiclké gru-
pordy ).

Dokaz. Je zname, ze (/' C [(/] a (7 n[(] st izomorfné ako grupoidy (po-
zri [1]). Pri tomto iyc)mor'f'izme f sa kazda trieda X, € (/' [(,] proste zobrazi
do tej triedy f(X,) , €6 M| (7], pre ktoru plati X, = X, n (/. Nraci teda
dokazat spojitost L()lnmonm { a k nemu inverzného zobxdzema f

Nech 4, = 4, n/' = f(4,) a U, je lubovolné okolie triedy A,. Nech {7} je
mnozina vetkych tried Xl, pre ktoré plati X, = X, n(’, X, € [',. Potom
je zrejmé, ze Uy je okolim zo X0 a A4, € UY. Z toho vyplyva.ze f(')C [,
Skutocéne, ked X, € U9, vtedy ((X;) = X, n(? = X, € U,.

Nech teraz f1(4,) = 4,. teda A, je ta trieda, pre ktora plati 4, = A, n (v’
a UY nech je I'ubovolné okolie triedy 4;. Nech U, je mnozinou vsetkyeh tried.
pre ktoré plati X, = X ,n(/. X, € U'}.Jezrejmé, ze U, je okolim 702,:1 A, €.
Odtial vyplyva, ze f 1(U,)C ("), Vskutku, ked X, € U, p()t()m fUNL) je ta
trieda X, pre ktoru plati X, = X, n@’. X, € U}. Teda f X,) =X, E [ Toato
sme mali dokazat.

Priklad 4. Nech ¢/, (7', [(7], 1, a & st topologické grupoidy z prikladu 1 a 2
Podla vety 4 (5, a % st izomorfné ako topologické grupoidy-.

Priklad 5. Nech (/. 7' [(7]. ¢, a ] st topologické grupeoidy z prikladu 3.
M, a ! st podla vety 4 izomorfné ako topologické grupoidy.

Priklad 6. Nech (/. ¢/, (%, a & s topologické grupoidy z priklalu 1 a 2.

Ykoliami IV € X s0 mmﬁim’ pryvkov (&. &) € (1. splﬁujilce nerovhostt 0 =<+,

< & 0 vy << f, a dalej s okoliami V7 € ¥ tiez mnoziny, prvkov
(&,. &) €, splﬁujflw nerovnosti 0 < ;< & < ;. 0<=& < fi,. Prvkami
priestoru (¥, s tie isté triedy X,;. ktoré s prvkami priestoru ) a lahko
mozno zistit, ze aj okolia (7; € X st tie istﬁ ako okolia zo Y.

Prvkami priestoru & sa tie isté triedy 2 _,. ktoré st prvkami priestoru (%
a tak isto Tahko zistime. Ze aj okolia U9 € XY s tie isté ako okolia zo Y,. Z toho
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vyplyva, Ze topologické grupoidy ¢, a &9 z tohto prikladu st izomorfné.
To vyplyva koneéne i z ¢lanku |3] vety 11.

Priklad 7. Nech (7, (' a [(] st topologické grupoidy z prikladu 3. Prvkam;
topologického grupoidu 3, st triedy X,(&;) = X(&) €[G]. kde & je bud
raciondlne &islo. & = 0. alebo & = r, -+ 7, |'2. r,. r, raciondlne ¢isla. r, - 0.
ry = 0. Okolim zo Y, je mnozina tried X (%), kde & je raciondlne ¢islo.
0=\, < &< f,. alebo & =, 1,12 .7, racionalne ¢isla, r, = 0,
ry >0, 0= 8 < &< B

Prvkami topologického grupoidu 5§ st vsetky jednobodové mmoziny

bt €. Okoliami z Gplného systému okoli X) st mnoziny prvkov
vl Iy A 2 )

Lo o (&S kde bud & =0, & raciondlne ¢islo, 0= 8y <0 & < fy,
alebo &, = 1, & = r, -+ 1, |2, 7.7 raciondlne ¢&isla, r, 220, 7, >0, 0=
N - t e )

RS TS /')1 .

Podla vety 11 z ¢lanku [3] si ¢, a &) izomorfné ako topologické grupoidy.

V' nasledujiacom priklade ukazem, ze ked [(/] je topologickyvm rozkladom v (7,
nemusi byt eSte (" m [(7] topologickym rozkladom v (.

Priklad 8. Nech (7 je topologicky grupoid z prikladu 1 a [(/] topologicky
rozklad na (! z toho istého prikladu. Nech (/' je mnozina v8etkych takych

prvkov a = (£,.0) €, ze & je bud raciondlne éislo, 0 << & =< 1, alebo ¢, je
redlne éislo & == 1. Je zrejmé, ze (7' je podgrupoidom grupoidu @, a teda tiez
topologickym grupoidom pri tiplnom systéme okoli X’. Okolie zo X’ je bud
mnozinou prvkov x = (£, 0), kde &, je redlne &islo. 1 < ~, << & < f;, alebo
je okolie zo X' mnozinou prvkov x = (&.0), kde & je racionilne dislo,
0=y, << & < B, =1, alebo je okolie zo ¥’ mnozinou prvkov z = (&, 0),
kde & je bud racionalne ¢&islo. 0 <~y < & =< 1. alebo & je redlne dislo.
1-2& < p,. Nech U7 je mnozinou vietkych prvkov z = (&, 0), kde &, je
racionalne ¢islo. 0 <2~ < & < f, =X 1. Lahko vidiet. Ze U X, nie je otvorena
XonU %2
mnozina v (', pretoze U X, obsahuje prave vSetky prvky a = (§ -+ n.0).

X,nU'+ ¢

kde & je racionalne ¢éislo, 0 < v, < &< = 1.n=0.1.2. ..., ale UX,
XonU'7 4
neobsahuje ziaden prvok a = (&, -+ n, 0), kde & je iracionalne ¢islo, 0 = ~; <
E o B, <1, m=1.2.... Nie je teda G’ n[G] topologickym rozkladom
1 1 . y

na (', naprick tomu. ze [(7] je topologickym rozkladom na G.

Prave sme videli. ze ak [(] je topologickym rozkladom v ¢/, nemusi (' n [(]
byt este topologickym rozkladom v (7’. Nasledujuca veta dava odpoved na
otazku. kedy sa tak stane.

Veta 5. Nech [(7] je topologickym rozkladom v topologickom priestore G« (I
neeh je takyj podpriestor topologického priestoru (. Ze U X n (/" £0. Nevyhnutnou

Xeld)
« postacujicou podmienkou pre to, aby G’ m [G] bol topologickym rozkladom v (/'

je. aby U X, bola otvorend mnoZina v (' pre kaZdé ' € X',
©UNLal
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Doékaz. Z definicie topologického rozkladu priamo vidiet. ze tato podmienka
je nevyhnutna. Mame eSte dokdzat, Ze tito podmienka je postacujica. Za
tym ucelom stac¢i dokazat. ze pre kazda triedu X, € ¢ m[(7] je mnozina X,
uzavretda v (. Skutoc¢ne. kazdd mmnozina X, €’ m[G] sa da napisat
X, =Xn@#0, Xe[(/]. No pretoze X € [(/] je uzavretd mnozina v (/. je
X, = X n G’ uzavretd mnozina v (/. a tym je veta dokdzand.

Priklad 9. Rozklady [(/] a ¢/ n[(] z prikladu 1. 2 a 3 (ich prvky =i
prvkami topologickych grupoidov ¢, a ¥ zo spomenutych prikladov; spliuja
podmienku vety 5, a preto st obidva topologickymi rozkladmi.

Veta 6. Nech-G je topologickyj priestor. [(] topologick i rozklad v (i « (" takij
podpriestor topologického priestoru (1, *e \u :x NG 20, Nech (7 m[(7] je topo-

NelG
logicky rozklad v G'. Potom identické zobrazenie topologického priestoru (' m[(7]
pri dplnom systéme okoli X, na topologickiy priestor (' oV (G pri diplnow systéme
okoli 29 je spojité.

Doékaz. Identické zobrazenie. ktoré kazdy prvok X, z topologickcho prie-
storu (' M [¢] pri aplnom systéme okoli X, zobrazi na ten isty prvok X,
z topologického priestoru ¢ m [(7] pri Gplnom systéme okoli XY, oznacéme f.
Nech V9 je lubovolné okolie triedy 4, = f(4,) = A n G’ z topologického prie-
storu ' m [G], pri aplnom systéme okoli XY a A € [(/]. Potom exist ije také
okolie V*e€ X* ze 1) je mnozinou prave vsetkych tveh tried X,. jre ktoré
X, = Xn@" £0 a XeV* K okoliu I'’* existuje také okolie I"€ X, ze 1'*
tvoria prave vietky tie triedy X € [//]. pre ktoré X n I7 -~ 0. T’} je teda mno-
zinou vietkych tried X,. pre ktoré X, == Xn/" #0. X€[(/]a X nl . 0.

Pretoze U X je otvorena mnozina v (7. je (U X)n (/" otvorend mnozina v (/.
Xnl s Xal
No (WX)nG'= u (Xn(') - ulX,. Pretoze A, € 1), je 4, C(uX)n//’
Xalsp XaV+ Xoeln Xn -

Nech o’ € 4, C(UX)N /' kde (U X)n (¥ jeotvorend v (/. Potom existuje takd
XAl o« Xnls:

okolie t” € X' prvku a’. e v € 1" C(UX)n (/' = U X,. Potomviak {7~ X, =0
Xal Xpeln

len pre triedy X, € 1'Y. No vSetky tie triedy X,. pre ktoré "n X, - 0 tvoria
nejaké okolie U, € ¥, (je to okolie triedy A4, z topologického priestoru (¢ m [(/]
pri Gplnom systéme okoli X,. pretoze 0 + {«' | CA, n 7). Z predcradzaji-
ceho vyplyva dalej U, C VY. a pretoze (7, = f({',). dostavame f('7,)C 17,
¢o sme mali dokazat.

Poznamka 5. Priklad 3 a 7 ukazuje. Ze topologické priestory z vety 6 s
skutocne dva rézne topologické priestory.

Priklad 10. Podla vety 6 je identické zobrazenie topologickcho gru-
poidu ¢, na topologicky grupoid (3 spojité zobrazenic. Skutocne, ked o, je

topologicky grupoid z prikladu 3 a 3 topologicky grupoid z prikladu 7, mo-

zeme ku kazdému okoliu 170 triedy {«} - {(v;. %)} € &) zvolit také okolie U,
triedy  {a} = {(x,. ) € O, ze U, CVE Ked totiz tal - i(x,. 0)},
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v, raciondlne ¢islo a okolie VY triedy { @} je mnozina vietkych tried { x} =
= {(&,.0)}. & raciondlne ¢&islo, 0 =y < & < 6;, », < &; < 4; a vSetkych
tried { x} = {(&, 1)}. & =1 + r, |'2, 11, r, raciondlne ¢isla, r, = 0, r, >0,
0Ly, < &<y, v < 6 < 0q, za okolie U, triedy {a} sta¢i zvolit mnoZinu
véetkych tried {x = {(&,, 0)}, & raciondlne, 0 < =n < &< Oy, y < x, < Oy
Ked zase {a} = {(x. 1)}, &, =, + 75 }2, 7, r, raciondlne &isla, » = 0,
ry >0 a VY je okolie triedy {a}, definované tak ako v prvom pripade, za
okolie U, ‘mcdv {a} staéi zvolit mnozinu vSetkych tried {a} = {(&;, 1)}.
& =r )2 r.r, raciondlne &isla, 7, =0, r, >0, 0=y, < & < 9,,
<N <0y

Priklad 11. UkaZzeme teraz, ze identické zobrazenie topologického gru-
poidu &% na topologicky grupoid &, (teda inverzné zobrazenie ku zobrazeniu
z predchdadzajiaceho prikladu), ked &9 a &, st topologické grupoidy z pri-

kladu 10. nie je spojité. Nech {a} = {(~;, 0)}. %, racionalne ¢islo a okolim V,
triedy {¢} nech je mnozina vsetkych tried {a} = {(§, 0)}, & raciondlne ¢éislo,

0=y, < & <0y, v < %, < 9. Nech potom akokolvek zvolime okolie UY
triedy {a} = {(x;.0)}, obsahuje toto okolie vzdy nejaké triedy {x} = {(&;, 1)},
& =r +r )2 7. r, raciondlne &isla, 7, =0, r, >0, 0=y, < & < 0,,
v <L Xy < 0, (ktoré nepatria do V,) a teda UJd V,, &ize naSe zobrazenie nie
je spojité. Podobne sa to da dokazat aj v prlpade ze {a} = {(xy. 1)}.
\, ==y 12,0y, 1, raciondlne éisla, ) = 0, 5 > 0.

Z vety 5 a z definicie topologického faktoroidu [('] v ( (pozri [3]) vyplyva
okamzite:

Veta 7. Nech &, je topologicky grupoid z definicie 1, alebo nech &3 je topolo-
gicky grupoid z definicie 4. Nevyhnutnow a postacujicou podmienkou pre to,
aby existoval aj topologicky grupoid &, z definicie 2 a topologicky grupoid ¢

= definicie 3. je splnenie podmienky, aby U X, bola otvorend mnoZina v G', pre
X,nU'# o

kaZdé U e Y.

Veta 8. Nech &, je topologicky grupoid z definicie 2 a &Y topologicky grupoid
= definicie 4. Nevyhnutnou a postaéujiicon podmienkou, aby identické zobrazenie
topologického grupoidu &, na topologicky grupoid &) bolo izomorfizmom tichto
to pologick jch grupoidov, je spojitost inverzného zobrazenia k tomuto zobrazeniu.

Dékaz vyplyva z vety 6 a definicie izomorfizmu dvoch topologickych gru-
poidov.

Veta 9. Nech &, &y, & a &Y si topologické grupoidy z definicie 1, 2, 3 a 4.
Nech identické zobrazeme topologzckeko grupoidu &Y na &, je spojité. Potom
vietky Styri topologické grupoidy &, &y, &) a &Y si tzomorfné.

Dokaz vyplyva z vety 4. 8 a z élanku [3] vety 11.
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b) OtoGpaenue § siBasierest LOMCOMOPPILIM OTOTPAKCNTEM TOIOIOPIMCEROIO 11POCTpa
¢TBA G 1A TONOIOIHICCKOC HPOCTPANCTRBO (7%,



DTOOTOOPATKCHIE  HABKLIBACTCS HAOMOPGULIM - 0TOOPAKCIIICM  TONO,I0FHICEROIO PPV 0=
L@ G na TOHOJOTHUCCKMIT PPYILION, L (¥ M MLL FOBOPHUM, UTO TOMOJIOIHUCCRUC IPVIIION, (bl
¢ G* nsomopguin.

Hvers ¢ ronosiornuccroe npoerpaicerso 1 G2 C GL Torja (7 sB/sIeTes Tome ToHo 010
UCCKHM HPOCTPANCTBOM ., CCJM MBE 33 HHOHYI0 CACTEMY ORPCCTHOCTEd X7 HocTaBuy cllereMy
miokeers (0G0, € X Bean G sIBISICTCH TOHOTOMAUCT KUM PPYILIOILOM, o i1 ()7
SEBSICTCSE M P HO0I cHereMe oRkpectioctell £ 11 onepain coriiactioi ¢ onepaiei
B (.

Uepes (7 M |G 0do3nauny MuoeeTBo BeeX KiaaccoB Xy = X N 67 5 0. X € |G| w ue-
pes (7 C[G] obosnaunm MnomeerBo geex waaccos X € [G, junr RotopulX shino ieno U A
NG 0.

Hyers G oronosorndaeckoe npoerpanctso, |G pasousine B G, 11 67 TOHOJAOIHUCCROC 10, |
HPOCTPANCTBO TOHOJTOPHUCCKOIO HPOCTPANCTBA (7 V,I0B/ICTBOPsHONCe YeaoBuio U X N (7 -0,

Nelt
Lo yers |G ronosormaeckoe pasomsine w0 U* € X% ORpeCTHOCTD, LT ROTOPOIE BLIIoO. |
neno U N A (00 Hyers () MinoskeerBo Beex wiaccoB Xy = X € U* yoB1eTBOps1I0-

Nel™®
ux vesosmo XA G0 A 00 CrereMy BeeX MuoxectB (1) odosmaunm yepes Y.

2. Hyers ¢ MV |G ronoaorauerkoe pasomanne B 67 U7 € X7 Tlvern Uy Milosmeetso
peex kaaccos Xy = A N G0 /0, s voropeix X € [Glm X n L XonU 7 . Cie-
TOMY BeeX MHOKeeTB {7y 0003HauuM Y,.

o Hyers 7 M| G ronoaornverkoe pasomsinime B G0 u U7 € X0 Ilyern 79 MinomecrBo
peex wiaccos Xy = V€G], [vist koropux X (77 4 0. Creremy Beex Mitomecrs {7 obo-
anaunm YU,

A, Hyers |G ronoaoradeckoe pastmsiue w 0% € X* oRpectnocTh, Vs KOTOPOI Bhio.1-

neno U.U G2 00 Hyers 79 MIOKeeTBO BeeX RJIaccoB Xy VIIOBJICTBOPSHONMN Ve 10~
Xel'*

s Ny, = V' N G 7 0 X € U* Cireremy Beex Miioseers (74 odosnaunm X9,

Fesnm G ronosormieckuii rpyiunonl, |G npoRsBO;SHILIC  TOHOTOIMYCCROC  pasomsie
1 (7 TONOSTOPYCC KR TOATPYHITON; L TONOIOMHICCROr0 rpyImon;ia (i, o

[ |G] siBasiereu ronogorndeckuM  parropor;iom 1 G C |G To1010rHYCCRIM MY ITHO -
ILOM 1P 10006 cHeteMe okpeernoctei £y Odosnauum ero (5.

206G I [G] 9Bs1eTest TOHOOPHICC UM PPYHITOISIOM M Xy €10 HOJTHON CHETEMOTT opect
noereii. Odoznauum ero ¢,.

S0G0 TG siBAasierest TOHOJOPIYCCRAM FPYHIOKIOM 1 X] C1o- 1101106 CHETeMOTT ORpeeT

nocreli. OdosnauuM ero (99,

40 G7 TG ABASETCS TOHOIOPHUCCKIM PPN THIOIOM 1 X5 0o 1101001 CHETeMoil oRpeet-

nocrei, Odosnauum ero (99,

Tonosornueckie rpyvinom G5 1 &, m30Mopditnl (Kak TOHOTOIHUCCRHC  IPVIION, )
i rono oree ke rpyvimonn 64, m %7 roxe m3oMoppin.

Lesur eyuecTByer Tonoornaec kil rpyunomy (8, ($7). o neoGxXoimMbiM I L0CTaTOu LM
VCAOBHCM JLIs1 CYIICCTBOBANMS TOHOIOMTUCCKOPO rpyiinon e G3,((47) sipiasierest Buinosmenne
NCAORIE, UToGM U Xy ObLIO OTKPBLITHIM MUIOMKCCTBOM B G U5t Bestkoro (7 € X7

NonlU' 2 o
HEoOXO0IMMBIM 1 L0CTATOMIBIM NCIOBUCM [L51 TORO, UTOOLE TOMRLCCTBCHTTIOC OTOOpUKeHTTe
TOHOAOPICCROro. rpyinonia G, na tonoormuec ki rpynmnon 8% GnLio m3oMop@iasom,
HBSICTCST HCHPCePLIBIOCTL 00paTiioro orodpamenisi. 13 HToM cayvuae Bee uernipe tono or -

deckie rpvino Gy Gy B G usoMopdnbl (Kak TOHOOPHUCERIC FPVIION;LH).
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ON THE ISOMORPHISM OF TOPOLOGICAL
GRUPOIDS

ROBERT SULKA

Summary

Let (7 be anon-empty set with an operation which associates with each pair of clements
@, h € a third element ¢ € (7. The eclement ¢ we shall denote ab. The set (7 vrith this
operation we shall call a grupoid.

Let be done a set (7 .Y let he a system of subsets of (7 which satisfies the following
conditions:

a) For any two distinet elements «, h € (¢ there exists a set U of the system ¥ which
is such that ¢« € U, b & U,

b) For any two sets U and " of the system ¥ which contain the element « € (7 there
exists a set W oot the system Y which is such thet e € W CU N T

Then the set ¢ we call a topological space and the system ¥ a complete system of
neighborhoods of the space ¢,

A set ¢ we call a topological grupoid if for G the following conditions are satisfied:

a) (' is a grupoid.

b) ¢ is a topological space.

¢) If @ and b are two elements of the set G, then for every neighborhood '™ of the
clement ab there exists a neighborhood U of the clement @ and a neighborhood 1" of the
clement b which are such that (717 C 7.

Let be done a topological space (7 and a decomposition |G] in ¢ which has the following
properties:

a) If the class X € [(7] then X C(/ is a closed set in (7.

b) Let U be a neighborhood of Y. Then U X is an open set in (7.

XnU#2

In this case the decomposition |[(7] we call a topological decomposition.

Let be U € ¥ and [(] a topological decomposition in 7. Let U* denote the set of all
classes X € |(/] for which X' N U7 -/ 0. The system of all sets U* we shall derote Y*,

Let the decomposition |(7] have the following property: for any two classes A, 3 € (/]
there exists a class ¢ € [(7] which is such that ab € (' for each @ € 4, b € B. Than [(7] is
also a grapoid with the operation which associates with each pair of classes 4. 13 just
the class (. We say that the grupoid [(7] is a factoroid in (¢ and the decomposition [(7]
is a determining decomposition. If (/s a topological grupoid and [(7| a determining
topological decomposition in ¢ then the factoroid [(f] is a topological grupoid and X*
is ity complete system of neighborhoods. We say that the topological grupoid [(7]is a topo-
logical factoroid.

Let f be a mapping of a topological grupoid ¢ on a topological grupoid (** which
satisfies the following conditions:

a) f is an isomorphie mapping of the grupoid G' on the grupoid G*.

b) fis a homomorphic mapping of the topological space ¢ on the topological space (7%,

Then the mapping f we eall an isomorphic mapping of the topological grupoid (7 on
the topological crupoid (/% and say that the topological grupoid G* is isomorplic with
the topological grupoid (.

Let (7 be o topological space and (7 C (7. Then (7 is also a topological space. it we take
for the complete system of neighborhoods Y7 of (7 the system of all sets ('NG" 20,
(7€ X If (7 is a topological grupoid, (¢ is it too, with the complete systain of neighbor-
hoods ¥ and with the same operation like in 6.
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Let 7m[@] denote the set of all classes X, = X NG’ #0, X € [G] and (¥ C[G] the set,
of all ¢lasses X € [(] which are such that X NG’ 0.
Let (7 be a topological space, [G(] a decomposition in (¢ and G’ a topological subspace
of the space (¢ which is such that U X N’ £ @.
Xell]
1. Let [(7] be a topological decomposition and U* € ¥* such that U X 0 G’ £ 0. Let U7
XeU*

be the set of all classes X; = X € 7* which are such that X N (/" :# 0. The system of all
sets '} we shall denote X,.

2. Let (M[G] be a topological decomposition in (7 and U’ € ¥’. Let 7, be the set
of all classes X, = XN@* # 0 which aresuchthat X € [(| and XNU’ = X,Nn{" ~06.
The system of all these classes U, we shall denote Y,.

3. Let 7 1[G] be a topological decomposition in G and U’ € ¥’. Let U} be the set
of all classes X, == X €G] which are such that XN U’ + 0. The system of all these
classes UY we shall denote XY,

+. Let [(7] be a topological decomposition and U* € ¥* such that UX NG # 0. Let U
Xel#

be a set of all elasses X', which are such that X, = XN ¢’ 0 and X € /*. The system
of all these classes we shall denote X9.

If (¢ is a topological grupoid, |G] a determining topological decomposition and
a topological subgrupoid of the topological grupoid ¢, then

1. |(/] is a topological faktoroid and G’ C [G] is a topological grupoid with the complete
system of neighborhoods ¥;. We denote this topological grupoid ¢,.

2. (MG is a topological grupoid with the complete system of neighborhoods ¥,.
We denote it (9,.

3. ("L |G| is a topological grupoid with the complete system of neighborhoods Y.
We denote it $).

4. ’M[A] is a topological grupoid with the complete system of neighborhoods X4.
We denote it 9.

Topological grupoids &% and &, are isomorphic (as topological grupoids) and topo-
logical grupoids ¢, and (9 are also isomorphic.

If the topological grupoid ,(®9) exists, then the necessary and sufficient condition
for the existence of the topological grupoid &,(®9) is the fulfilment of the condition,
that U\, be an open set in G7 for each U’ € Y.

NonU's »

The necessary and sufficient condition for that the identic mapping of the topological
grupoid 3, on the topological grupoid &% be an isomorphic mapping, is the conti-
nuity of the inverse mapping to this mapping. Then all four topological grupoids ¢,
M5, BY. B2 are isomorphic (as topological grupoids).
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