Matematicko-fyzikalny ¢asopis

Josef Novak
Jisté Cremonovy kvadratické transformace v roviné a jejich uziti

Matematicko-fyzikdlny ¢asopis, Vol. 14 (1964), No. 4, 265--276

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126415

Terms of use:

© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1964

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/126415
http://project.dml.cz

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SaAV, 14, 4, 1964

JISTE CREMONOVY KVADRATICKE
TRANSFORMACE V ROVINE
A JEJICH UZITI

JOSEF NOVAK, Praha

SlozZitost konstrukee casto brani vétSimu vyuziti kvadratickych transformaci
v konstruktivni geometrii kfivek. Clanek se zabyva Cremonovymi kvadratickymi
transformacemi v roving, které vznikaji sttcdovym pramétem Cremonovy kvadratické
transformace mezi dvéma riznymi rovinami a které se vyznacuji jednoduchou
konstrukei odpovidajicich Gtvartt. Odvozeni transformaci vede rovné7 k snadné
konstrukci tecen transformovanych kfrivek. Je ukdzana aplikace téchto transformaci
v konstrukei kuz:losecek a raciondlnich kubik a kvartik.

I. OSOVA KVADRATICKA TRANSFORMACT

Vyjdeme ze znamé Steinerovy konstrukce Cremonovy kvadratické transformace
mezi dvéma riiznymi rovinami ¢ a ¢’ v rozsifeném euklidovském prostoru (obr. 1).
V ni jsou utvarim jedné roviny prirazeny jejich sifové pramsty ve druhé roviné. Bazi
sifového promitani tvofi, mimo priimétnu (nap¥. ¢'), dvé mimobézky 'a, 'h, ktcré
neprotinaji prasecnici ‘o rovin g a o', Sitovy prumét 'K’ bodu 'K sestrojime nejvyhod-
n&ji juko prisecik stop rovin o = ('K, 'a) a f = ('K, ') v roving ¢'. Hlavnimi body
transformace jsou body ‘A, 'B, 'C a "A’, 'B’. 'C", kterym odpovidaji stejnojmenné
hlavni pfimky druhé soustavy. Pritom je 'Ce’c’ a 'C'e’c.

Zakladni kons rukce bodu ‘K’, ktery odpovida danému bodu ‘K, ukazuje, Ze
Steinerova konstrukcee je zaloZena pouze na incidenénich vztazich v rovinach ¢ a o'
Lze ji tedy zobrazit ve dvojstopnim zobrazzni se stopnimi rovinami ¢ a ¢'. Obrazem
Steincrovy konstrukce je pak konstrukce Cremonovy kvadratické transformace
v roviné¢ (obrazy atvarl budeme nadale znaCit bez Carky vlevo nahove). Nele7i-li
stred promitani na Zadné z p¥imek 'a, 'h, snadno nahlédneme, 7Z: plati

Véta 1. Méjme v roviné dvé dvojice riiznych bodit A, A" a B, B a pFimku o, kierd
Jimi neprochdzi. Ddle nechr je A £ B, A" & B’ a necht pfimky ¢ = AB, ¢’ = A'B’

protinaji primku o v riznych bodech C' a C.
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PFibuznost v této roviné, v niz kaZdému bodu K £ A, B, C jedné soustavy odpovida
bod druhé soustavy K’ tak, Ze spojnice A’K’ resp. B'K’ je incidentni s priisecikem prFimk y
o se spojnici AK resp. BK, je Cremonova kvadratickd transformace. Jejimi hlarnimi
body jsou trojice bodii A, B, C a A’, B', C’, kterym odpovidaji stejnojmenné hlavni
pFimky @’ = B'C',b' = A'C', ¢’ a a = BC, b = AC, ¢. Body pfimky o (s vyjimkou

hlavnich bodii) a prisecik Q

formace (obr. 2).

O' pfimek AA' a BB’ jsou samodruZnymi body trans-

Tuto transformaci budeme nazyvat osovou kvadratickou transformaci. zkriacené
O-rransformaci. a piimku o nazveme jeji osou. Doehlemann k ni dospivd pfi
vySetfovani samodruZnych element@t Cremonovy kvadratické transformace v roviné
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([11, str.4D).

Pripomenme zde. 7o vysiedky. které
odvodime pro jednu soustavu. plati
ziejmé 1 pro druhou soustavu.

Na obr. 3 je ukdzina jednoducha
lincarni konstrukce boda kuzelosecky
uzitim O-transformace. Bodum ptim-
ky k3 A. B, C odpovidaji body jed-
noduché kuzelosecky k', kterd prochazi
samodruznym bodem R’ = k.o a hlav-
nimi body A4’. B. C'. Ty odpovidaji
prise¢ikiim A, B. C piimky k s hlay-
nimi primkami a. b, c.

Prochazi-li primka i po radé jednotli-

vymi hlavnimi body 4. B. C, odpovidaji



Il

Ji sloZené kuZelosecky k' = (@', A'R'), k' = (', BR), k' = (¢/, C'K’), kde R =0 . k
a K e k. Jak je vidét, je soudasti slozznych kuZeloseek vZdy hlavni pfimka. Nebude-
me-li tuto soucdst uvaZovat, potom piimce k prochazejici hlavnim bodem odpovida
piimka k', ktera je incidentni se stejnojmennym hlavnim bodem a obracené. Hlav-
nimu bodu na pfimce k odpovida prise¢ik odpovidajici hlavni ptimky s ptimkou k’.
Poznamenejme, Ze hlavni pfimka se transformuje ve stejnojmenny hlavni bod druhé
soustavy.

Uvedené zuZeni pojmu odpovidajiciho utvaru vede k jednojednoznacné pribuznosti
mezi danym a transformovanym ftvarem. V nasledujici poznamce se zcela obecné
umluvime na tomto zdZeni.

Poznamka 1. Nadale pfifadime danému utvaru, ktery prochazi hlavnimi body,
utvar bez hlavnich pfimek odpovidajicich pfisluSnym hlavnim bodim. Kazdému
z nich pak odpovidaji spole¢né body odpovidajici hlavni pfimky s transformovanymi
teCnami Gtvaru v uvaZovaném hlavnim bodé a obracené, jak plyne z transformace

’

mezi rovinami 9 a o',

Odvozeni O-transformace z Cremonovy kvadratické transformace mezi dvéma
rovinami s¢ ukaZe vyhodnym pii vySetfovani teen kiivky k', kterd odpovida dané
kitvee A. Vyslovime nejdiive vétu o te¢nach kuZelosecky k', kterd odpovida v dané
O-transformaci pfimee k.

Véta 2. Tecna ty. kuZelosecky k' v jejim libovolném bodé K' £ C', R prochdzi
prisecikent osy o se spojnici KK. PFitom bod K je incidentni s hlavni pFimkou ¢ a jeho
spojnice KA resp. KB prochdzi prisecikem osy o se spojnici KA resp. KB.

Tecna kuzelosecky v bodé C'(R') odpovidd primee g = CC (pfimee ¢ = CC za
prredpokladu, Ze body A. B jsou zvoleny hlavnimi body necdarkované soustavy) (obr. 3).

Staci dokdazat, ze stejnd véta plati v Cremonové kvadratické transformaci mczi
dyvéma rovinami, kterou jsme uvazovali zpocitku (obr. 1). P¥imky 'a, 'h. 'k urcuji
7borcenou kvadriku w, jejiz fez rovinou o' je kuzZeloseCka 'k’. Teéna této kuzZelosecky
v bod¢ "R je priasecnici roviny ¢” s teénou rovinou zborcené kvadriky % v bodé "K',
Teend rovina je uréena primkami obou regulii, které prochazeji bodem "K', a jejich
stopniky v roving ¢ jsou pravé body ‘K a ‘K. Jejich spojnice je stopou tecné roviny,
kterd protind piimku ‘o v bodé¢ incidentnim s hledanou te¢nou. Tim je prvni ¢ast
vety dokazana.

Tento dukaz nevede k cili pro body "C”a "R’. nebot piimky obou regull kvadriky x,
které jimi prochizeji, protinaji piimku ‘o. Nelze tudiz piimo stanovit stopy hledanych
teénych rovin v roviné o', Tvrzeni dokdZeme nejdiive pro bod 'C”. VSechny zborcené
kvadriky, uréené mimobézkami 'a, 'h a tenou rovinou ¢ s bodem dotyku 'C € ‘¢,
maji podle Chaslesovy véty v bodech piimky ‘¢ totozné te¢né roviny. Zvolme tu
sboreenou kvadriku, ktera prochazi bodem 'C. Pak ji rovina ¢’ protind ve sloZené
KuZelosecee, jejiz soucasti je piimka 'g’, ktera prochazi bodem 'C” a odpovida piimce
‘e = 'C’C, cozbylo dokazati. Na obr. 3 je pfimka ¢’ = 1/, sestrojena pomoci bodu A,
ktery odpovida bodu Heg.



Zaménime-li ptimky 'k, ‘c a s nimi dvojice bodi ‘A, ‘B a 'A. ' B. pak piimee 'k, = ‘¢
odpovidd pfi zménénych hlavnich bodech ‘A, = ‘A. 'B, = ‘B kuZ:losetka k).
kterd je totoZna s kuZzloseCkou 'k’. Teéna kuZzloseéky 'k; v bodé 'C| = 'R’ je tedy
totoZna s te¢nou kuZeloseCky 'k’ v bodé 'K’. Tim je dokazdna zavérend C¢ast véty.
Na obr. 3 je te€na 1. sestrojena pomoci bodu J/, ktery odpovida bodu Je g.

Pozndmka 2. LeZi-li samodruzny bod Q na ose o a piimka A jim prochazi. tzn.
O = R, pak tetnou kuZeloseCky k" v bod¢ R’ je piimka k. V tomto piipadé tecna
rovina zborcené kvadriky v bodé 'R’ je totiZ promitaci rovinou a jeji prisecnice
s rovinami ¢ a ¢’ v pramétu splyvaji.

S pomoci véty 2 lze sestrojit tecny kiivky m', kterd odpovida v O-transformact
kfivee m. Te¢né k 3 A, B, C v regularnim bod¢ K kiivky nr odpovidd kuzelosecka i’
kterd se dotyka v bod¢ K’ kiivky m’ ([2], str. 620). Hlcdand iecna 1, kiivky m’
vbodé K’ je pak totozna s tecnou kuzeloseCky k" v bod¢é K', kterou sestrojime znamym
zplsobem. Dale odpovida te¢né k, kterd prochazi jednim hlavnim bodem. riznym
od bodu dotyku K, tecna 1), = k' kiivky m’. Dotyka-li sc kiivka m hlavni primky,
pak te¢ny kiivky m’ v odpovidajicim hlavnim bod¢ sestrojime na zaklade poznamky 1.
Nalezené vysledky shrneme ve veété

Véta 3. Tecna ty. kiivky m' v bode K’ je tecnou kuZelosecky k' nebo primhow A’
kterd odpovidd tecné k3 a, b, ¢ kifivky m v jejim reguldrnim bode K £ A. B, C.

Je-li tecna k = x hlavni pFfimkou a bod K = Y hlavnim bodem. dotvkd se hlavni
primka ' v hlavnim bode X' krivky m’. Je-li bod K ruzny od hiavniho bodu. dotvkd se
kitivka m’ ¢ hlarnim bodé X' primky, kterd odpovidd spojnici hodu K s protilehlym
hlavnim bodem X.

Na obr. 4 jsou sestrojeny te¢ny v hlavnich bodech 4" = L', (" = M’ a v obeeném
bodé K’ kiivky m’, kterd odpovida v dané O-transformaci kruznici imn.

A ®
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DileZitou tlohu zastava kuZelosefka, kterd odpovida nevlastni p¥imce. Nazveme
Ji ubdéZnicovou kuZeloseckou. Budeme se zabyvat jen pripady, kdy tato kuZelosecka
bude jednoduchd, tzn. hlavni body soustavy opacné k soustavé ibéZnicové kuzelosecky
Jsou vlastni.

Véta 4. V O-transformaci je ubéznicovd kuzelosecka bud parabolou, jestlize spojnice
stejnojmennych hlavnich bodit maji spolecny- nevlastni bod, nebo hyperbolou. Osa para-
holy resp. asymiptota hyperboly prochdzi nevlastnim bodem osy o.

Dukaz: Prusecik R, osy o s nevlastni primkou u je bod samodruzny, kterym
prochazi tedy i abéZnicova kuZeloseCka u’. Je-li R = Q. kde Q = AA'. BB’, pak podle
poznamky 2 je nevlastni piimka u teCnou kuZelosecky u’, ktera je tudiZ parabolou.

Pii aplikacich O-transformace se Casto fesi

Uloha 1. Jsou dany tii body 4, B, C, které neleZi v pfimce a primka A, kterd jimi
neprochazi. Sestrojte O-transformaci s hlavnimi body 4. B, C tak. aby piimce k
odpovidala kruznice k'

Resent (obr. 5): Zvolme bod C' tak, aby piimky A4 a BB neprotinaly uscéku
C'R'.kde R" = k. CC’. Dale zvolme hlavni body A4 . B| podle predpokladi z véty 1.
Piime: k pak odpovida kuZelosecka k. Ta prochazi body €' a R a dotyka sc
v bodech A, B/ piimck, které odpovidaji spojnicim 4A a BB. KuZ:loseécee k)
muz:me pritadit v jisté stiedové kolineaci, jejiz osu zvolime v ose o, libovolnou
kruZaict &', kterd prochézi samodruZnymi body C’' = C| a R’. Pak te€nam kuZzclo-
seChy A7 v bodech A4, B] odpovidaji te€ny kruZnice &’ v bodech A’, B’. Pfitom spoj-
nice A'B" musi prochazet bodem C. Zvolime-li body 4’ B', C' za hlavni body druhé
soustavy, odpovida piimee & kruZaice k'

V nasledujicich pfikladech ukaZeme uziti O-transformace v feSeni tloh o kuzelo-
seckach.

Uloha 2. Vysetfete vzajemnou polohu primky n1 a jednoduché kuzelosecky &,
kterd je uréena péti body K, L. M, N, P.

Reseni (obr. 6): UZijeme takové O-transformace, aby ptimce m odpovidala
kruZnice m’ a kuZelosecce k primka A’. Vzajemna poloha kruZnice /' a primky k'
Fesi ulohu.

Tti body kuzZeloseCky k zvolime za hlavni body 4 = M, B = N, C = P. Body C
a K proloZime osu o, piicem# dbame na podminku. aby spojnice 44 neprotinala
usecku C'R’. kde R"=o0.m a A = a.m. Daldi provedeni je zfejmé z obrazku.
Piimka m protina kuZelose¢ku k v bodech X a Y.

Uloha 3. KuZelosecka k je uréena teénou r a Ctyfmi body L, M, N, P. Sestrojte
dotykovy bod kuizeloseCky A na tecné t.
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Reseni (obr. 7): V O-transformaci pfifadime primce 7 kruZnici ¢’ a kuZeloseéce k
piimku k’. Pfimka k" musi byt teGnou kruZnice #’. Jejimu dotykovému bodu 7’
odpovida hledany bod 7. Na obrazku je provedeno jen jedno feSeni.

Obr. 7.

2. STREDOVA KVADRATICKA TRANSFORMACE

K daldsimu zjednoduseni konstrukce Cremonovy kvadratické transformace v ro-
viné dojde, jestliZe stied promitani ve dvojstopnim zobrazeni Steinerovy konstrukce
zvolime na jedné z mimob&Zek 'a. 'h, napt. na 'a. Potom body 4 a A" splyvaji v jediny
bod S a plati nasledujici véta

Véta 5. Méjme v roving body S, B, B', které neleZi v piinice a piimkii o. kterd Zddnym
= nich neprochdzi. Priseciky spojnic SB = ¢ « SB” = ¢ s primkou o oznucime C a C.

Pitbuznost v této roviné. v niz ka*dénmu bodu K £ S, B. C jedné soustavy. odpovidd
hod druhé soustavy K’ tak, Ze spojnice KK’ prochdzi bodem S a spojnice B'K’ je inci-
dentni s prusecikem primky o se spojnic/ BK, je Cremonova kvadratickd transformace
v roviné. Jejimi hlavnimi body jsou trojice bodit A. B. Ca A, B'. C'. Kterynr odpovidaji
stejnojmenné hlavni primky a” = B'C',b" = A'C',¢"aa = BC.,b = AC. ¢ a obrdcené.
Primky o a s = BB' a primky incidenini s bodem S (s vvjimkou lilavnich primek i
jsou samodruzné. Rornéz body primek o a s jsou samodruzné (obr. 8).

Uvedenou transformaci budeme nazyvat stifedovou kvadratick ou transformaci. zkra-
cené S-transformaci. Bod S nazveme jejim stFedem a piimku o jeji osou.

Véty 2 a 3 o teCndch zistavaji v platnostii v S-transformaci. nebot stied promitani
nehral v ditkazech téchto vét Zadnou dlohu.

Na obr. 8 je sestrojena kuZeloseCka k', kterd v dané S-transformaci odpovida
pfimce k, jeZ neprochazi Zadnym hlavnim bodem. Podle véty 2 jsou sestrojeny teény
t¢ a ty. kuZelosecky k'
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Jsou-li hlavni body jedné soustavy vlastni, pak Gb&Znicova kuZeloseCka druhé
soustavy je jednoduchd. Musi prochdzet samodruZnymi nevlastnimi body, které
podle véty 5 leZi pouze na piimkach o a s.

Véta 6. Ubéznicovd kuZelosecka v S-transformaci je parabolou, maji-li s a o spolecny
nevlasmi bod; v opacném pripadé je hyperbolou.

Uloha 4. KuZelose¢ky k= (M, N,P,Q, R) a m = (M, N, P. E, F) maji tfi
spoleéné body. Sestrojte jejich Ctvrty priseéik X.

Reseni (obr. 9): Spole¢né body M, N, P, zvolime za hlavni body S-transformace.
KuZeloseCkam k a m v této transformaci odpovidaji pfimky k" a m’. Jejich prasediku X’
odpovida hledany bod X.

Na nékolika ptikladech jsme ukézali, jak fesit pomoci O- a S-transformaci — tedy
jednotnou metodou — riiznorodé tilohy o kuZeloseckach, které by jinak vyZadovaly
hlubsi znalosti projektivni geometrie.

Zabyvejme se nyni aplikacemi zkoumanych transformaci v konstrukei racionalnich
kubik a kvartik.

Je znamé, Ze kuZeloseéce v Cremonoveé kvadratické transformaci odpovida podle
incidence s hlavnimi body bud primka nebo kuZelosecka nebo kubika s dvojnasobnym
bodem nebo kvartika se 3 dvojnasobnymi body ([1], str.9).

Uloha 5. Sestrojte kubiku, ktera je uréena dvojndsobnym bodem S s te¢nami ¢, v
a Ctyfmi body K, L, M, N.

Re3eni (obr. 10): V S-transformaci, pro niZ dvojnasobny bod S je stfedem,
body K, L hlavnimi body K = B, L = C, spojnice LM osou o a pfimka s = BB’
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je zvolena rovnobézné s o. dané kubice m odpovida kuzelosecka m’. Ta prochazi
body S, M’, N', I'. 2/, kde body 1" a 2’ jsou priise€iky tecen ¢ a v s hlavni primkou a’.

Konstrukce bodid a teéen kubiky je zfcjma, obratime proto svou pozornost na
asymptotu kubiky. Pro vySetfceni vzajemné polohy nevlastni pfimky u a kubiky m
scstrojime b&Zaicovou kuZeloscCku u'. JelikoZ je osa o rovnobéZna s primkou s,
je podlz véty 6 Uib&Znicova kuZelos.¢ka u’ parabolou, ktera prochazi body S. B’ C'.
Jeji teénu v nékterém z téchto bodl sestrojime podle véty 2.

UbéZnicova parabola protina kuZelose¢ku i’ v dal§im bodé U’, kterému odpovida
nevlastni bod U, kubiky m. Te¢nu kubiky v tomto bodg, tj. asymptotu r. sestrojime
podle véty 3.

Jestlize osa 0 nebo primka samodruznych bodit s zkoumanych transformaci bude
nevlastni, pak kruZnici odpovida kiivka, kterd prochdzi kruhovymi body. nebof
tyto body jsou samodruzné. Podle incidence kruznice s hlavnimi body ji odpovida
bud kruZnice nebo cirkularni kubika nebo cirkularni kvartika.

V teorii synteze mechanismit ma vy-
znamné misto tzv. Burmesterova krivka.
Ulohy, které se v této souvislosti ([3], str.
226—242) feSi rlznymi transformacemi,
mayji snadné feseni S-transformaci. Burmes-
terova kfivka je totiZ pfimou nebo kosou

strofoidou, tedy cirkularni kubikou, jejiZz te¢ny ve dvojnasobném bodé¢ jsou k sob&
kolmé. Odpovida ji tedy v S-transformaci kruzZnice m’, jejiz pramér je hlavni pfim-
kou a'.

Uloha 6. Burmesterova kfivka je uréena dvojnasobnym bodem S s te¢nami r, v
a dvéma body P, Q. Sestrojte jeji tieti pruasecik s ptimkou PQ.

Reseni: V S-transformaci se sttedem v dvojnasobném bodé S. nevlastni osou o

a pfimkou samodruZnych bodl s = PQ, odpovida dané kiivce m kruZnice m’ =
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= (8. P. Q). Hlavni bod B na pfimce s je hledanym prisecikem. Pfitom je ptimka §B
rovnobéznd s pramérem kruzZnice m’, jehoZ koncové body leZi na tecnach ¢ a v.

Uloha 7. Sestrojte cirkularni kvartiku, kterd je urcena dvojnasobnymi body
S, B. C, a body M, N, O.

Reseni (obr. 11): Uréime S-transformaci stfedem S, nevlastni osou o, hlavnimi
body B. C, a piimkou s = BQ. Dand kvartika m se touto transformaci transformuje
v kruZnici m’. Tato kruznice prochazi body M’, N', Q’, které odpovidaji bodam
M.N. Q.

Uzitim této transformace snadno sestrojime body a teCny kvartiky. Asymptotam
kvartiky odpovidaji spojnice bodu C’, s pruseciky primky ¢’ s kruZnici m’. Pfitom
w2 tyto odpovidajici pfimky (na obr. 11 pfimky g a g’) protinaji na pfimce s.

Podle piedchozi dlohy lze sestrojit trisekantu ([4], str. 231), kterd je uréena stie-
dem W a asymptotou g. Odtud pak plyne konstrukce trisekanty m jako odpovidajici
kfivky ke kruznici m” o stiedu O” a poloméru r v nasledujici S-transformaci: Hlavni
body S a B’ jsou soumérné poloZené podle O’ pficemz SO’ = I'/V/E. hlavni pfimka ¢
je kolmd na ¢” a s ni incidentni hlavni bod B spliiuje podminku SB = 2r. Osa transfor-
mace je nevlastni primka.

S-transformace tvofi ¢ast tzv. Maclaurinovych transformaci, které zavedl
P. H. Schoute ([4], str. 87). Nasledujici odstavec je vénovan zbyvajicim Mac-
laurinovym transformacim, které lze charakterizovat jako S-transformace se stiedem
incidentnim s osou. K nim patii 1 tzv. Kotelnikovova transformace, pouZivana
v teorii synteze mechanismit ([3]. str. 51).

3. SINGULARNI STREDOVA KVADRATICKA TRANSFORMACE

Nech( primka baze sifového promitani, na niz jsme zvolili stfed promitani dvoj-
stopniho zobrazeni. protind pfimku ‘o a neni incidentni s rovinami ¢ a ¢’. Sitovym
promitanim je i v tomto ptipadé indukovana Cremonova kvadraticka transformace
mezi rovinami ¢ a ¢'. Jejimi hlavnimi body jsou stopniky piimek 'a, 'b, (tj. '4 = ‘A’
a ‘B, 'B’). které jsou zakladnimi body homaloidnich siti kuZeloseCek v ¢ a o’. Tietim
sakladnim prvkem sité¢ v rovin€ ¢ (¢') je hlavni pfimka ‘b, ('b’), kterd je tecnou
homaloidit v hlavnim bodé "4 ("A’). UvaZovand transformace ma pak dva splyvajici
hlavni body ‘"4 ='C (4" = 'C") ([1], str. 30, 31). Jejim pramétem je Cremonova
kvadraticka transformace v roviné, kterda ma charakter S-transformace se stiedem

na osc o.

Véta 7. Méjme v rociné body S, B, B', které nelezi v pfimce, a pfimku o, krerd prochdzi
pracé bodem S.
Pribuznost v 1éto roviné, v niZ kaidému bodu K £ S, B jedné soustavy odpovidd
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bod K' druhé soustavy podle pFedpisu S-transformace, je Cremonova kvadratickd
transformace se dvéma splyvajicimi hlavnimi body v obou soustavdch. Hlarni body
transformace jsou S = A =C, Ba S = A = C', B. Jim odpovidaji stejnojmenné
hlavni pfimky SB' =d = ¢, SB=b"aa=c=b', b =a a obrdcené odporvidaji
hlavnim primkdm stejnojmenné hlavni body. PFimky o a s = BB’ a primky incidentni
s bodem S (s vyjimkou hlavnich primek,
Jsou samodruzné. RovnéZ body primek o a s
Jjsou samodruiné (obr. 12).

Tuto transformaci nazveme singuldrni stie-
dovou kvadratickou transformaci — zkriceng
I-transformaci.

Kazdé ptimce k3 S, B odpovida v I-
transformaci jednojednozna¢né jednoducha
kuZeloseCka k', ktera prochazi hlavnim
bodem B’, bodem R’ =0 .k a dotykd se
v bod¢ S ptimky b'.

Snadno sz dokaze, Ze konstrukce tecen
kuzelose¢ky k' je pro body K %= S. R’
stejna jako ve vét€ 2 (s pouZitim bodu
B, B). V bodé 'R’ je tetna kuzZelosecky
'k’ priseCnici tecné roviny t zborcené kvadriky x = (‘a, ', 'k) s rovinou o'
Rovina 7 je ur€ena dvéma povrS8kami riznych soustav, jejichZ praméty jsou k a o.
Primét priiseCnice roviny 7 s rovinou f = ('b, 'B) je piimka EB (kde E = o . BB').
jejiz prusecik s tecnou g je incidentni s hledanou te¢nou tg. (obr. 12).

Vsimnéme si kiivek, které odpovidaji v I-transformaci kuZeloseCkam.

Jednoduché kuZelosece m 3 S, B, ktera se nedotyka hlavni primky b, odpovida
jednoducha kuzelosecka m’ 3 S, B', ktera se dotyka v bod¢€ S kuZzlosecky m. V diikazu
tohoto tvrzeni je podstatné, Ze te¢nd rovina t zborcené kvadriky x = (*a, 'h. 'm)
v bod€ ‘4 je promitaci rovinou. Podle predpokladu je 13 'B’ a fezem kvadriky x
rovinou ¢’ je tedy jednoduchi kuZeloseCka 'm’.

Jednoducha kuZelosecka m, kterd prochazi hlavnim bodem B (resp. hlavnim
bodem S a ma v ném teénu ¢ #F b), se transformuje v kubiku " o te¢né b’ s bodem
dotyku S a o dvojnasobném bod€ B’ (resp. o dvojnadsobném bodé S's teCnami b’ a 1').
Dotyka-li se jednoducha kuZelosecka m $ B hlavni ptimky b v bod€ S, odpovida ji
jednoducha kuZelosecka m’ 3 B’, ktera se dotyka hlavni prfimky b’ v bodé S. Tvrzeni
plynou z toho, Ze 'm’ je fezem zborcené plochy 3. stupné » = ('a, 'h, ‘m) rovinou o’'.
Ve druhém piipadé je podle predpokladu spojnice ‘A’ 'B’ tvortici pfimkou plochy %,
jejiz fez rovinou ¢’ se tedy rozpada ve zmin€nou pfimku a kuZelosecku 'm’.

Konecné se jednoducha kuzZelosecka m $ S, B transformuje v racionalni kvar-
tiku m’, ktera ma v bode€ S dvojnasobny bod se splyvajicimi te€nami v hlavni piimee b’
([1]; str. 31, 32).

Jednoducha kuZelosecka m se tedy transformuje v I-transformaci stejné jako
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v O- a S-transformaci podle incidence s hlavnimi body; pfitom podminka dotyku
kuzeloseCky m s hlavni pfimkou b v bod& S odpovida podmince incidence se dvéma
hlavnimi body. Bod S kuZeloseCky m je samodruZny, jestliZe je dotykovym bodem
teény 1 £ b;je-lir = b, transformuje se v prisecik (F S) odpovidajici kuZzeloseCky m’
resp. odpovidajici pfimky " s hlavni pfimkou a’. V ptipadé€ t = b nelze tedy bod S
transformovat podle poznamky 1.

Tecnu kiivky mi’, ktera odpovidd jednoduché kuZeloseCce m, v bodé K' % S
sestrojime podle véty 3, coZ plyne z transformace mezi rovinami ¢ a ¢’. TeCnami
v bodé S jsme se jiZz zabyvali vySe.

Ukazuje se, Ze I-transformace jsou velmi produktivni. Jimi se totiz kruZnice
transformuje v fadu vyznamnych raciondlnich kubik a kvartik. Jak znAmo, miZeme
timto zplGsobem sestrojit napf. Descartilv list, Diokleovu kisoidu, strofoidu atd.
([4]. str. 89 a dalsi). K nim miZeme pripojit bez obtiZi i dalsi kiivky. Uvedme napf.
kappa kiivku a Kiilpovu konchoidu.

Kappa kiivka m’ odpovida kruzZnici m v této I-transformaci: Hlavni pfimky b, b’
jsou sdruzenymi praméry kruZnice m, jedna jejich symetrala je osou o a jejich ne-
vlastni body jsou hlavnimi body B/, , B, . V bodé€ S ma kappa kfivka dotykovy uzel
s tecnou b'.

Kiilpova konchoida ([4], str. 200) odpovida kruZnici m v nasledujici I-transformaci:
Hlavni body S a B’ jsou nevlastnimi body sdruZenych pramér kruZnice m, hlavni
bod B je stiedem kruZnice m a osa o je rovnobéZnou tenou kruZnice m s hlavni
primkou c.

Poznamka 3. Pfipadem, kdy stfed promitani dvojstopniho zobrazeni neleZi na
pfimce baze sitového promitani, kterad protina pfimku ‘o, se nebudeme zabyvat, nebot
nevede k novému typu kvadratické transformace, ale ke sloZeni I-transformace se
stiedovou kolineaci.
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UBER GEWISSE QUADRATISCHE CREMONATRANSFORMATIONEN
IN DER EBENE UND IHRE ANWENDUNGEN

Josef Novak
Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden quadratische Cremonatransformationen in der Ebene. so-
genannte O-. S- und I-Transformationen, die als Abbildung quadratisch verwandter Spurfelder
eines Neizes nach dem Zweispurenprinzip erzeugt werden. behandelt. Im Falle der O- bzw. S-Trans-
formation trifft keine der Brennlinien des Netzes die Schnittgerade der Spurebenen und das Abbil-
dungszentrum licgt auf keiner bzw. einer Brennlinie. SchlieBlich trifft im Falle der I-Transformation
die Brennlinie, welche mit dem Abbildungszentrum inzident ist, die Schnittgerade der Spurebenen.
Dies fiihrt zu einer Transformation mit zwei zusammenfallenden Hauptpunkten in beiden Feldern.

Die Einfachheit der Konstruktionen ldB3t breite Anwendungsmoglichkeiten dieser Transformationen
zu. So werden vorerst Anwendungen an Kegelschnitten gezeigt, wobei die Einheitlichkeit der Losungs-
methode mannigfaltiger Aufgaben hervortritt, und weiter werden dann rationale Kurven 3. und 4.
Grades, speziell zirkuldre Kurven dieser Art, behandelt.
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