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MATKMAT1CK0-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, 15, 1, 1965 

DIE SZÄSZSCHEN GRUPPOIDE 

PETR HAJEK, Praha 

§ 1. EINLEITUNG 

In der vorliegenden Arbeit behandle ich systematisch bestimmte spezielle 
Gnippoide, deren Existenz G. Szasz in [1] bewiesen hat.(x) Dazu benütze 
ich gewisse wohlbekannte Begriffe und Resultate der Gruppoidtheorie,(2) 
die man z.B. in [2], [3], [4] finden kann. Ich übernehme die Termine aus [2]; 
..Gru}r/)oid" bedeutet selbstverständlich ,,Struktur mit einer (multiplikativ 
geschriebenen) Verknüpfung". Das mit einer kompatiblen Klasseneinteilung™ 
definierte Gruppoid G der Untermengen eines Gruppoides G nenne ich nach [3] 
das Faktoroiel von 67. Eine Untermenge U SE G mit der Eigenschaft GU ^ U 
heißt das linksseitige Ideal von 67; ähnlich rechtsseitiges, zweiseitiges Ideal 
(z.B. [3]). Das Element a e 67, für das ax = a (für jedes x e 67), heißt das 
linksseitige Nullelement: ist ax = x( für jedes x e 67), heißt es das linksseitige 
K'niselement; ist a das linksseitige Nullelement und für b e 67 und jedes 
x c- G bx ----- a, so heißt b der linksseitige Annidator, analog das rechts- und 
zweiseitige; vgl. [2], S. 45 — 47. 

Aus 111 übernehme ich (mit einer kleinen Änderung) folgende Definitionen: 
Ein Tripel xyz der Elemente eines Gruppoides 67 heißt assoziativ (assz.), 
wenn (xy)z x(yz), anderenfalls heißt es nichtassoziativ, xyz heißt ein iso-
liertes Tripel (i. T.) in G, falls es ein einziges nichtassoziatives Tripel von 67 ist, 
d.h. falls (xy)z 4-- x(yz) und für jedes u, v, w e G (uv)w * u(vw) => (x = u & 
cv // v & z --— w). Ein Tripel xyz ist vom Typus (aaa), wenn x = y — z, vom 
Typus (aab), wenn x = y 4= z, ähnlich (aba), (baa), (abc). 

Enthält das Gruppid ein isoliertes Tripel, so nenne ich es ein Szdszsches 
Gruppoid. Den Typus seines isolierten Tripels nenne ich den Typus dieses 
Gruppoides. Ein Szäszsehes Gruppoid nenne ich primitiv, wenn es kein echtes 
Szäszschos Untergruppoid enthält. Es sei K eine Klasse von Szäszschen Grup-

(J) Ein Beispiel hat schon im Jahre 1947 AI. C. C l imeson angeführt; s. Bemerkung8) 
in [lj. 

(2) Und auch aus der Verbandstheorie; die die Verbände (der Gruppoide) behandelnden 
Sätze können beim Lesen weggelassen wurden. 
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poiden. Das Gruppoid V e K ist K-frei, wenn jedes Gruppoid aus K sein 

homomorphes Bild ist. Das Szaszsche Gruppois M ist minimal, wenn keines 

von seinen echtem homomorphen (d.h. homomorphen , aber n ich t isomorphen) 

Bildern szaszseh ist. Die Klasse K von Szaszschen Gruppoiden is perfekt, 

wenn ein K-freies Gruppoid exist ier t u n d wenn jedes von seinen homomorphen 

Szaszschen Bildern ein K-Gruppoid ist. 

In [1] werden nach diesen Definitionen 5 pr imi t ive minima le Szaszsche 

Gruppoide angegeben; je ein von jedem Typus . I n der vorl iegenden Arbei t 

werden die Eigenschaften der Szaszschen Gruppoide behande l t und die Klassi­

fikation der pr imi t iven Szaszschen Gruppoide von Typen (aaa), (aab) und (baa) 

wird durchgeführ t . Es wird gezeigt, daß die pr imi t iven Szaszschen Gruppoide 

vom T y p u s (aaa) eine perfekte Klasse bilden; die vom T y p u s (aab) bzw. (baa) 

werden in je 17 perfekte Klassen eingeteil t . (Die pr imi t iven Szaszschen Grup­

poide von T3^pen (aba) u n d (abc) werden außer Ach t gelassen .) 

Hilftssätze. 1.1. Die Klasseneinteilung ~ im Gruppoid G ist dann und nur 

dann kompatibel, wenn (k, h, r G G) (k ^ h => (kr — hr & rk rh)). [1], S. 102. 

1.2. Es sei U ein Ideal von G. Gilt x e U ^> x -= U, ^ x •---= (x), (:i) so ist 

die Klasseneinteilung ~ kompatibel. 

Diese Klasseneinte i lung ist die sog. Keessche Eintei lung; die Bedingung 

aus 1.1 ist dafür leicht zu beweisen. Das durch bes t immte Fak to ro id von G 

werde ich das zu U gehörige Fak toro id nennen. S. auch [4], S. 382. 

1.3. Die Menge G aller Faktoroide eines Gruppoides G kann haJhgeordnet 

werden, wenn man für kompatible Einteilungen ~, = G 5g G ---' (x. y G G) (X ---- y ~> 

> x = y) definiert, (4) G mit dieser Halbordnung ist ein vollständiger Verband. 

Siehe [4], S. 305. 

1.4. Es sei G ein Gruppoid, x, y, z G G. Ist x ein linksseitiges Eins- oder Xull-

element oder Annidator oder ist z ein rechtsseitiges Eins- oder XulUUment oder 

Annulator oder ist eines der Elemente x, y, z ein (zweiseitigesJ Eins- oder Xull-

element oder Annulator, so ist xyz assz. Siehe [1], Hilfssätze. 

1.5. Es sei G ein Gruppoid, G ^ G. Ist für beliebiges x, y e G, z e C das Tripel 

xyz assz., so ist das Tripel xyz für beliebiges x, y eG, z e {C} assz. Siehe [2], 

S. 53 (Satz 30). 

(:|) I ch bezeichne mit (.*:, . . . , y) die genau die Kiemen! e x, . . . , y en tha l tende Monge: 
x und (x) werden aber oft n ich t unterschieden. Ist C ein Oruppoid, C £= G, so bezeichnet 
{C} das durch die Kleinente v o n C erzeugte (generierte) Untergruppoid von (!. 

(') (x GA)(F( . r ) ) lese man „für alle xEA ist P(x)"; (3x G A)(P(x)) lese» m a n „es 
existier t ein x G A, so daß P(x)"; (ÄX G A)(P(X) ) bedeu te t „Menge aller x G A, für 
die P(x)ii. Ist K eine K lasse v o n Gruppoiden, so sage ich ,,K-Gruppoid'" s t a t t . .(Iruppoid 
aus IC". 
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*. 2. (JRUNi)ET(iKNTRCHAFTEN DER SZASZSCHEN GRUPPOIDE 

2.1. (Hauptsatz für die Szäszschen Gruppoide.) Ist xyz das i.T. des Szäsz­

schen Gruppoides G, u eines der Elemente des i.T., s, t e G, so gilt 

st ----- (u -.=.-. s\J u = t). 

A1 - ((l -^-y&yz = z)V (ty = y)y (t = y&y = z))t 

yt > ((t -,. z) V (tz --= z) \/ (t - x & xy = x) V (t = y & // - x)), 

sy >- ((s •--:: x) V (8x = x) V (* ----- y&yz = z)\J (s = y&y = z)), 

sz •-> ((s ----- y & xy — x) V (//'> = ?/) \/ ('5 = y & y = x). 

B e w e i s . Sollte in folgenden Gleichheiten für jedes Gleichheitszeichen 

mindestens eine der d a r u n t e r geschriebenen Bedingungen gel ten, so wären 

alle Gleichheiten bewiesen, was aber zum Widerspruch führen m ü ß t e mit der 

Voraussetzung, dass xyz das i.T. von G ist. 

)/ x {-st . y)z (s . ty)z = s(ty . z) — s(t . uz) — st . yz 

.v 4-. x S 4= X f 4= X S 4= # 

/ 4= // /// 4= y t ^ y 
y + z yz 4= z 

/' // x(st . z) -----̂  ,r(-v . lz) =-- .r,v . /,: „ (xs . t)z = (x . st)z 

x(y . st) 

* -i- X s Ф y J'-V 4= X S ф // 

/ Ф // tz Ф z t =ғ // t Ф z 

xy . st (xy . s)t = (x . //.v)/ ---•• ,r(//.v ./) ,- u 

t ф z s ф y / Ф z t -Ф z 

S 4 // ys * У 5 Ф ;У 

xy Ф .r // Ф ;r 

Fs müssen also in jedem der Fälle u -- x, u --- //, u — z für eines der Gleich­

heitszeichen alle d a r u n t e r geschriebenen Bedingungen mi t dem Gleichheits­

zeichen s t a t t des [Tngleichheitszeichen zur Gel tung k o m m e n . D a r a u s ergeben 

sich leicht alle Behaup tungen des Satzes . 

Folgerungen. Wenn man eines der Elemente des i.T. wegläßt, entsteht eine 

llalbgnippe. Weiter erzeugt jede Untermenge eines Szäszschen Gruppoides G, 

die nicht (die Glieder des i.T. enthält, eine Unterhalbgruppe von G. Namentlich 

sind in jedem Szäszschen Gruppoid alle Potenzen eindeutig bestimmt. 

Alle diese Folgerungen ergeben sich aus der Behaup tung 1) des H a u p t s a t z e s , 

die man folgendermaßen ausdrücken kann : das E lemen t u des i.T. in der 

Gavlcyschcn Tafel des Szaszchen Gruppoides kann höchstens in der dem Ele­

ment u en t sprechenden Zeile bzw. Spal te vo rkommen . 

2.2. Das homomorphe Bild des Szäszschen Gruppoides ist entweder szäszsch, 

oder eine Halbgruppe; das isomorphe Bild desselben ist szäszsch. 

B e w e i s . Dies folgt da raus , daß wenn ein Homomorphismus , und xyz 
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ein assz. Tripel ist, sc ist auch xyz assz. Durch einen Homomorph i smus kann 

das i.T. assz. wei'den. durch einen Isomorphismus nicht . 

2 .3. Ist ~ ein Homomorphismus des Szaszschen Gruppoides (i (dessen 

i. T. xyz ist) auf das Szaszsche Gruppoid / / (dessen i. T. um j-,,-). so sind 

x —- u, z ----- v, z -•- w und a, v, w haben keine anderen Urbilder. 

B e w e i s . Es sei p ----- u, q ----- v, r — w für p, q, r e G. Sollte // x k </ y k 

r = z n icht gelten, su m ü ß t e das Tripel pqr in G assz. sein und mithin auch 

uvw in II. Das wäre aber ein Widerspruch; x ist also das einzige Urbild von u. 

analog //, z. 

Folgerung. Die howomorphen Gruppoide G, II sind also ron einem und (Jcm-

selben Typus; sind G, H Szaszsche Gruppoide von verschieden m Typen, so 

existiert kein Ilexmomorphismus von G auf H. 

2.4. Ist II ein Szäszsches homomerrphes Bild des primitiven Szaszschen Grup-

poides G, so ist II primitiv. 

B e w e i s . Sollte H ein echtes Szäszsches Unte rgruppoid / / ' e n t h a l t e n 

so wäre die Menge der Urbilder der Kiemente von IV ein echtes Szaszs* hes 

Un te rg ruppo id von G. 

2.5. Es seien H', K die SzäszscJien Faktoroidc des primitive}! Szdszchen Grvp-

poides G. Es existiert ein Homomorphismus von II auf K dann und nur dann, 

wenn K z% II. 

B e w e i s . Die B e h a u p t u n g „ d a n n " ist trivial (s. [2| , Bemerkung S. 15!)). 

Zum Beweis der B e h a u p t u n g ,,nur d a n n " benützen wir dlfc Ta t sache , daß 

ein primit ives Szäszsches Gruppoid offenbar durch die Glieder seines j . T. .»•//; 

e rzeugt wird; da bei einem beliebigen Homomorphismus von G auf K die Bilder 

von x, y, z auf Grund von 2.3 eindeutig bes t immt sind, ist auch dieser Homo­

morph i smus eindeutig bes t immt (S. [2| . S. 100). Ks sei der H o m o m o r p h i s m u s 

von G auf II, ^ der Homomorph i smus von 67 auf K, f ein Homomorph i smus 

von H auf K. Das P roduk t der Homomorph ismen f und ist ein H o m o ­

morph i smus von G auf K, nach dem oben Gesagten gilt rds.i x ----- // fix) -----

—. f(y). I s t füvxoy EG X.:~- y, so ist f(x) --f(y) und da raus x //. \vi^ K II 

bedeutest. 

Folgerungen. Keine zwei verschiedenen Szaszschen Faktoroidc des piiwi'ir'n 

Szdszschen Gruppoides sind isomorph. Ist H das Szaszsche honemrr/tht /Jild 

des primitiven Szdszschen Gruppoides G, so ist H mit einen und ,•/•".•' rin<-m 

Faktoroid von G isomorph. Danach kann man jedes Gruppo.o . ir.er nei .eU-m 

Klasse K p r imi t iver Szaszscher Gruppoide mit einem e indei -ur be>rhr e.Aon 

F a k t o r o i d des K-freieu Gruppoides indcntil izieren; ich werde v, t un . 

2.6. Es sei K eine perfekte Klasse primitiver Szaszscher Grup/yidn* //e.v dr^p-

poid M e K ist minimal int Sinne der obigen Definition (;--z- />,iniund < dann 

und nur dann, wenn es ein, minimales Element der hidlxjowdnclcn Monjc der 

Szdszschen Faktoroidc des K-freieu Gruppoides VK (ho-minimaJ} ist. 
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B e w e i s . Es sei M ho-mininial . Das bedeute t , daß kein N e K mi t der 

Eigenschaft N < M exist iert , nach 2.5 ist also kein F a k t o r o i d von VK , 

das ein eehtos homomorphe Bild von M ist, szaszseh. \\,reil aber jedes homo­

morphe Bild von M offenbar mi t i rgendwelchem Fak toro id von VK isomorph 

ist, können wir sehließen, daß kein eehtos homomorphes Bild von M szaszseh 

ist; M ist sz-minima!. Es sei M nicht ho-minimal . Es exis t ier t ein NGK 

mit der Eigensohaft N < M.\ nach 2.5 ist also N ein echtes (szaszsehes) homo­

morphes Hihi von M\ M ist n ieht sz-minimal. 

2.7. Fs seien II. /\ FaJdoroidc des SzdszscJien Grvppoides (7, und zwar es sei II 

szaszseh. Ist II < .K, so ist K szaszseh. 

F e w e i s . Nach 2.2 k a n n K szaszseh oder eine Halbgruppo sein; wäre K 

eine l i a lbgruppe , so wäre es auch / / , weil H das homomorphe Bild von K ist. 

2.8. Fs sei K eine perfekte Klasse primitiver SzdszscJtcr Olriippoide., VK 

ein K-Jrcies Gruppoid, W der vollständige Verband aller sein.er FaJdoroidr 

(i))) Sinne der obigen Bemerkung ist K 9^ W. 1) K ist ein vollständiger Vercini-

(jttn(jstt}derh(dhreyh((itd von W. 2) K ist (yin Verband (<dso\ ein vollständiger 

l Htcrrcrband von W) rJann und nur dünn, trenn das kleinste K-Grupvoi.d existiert. 

B e w e i s . Es sei F eine niehtleere Monge Szaszsohen Kaktoroide von WK-

Es exist iert sup F •--. S in W; es gilt II <^ S für beliebiges II G F. Nach 2.7 

ist also S szaszseh und wegen der Ferfekthei t von K ist S e K. K ist also ein 

volls tändiger \ e re in igungsun te rha ibv( rband von W. E n t h ä l t K ein kleinstes 

K-Uruppoid M. so gilt M 5g H für jedes H eF und da raus folgt M ti, inf F. 

Auf (jlrund von 2.7 ist inf F e K. E n t h ä l t K kein kleinstes E lement , so ist 

es kein Verband. Nach dem folgenden Lemma exist ier t in diesen Kall in K 

oin minimales K-Gruppoid M. das kein kleinstes E l e m e n t von K ist: es existiert 

also r'm X e K. so daß inf (M, N) in K nicht exist ier t . 

2.9. Lemma. Ist K eine perfeJde Klasse primitiver SztnzscJier Grnppoidt. 

so existiert in K ein ittinimalcs Gruppoid. 

B e w e i s . Dies folgt aus dem Lemma von Zorn. I s t nämlieh F e i n e durch rf\ 

*; geordnete Untermenge von K, so ist inf F e l(. Es sei xjjz das i. T. VOUVK, 

XIJ . z It. x . t/z d. es sei F' die Menge der den Elementen von F entsprech­

enden Einteilungen von VK. Für jedes f e F' :s / ( / > ) n / ( ' 0 0 und als 

auch U / W ) ^ U / ! / ' ) ^ ; U/(''')< U f{h) siiul aber die dem d bzw. // on.-

sprechenden Elemente von inf F. in inf F gilt also xtj . z -- ;\ .t/z, i n f F e K 

und die Voraussetzungen des Lemmas von Zorn sind erfüllt . 

$. 3. VOHBFMFRKlTN(Ji: \ ZUR KLASSIFIKATION 

Zur k o n k . ' \ o n Klassifikation der primit iven Kzaszsohcn Uruppoide von 
Typen {(:<;<(). [>tah) und (baa). die ich kurz Q-Gntjtpoide. bzw. (aab)-Gruppoid( 
b".v. (bGa)-<ii'uppoide nennen werde, brauche ich folgende Er läu te rungen . 
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„Folge" bedeu te t immer „endliche Folge von Elemen ten be s t imm te r 

Menge" ; die Anzahl der E lemen te der Folg te x nenne ich die Länge von r 

und bezeichne sie Ix. Fü r die Folge r ----- x\ ... xn se tze ich *r — x? . . . xfl, 

#* - - xi ••• ^'/i-i; **«*'* ---• "̂2 ••• .i'w-i (letzteres n u r im Fall Lr > 2). (5) Eine 

Menge V von Folgen nenne ich vollständig, wenn (r e V & / r > 1 > 

> r.;c e V & *r e V). Eine Folge x, deren "Elemente Folgen siud, nenne ich 

die Folge von Folgen:, die Elemente von x nenne ich innere Folgen. Wenn ich 

über eine volls tändige Menge von Eolgen von Folgen spreche, fordere ich. daß 

sie als eine Menge von Folgen volls tändig sei und daß auch die inneren Folgen 

eine vol ls tändige Menge bilden. 

Es sei G ein Gruppoid, x eine Folge von Elementen von G. Ich definiere 

üblicherweise (s. [3], S. 82) das Produkt von x (wir bezeichnen es r ) durch 

I n d u k t i o n nach Ix -- n : n ----- 1 — x ---- r ; n •--• 2 •- r x\ . x*: 

n — 1 

n ]:: 3 => x = [J X\ ...x< . xn\ . . . #» . ( " ) 
/ i 

Eine Folge x — r , rn ist assz., wenn das P r o d u k t jeder Folge XjXi» x . . . r ; 

(1 ä * ^ j tS: n) eine einelementige Menge ist. Ich be t r ach t e auch Folgen 

assoziat iver Folgen von E lemen ten eines Gruppoides (kurz Folgen a .F.) . 

i s t x -- xi . . . xn eine Folge a .F. , so definiere ich das P roduk t von r r = xi ... xn. 

(xi . . . xn ist offenbar eine Folge von E lementen unseres Gruppoides) . x heißt 

assz., falls die Folge x\ . . . xf/. assz. ist.(7) 

Ist V eine Menge assoziativer Folgen und r eine assz. Folge, so nenne 

ich x einfach unter allen Folgen ans V (in G), falls für jedes //GV x 4 / / -> 

x 4 ?/. Dasselbe für den Fall, dass V eine Menge assozia t iver folgen a .F . ist. 

Hilfssätze. 3.1. Es sei V eine Menge assoziativer Folgen eines Gruppoides G, 

es sei die Menge der Produkte aller Folgen aus V ein l'nterqrnppoid G'£~G. 

Ist in V eine Multiplikation so definiert, daß das Produkt der Folgen r , // eine 

Folge z ist, deren Produkt z dem Produkt der Produkte r , // gleich ist. so ist 

die Abbildung x->x ein Homomorphismus von V auf G'. (Offenbar.) 

3.2. Es sei V eine vollständige Menge von Folgen eines Szäszschen Grup­

poides, V3 die Menge aller Folgen aus V von der hänge höchstens 3. Sind alle 

Folgen aus V3 assz. und sind die Glieder des i. T. einfach unter allen Folgen 

aus V3, ,s*O sind alle Folgen aus V assz. und die Glieder des i. T. sind einfach 

unter allen Folgen aus V. 

(5) s. [2 | S. 169. Ist J.v 1, so ist *r das leere Symbol 11. dgl. 
(6) Das P roduk t hinter dem Symbol U muß als das Produkt dcr Untermengen auf­

gefaßt we rden ; s. Bemerkung (3). 
(7) Die Folge , die durch Juxtaposition der inneren Folgen entsteht, brauch t dabei 

ke ineswegs assz. sein: es sind nur „gewisse Kinklammerungon" zulässig. 
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B e w e i s . Es bezeichne Vn die Menge aller Folgen aus V von der Länge11 

höchstens H, es gelte unsere B e h a u p t u n g für Vn, n 7;.: 3. E s sei x — x\ . . . xnw, 

x c. Vn\i- J e d e Folge XiXi-w ... Xj der L ä n g e " ' / / ist nach der I n d u k t i o n s ­

a n n a h m e assz. und im Fall j + i von allen (Gliedern des i. T. verschieden. 

J edes v e-x kann m a n als x\ ... x-t . Xj> i . . . xn, seh reihen; ist i> 1, so ist 

v (x\ . .r-> . . . X()xn i . . . xn —- .T'i . .t'2 . . . ;rM , weil eine der Folgen x% ... x-t. 

x\\\...xn, sieber die Länge > 1 h a t und x\x* ... xix^ \ . . . xn m i th in nieht 

das i. T. ist; x ist also assz.; aus x -— xyxz • x^ ... xlt und dem H a u p t s a t z folgt 

nach der I n d u k t i o n s a n n a h m e , daß x von allen Gliedern des i. T. verschieden ist. 

Folgerung. Ist V eine vollständige Menge von Folgen von Folgen eines Szdsz-

schoi Gruppoides, und will man sich überzeugen, das es sich um eine Menge 

assoziativer Folgern a.F. handelt, so genügt es zu zeigen, daß alle inneren Folgen 

von der Länge fg 3 assz. und die Glieder des i. T. unter ihnen einfach sind, und 

dann dasselbe für die Folgen der (äußeren) Länge :_C 3 nachzuweisen. 

3.3. Ist G ein Szdszsches Gruppoid vom anderen Typus eds (aaa) und u ein 

Glied, des i. T., für das u2 —- u = u3 gilt, so ist uu --- u für alle n > 1. 

B e w e i s . E s genügt in 3.2 für V die vollständige Menge der Folgen u . . . u 

beliebiger Länge zu wählen. 

3.4. Es sei K eine Klasse primitiver szdszscher Gruppoiele, VK ein K-freies 

Gruppoid, dessen Elemente eine vollständige Menge von Folgen der ElemenU 

einer Menge A bilden, es sei für jedes c e A das Bild von c beim Homomorphismus 

von VK auf sein beliebiges zu K zugehöriges Faktoroid G die einelementige c ent­

haltende Klasse.(8) Es seien im beliebigen G e K alle Folgen aus VK assz. Es sei 

r ü= VK — A ein Ideal, das zu U zugehörige Faktoroid M sei ein K-Gruppoid, 

es sei jede Folge ans VK — G im beliebigen 0 e K einfach. Dann ist M das kleinste 

K-Gruppoid. 

B e w e i s . Für jedes Fak to ro id G \ o n VK- das zu K gehört , ist M :v' G. 

weil beim Homomorph i smus von VK n.uf G nur Elemente von U identifiziert 

werden können. 

Fs werden folgende Verkürzungen benutz t . Ist neben dem Impl ikat ion­

zeichen eine N u m m e r geschrieben, weist es auf den Satz hin, durch den die 

Implikat ion berecht igt ist. I s t neben dem Gleichheitszeichen eine Ziffer 

gesehrieben, weist sie auf eine unmi t t e lba r folgende und mi t dieser Ziffer 

bezeichnete Bemerkung (Er läu te rung oder Voraussetzung) hin, du rch die 

die Gleichheit berechtigt ist. (.c) h in ter einer Gleichheit bedeu te t , dass diese 

(deichung mi t c von rechts aus mult ipl iziert werden soll, analog (c). S t a t t 

,,das Produkt der P roduk te der Folgen x, y der E lemen te des Gruppoides G 

(s) Wir nehmen stillschweigend an , daß alle E lemente von A die einolemontigen Folgen 
aus V/t sind; im ande ren Fal l k ö n n t e n wir wegen der Vo l ls tändigkeit A verkleinern. 
(A wird immer die Glieder des i. T. enthalten.) Alle Elemente aus A sind also mid i Ele­
men te des beliebigen Szäszschen Fak to ro id von Vjc. 



ist gleich d e m P r o d u k t der Folge zu sage- ich kurz ,,in G ist xif --- z'~ (ich sollte 

V schreiben); ich fasse also die Folge in G als einen .ЛUSOГUCІ 

J e t z t k a n n ich schon die perfekten Klassen pr imit iver Szaszscher G r u p p o i d " 

konstruieren. F ü r jede Klasse K definiere ich ein Gruppoid VK- dessen Ele­

mente eine vollständige Menge von Folgen der Elemente einer (zwei- bis 

vierelemcntigen) Menge bzw. eine vollständige Menge von Folgen solche" 

Eolgen bilden. Ich nenne die Elemente von VK &-Fok>;en. Ich beweise d a n n , 

dass VK K-frei ist, d.h. 

1. ich beweise, dass es szäszseh und ein Element von K ist; 

2. für ein beliebiges K-Gruppoid G ordne ich die (inneren) Folgen der Länge 1 

aus VK gewissen Elementen von G (da run te r den Gliedern des i. T.) zu. Dann 

stelle ich fest, dass diese E lemente verschieden und die Folgen (von Folgen) 

dieser Elemente , welche den K-Folgen entsprechen, assz. sind. Dann bilde 

ich eine kompat ib le Klasseneintei lung von VK derar t , daß zwei Elemente 

dann und nur dann in ein u n d derselben Klasse sind, wenn ihr Produkt (in G) 

ein und dasselbe Element von G ist. So en ts teh t der Homomorph i smus von YK 

auf G. Danach ist schon in den be t r ach te t en Klassen von Grupeoiden immer 

klar, daß sie perfekt sind. 

Weiter steile ich fest, ob es das kleinste K-Gruppoid gibt , ist dies nicht 

der Fal l , so finde ich mindestens zwei minimale K-Gruppoide. 

I m § 4 worden o-Gruppoide, in dtm §§5.6 die (oob)-Gruppoide be t rach te t . 

Alle (boo)-Gruppoide sind offenbar genau alle zu den (aob)-Gruppoiden ent­

gegengesetzte Gruppoido; sie werden also auch beschrieben. 

§ 4. a-URUPPOIDE 

Wir bezeichnen mit o die Klasse aller o-Gruppoide. o-Fnlgen von der 1 

seien: a, b, ab, ba, bb, aba, abb, bbb\ es seien weiter o-Folgen d\e Folgen x 

von der Länge n > 4 der E lemente a, b, für weiche .r* - . . . xr, 

definiere die Flöhe der a-Folge x (bezeichne Ex) : Ea -- 1, Eb ----- 2, E(X) 

.r, . . . ,r„ 

•- it. leh 

• • . f„) -

--- ^Exi. Es gil)t genau 2 o-Folgen der Höhe 3 bzw. 4 und genau je 1 o-Folg« 
i^\ 

e 

jeder anderen (natürl ichen) Höhe. Die o-Folge der Höhe n " - 5 bezeichne 

ich an (ich spreche aber über keine Potenzen von a). Das Gruppoid Va i*t 

durch die Tafel T0.1 definiert. 

a b ab Ъa bb aì)a an 

a Ъ ab Ъb aba ď ď> an ! 1 

b Ъa ъъ a> (Ѓ a'1 
<Ґ a"-

ab aba a1 aг> 
(Ѓ a7 a? a / H З 

ba ЪЪ ď> ď> ď a~ a? an+й 

ЪЪ aъ ď ď (V a8 a 8 
an + l 

aba a~ ď ď a~ a8 a8 
an + i 

am am Ь 1 
am+2 a™+3 QІП \ 3 

am+i am+A an+m 

TO.l 



4 .1 . Vü '/.s7 a-fiel, a ixt perfekt. 

F e w e i s , i. Va i^t szäszsch: aaa ist n icht assz.; weil die Höhe des P r o d u k t s 

zweier o-Folgen der S u m m e der Höhen der Fak to ren gleich ist, ist offenbar 

jedes Trio,ei mit dvr S u m m e der Höhen der Glieder .>. 5 assz.; die Assozia t iv i tä t 

der Tripel der Höhe 4 (baa, aba, aab) ergibt sich aus der Mult ipl ikat ionstafel . 

Va i:-'t offenbar primit iv vom T y p u s (aaa), also ein o-Gruppoid. 

2. Fs bleibt zu zeigen, daß m a n im beliebigen o-Gruppoid , ,nach der Tafel 

To . l rechne t" (s.3.1). Als Hilfsmittel führen wir die oo-Folgen ein. Dies seien 

die Folgen der F lemente et, b, in denen keine zwei Nachbarg l ieder gleichzeitig et 

sind Jode o-Folge ist also eine oo-Folge. .Ebenso, wie für o-Folgen, definiert 

man die Höhe der oo-Folge. Es sei im beliebigen o-Gruppoid Ga das Glied des i. 

T., b sein Quadra t : b ---- ei1. D a n n ergibt sich aus 3.2, daß alle aa Folgen in G 

assz. sind und a un ter ihnen einfach ist. Die aa-Folgen der Länge < 3 sind 

nämlich 

a, b, ab, ha, bb, aha, nbb, bah, bba, bbb. (*) 

Alle diese Folgen sind sicher assz., wenn offenbar b --¥et (im Fall a2 -- a wäre 

aaa assz.). die Folgen der Länge fl 3 aus (*) sind also vom i. T. verschieden. 

Aus 2.1 :>), 4) ergibt sielt für x —- y ------ z = a ----- u die Fquivalenz au - - a = 

na a und da rum kann weder ab noch b:i gleich a sein. Sollte in G aha - a 

sein, so müss te wogen 2.1 1) auch In . et — b . aa ------ bb ~~ a sein; aba und alle 

übrigen aus (*) sind also wegen 2.1 1) von a verschieden. Siehe 3.2. 

Für die oo-Folgen der Länge 1 ist in G offenbar 

a . a ^ b, a . b — ab, b . a -- ba, b . b — bb (%%) 

Fs seien x, y o«-Folgen. Es ist in G 

x . // ------ x*xp . v/t*;/ -= (x*xv . //,)*>/ --= (#* . xpyi)*y, (<J) (***) 

was al>or dorn P r o d u k t der Folge x%u*y (u ---xp . y\ n a d (%?.)) gleich ist; 

x.,u*y ist eine oo-Folge, ihre Höhe ist Ex -f- /?//. Alle Gleichheiten in (***) 

sind dadurch berechtigt , daß mindes tens eines der F l e m e n t e x%, xp und 

auch ;/i , *;/ von a verschieden ist und deswegen kein der Tripel in (***) isoliert 

ist (der Fall, daß x^ oder *// leer ist, m a c h t keine Schwierigkei ten) . Das Pro­

d u k t zweier o-Folgen ist also in G einer oo-Folge z gleich, die höchstens zwei­

mal a en thä l t . Ist sie n icht aba, so ha t sie die Höhe ^ 5. I n G ist bab = 

- (aa . a)b ----- (a . aa)b — abb, anal , bab -= bba. I s t K,2 = 5, so ist d a n a c h 

: in (7 ttbb, also einer o-Foige gleich . I s t Ez ^ 5, so en thä l t sie mindes tens 

(') Der Index p soll keine Zahl bedeuten; es bezeichnet das letzte Glied gegebener 
Folge. Dasselbe menehmal im weiteren. 
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zweimal b. E n t h ä l t z zweimal a, so ermöglichen die Gleichungen abb —- hab 

=- bba zu z solche zwei oo-Folgen u, v zu finden, daß z —- uv in (7, U - - u%ar 

v = a*v u n d u%, *D kein a en tha l t en (man k a n n die beiden a , ,auf X a c h b a r -

p lä tze umste l len") ; aus dem oben Gesagten folgt z = u,J)*v in G, was a b e r 

die o-Folge der H ö h e Ez ist. E n t h ä l t z ein einziges O, so ermöglichen die obigen 

Gleichungen dieses a ,,auf den ers ten P la tz umzus te l len" , also x . // als die 

o-Folge der H ö h e Ez auszudrücken . E n t h ä l t z kein a, so ist es eine o-Folge. 

Siehe (jetzt) 3.1; jedes o-Gruppoid ist ein homomorphes Bild von Va, Vn ist 

o-frei. Weil nach der Folgerung von 2.3 und nach 2.4 jedes homomorphe Bild 

von V- ein o-Gruppoid ist, ist o perfekt. 

4.2. 1) Im beliebigen a-Gruppoid G ist b einfach unter allen a Folgen. 2) Min­

destens eine der Folgen ab, ha ist einfach in G unter allen a-Folgen; ist eira 

der Folgen ab, ba nicht einfach, so ist in G aha -— bb. 3) Es existieren genau 

zwei minimale a-Gruppoide; das eine wird, durch die Tafel T0.2 definiert, da> 

zweite is ihm entgegengesetzt. 

a b c d 

a Ъ c d d 

Ь d d d d 

c d d d d 

d d d d d 

T0.2 

B e w e i s . 1) (alle Gleichheiten in G.) b =---ab -~(n.)<d) bb •--• b ^ bb. 

E(bb) -- 4, anal, b ^ ha. Sollte b = s, Es — 4 sein, so wäre (a. > ab a" ' . 

(.a)=> ba -~ anjl, Widerspruch. E s m u ß ab 4= bal) 

2) E s sei ab = s, n — Es 2z +', (a.)zl> bb --= av j l , anal . im(() -aha c: '. 

Durch wiederholtes Multiplizieren der Gleichheit ab -= s mi t beliebiger Folge 

der Höhe n — 3 finden wir ab = «»+*(»*-3) (k = r 1 2 , ) Sollte- noch ha -- f. 

Et ----- m ^ 4 sein, so wäre ba - - amlh^m-^; im Fall n -~ 4 herkommen wir 

r/l> -^ «7> (-p ^> 5), also Ob - - ha: im Fall /M = 4 anal . , im Fall n, m 5 wählen 

wir ß — m — 4. A -^ H — 4 und bekommen Ob — bO -•-- amn ^n-^n-i-, Wider­

spruch . 

3) Es sei oi die Klasse a-Gruppoide, in denen ab un te r allen a-Folgen einfach 

ist, ana l , a^ für ha. Es ist a\ u 02 = o, o l 5 02 sind zwei (undis junkte) Klassen 

von o-Gruppoiden, das freie Gruppoid der beiden Klassen ist Ya. V» 

— Va — (a, b, ab) bzw. 11% -- Va, —- (O, b, ba) ist ein Ideal in V,,. Auf O;, Vw. 

Ut (i -- ]52) können wir 3.4 anwenden; für i —- 1 bekommen wir das (Gruppoid 

Mi aus TG.2, für i — 2 das dem JJi entgegengesetzte Grup]>oid JF>. J / i . M-> 

sind genau alle minimalen a-Gruppoide. 

4.3. (Alle o-Gruppoide.) Die Klasseneinteilimg von Ya, die aha, bb und nnr 
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diese gleichstellt, ist kompatibel] es sei V'a das zugehörige Faktoroid. Va aund V'a 

sind (die unendlichen a-Gruppoide Bezeichnen wir in Va aha •-- bb -- an. Genau 

(die endlichen a-Gruppoide entstehen auf diese Weise: es seien m, n natürliche 

Zahlen, die die Bedingung 3 < m < n bzw. 2 < m < n erfüllen, es sei weiter x 

eine beliebige a-Folge der Höhe m. Man definiert die kompatible Klassenein­

teilung von Va bzw. Va durch die Gleichunge^n x -•- a'n l,^r( ~mHk ----- 0, 1, 2, . . . ) . 

(u > v > m & u = v mod (n — m)) > au ^ av . 

{Dies sind genau alle in dein durch die Gleichung x ---•- an definierten Faktoroid 

von Va bzw. Va zu geltenden Gleichungen außer s — s für alle s.) 

B e w e i s . Weil für x, y e V a E(x . y) - - Ex -\- Ey und für jedes n >z 5 gen an 

ein x e Va der Höhe n exist ier t , ist das Gleichsetzen von aba, bb kompat ibe l . 

J e d e andere einem a-Faktoro id G von Va en t sprechende Klasseneintei lung 

muß zwei Kiemente verschiedener H ö h e n gleichsetzen; es sei x eine Folge 

der kleinsten Höhe, die durch ~ mi t einer Folge größerer H ö h e gleichgesetzt 

wird; es muß Ex ^ 3 sein. Sind durch ~ aba, bb gleichgesetzt , (das m u ß z .B. 

nach 4.2 2) immer der Fall sein, wenn Ex -— 3), so können u n d werden wir 

das durch ~ definierte Fak to ro id von Va als Fak toro id von Va auffassen. 

Ist in G n icht aba -= bb und ist Ex — 4, so können wir analog zum Beweis 

von 4.2 2) beweisen, daß die von x verschiedene Folge der Höhe 4 einfach ist. 

Nach diesen Bemerkungen k a n n m a n schon leicht — analog zur Diskussion 

der zyklischen (monogenen) Ha lbgruppen (vgl. z .B. [4] S. 151 ff) — beweisen, 

daß die oben geschriebenen Gleichungen ta tsächl ich genau allen endlichen 

a-Cruppoiden entsprechen. Man bezeichnet nämlich im beliebigen a-Gruppoid 

G Ex m, au die Folge der kleinsten Höhe > m, für die in G x —- an, und 

zeigt, daß genau alle obigen Gleichungen in G gel ten. Umgekehr t m u ß man 

zeigen, daß die obigen Gleichungen für jedes zulässige x, m, n eine kompat ib le 

einem a-Faktoroid von Va bzw. V'a en t sprechende Klasseneintei lung bilden. 

§ 5. EIGENSCHAFTEN DER (aab)-GRUlTO I DE 

Fs sei G ein (aah)-Gruppoid. Wir ordnen jeder von den Folgern aa, bb, ab, 

b((. (ta(( das E lemen t a bzw. b bzw. — zu und zwar auf folgende Weise: ist diese 

Folge in G gleich a bzw. b, so ordnen wir ihr a bzw. b zu; ist unsere Folge in G 

weder a noch b gleich, so ordnen wir ihr das E l emen t — zu. D a d u r c h haben 

wir jedem (oob)-Gruppoid G eine be s t immte fünfgliedrige Folge von den 

Elementen a, b, — • zugeordnet ; sie bezeichnet , welche von den oben ange­

führten Folgen in G gleich a bzw. b ist und wir nennen sie die Charakter i s t ik 

von G. Folgende L e m m e n ermöglichen unzuläßige Charakter i s t iken zu finden. 

G sei ein Szäszsohcs Gruppoid , seine i. T sei aab. 



5.1. Łemшa. 1. (x e G & x Ф a, b) -> (ax -- a ~ xa -== a ~ xb ----- b). 

o 7 b :::__ a __= ba == It. 

B e w e i s . 1) xa ---= a -:~ 2.1 2), 4) aa* == a ^ 2,13), 5) #& — b; 2) Aus 2 d 2), 4). 

5.2. L e m m a . 1) a 2 -- a => (ab 4= a & ab 4= b), 

2) a 3 — a => ab 4= b, 

3) ab = bb =-= b => ba •-=-- b, 

4) (a 2 4= a & b2 + b & ab —• a) => a 3 4= a. 

5) (a 2 4= a & b2 —- b & ab 4-- a, b &• ba 4- a, b) > a 3 =t a, 

<>) b2 4-- b =>- (ab -=- a b3 =- b). 

B e w e i s , i) Anderenfal ls wäre aab ass.«;. 2) I s t a2---- a, siehe 1); ist a2 =f= a, 

so ist nach 5.1 a2b = b: wäre ab == b. so wäre a . ab ------ ab == b. (ad) wäre also 

assz. 3) ba ~ a --> V J ab = a; es sei ba c= G —- (a, b) . ba . b ----- b . ab bb - b > 

:-> _.. a = a . ba =- ab . a ----- ba, Widerspruch . 4) Es sei a3 —- a: > V l a2b =- b; 

ab =- a => V 1 ba ---- a; ab2 --- ab . b --- ab -= a; ba2 - : ba . a a2 : a2b2 =-

.-._. a . ab2 = a2 ; a2b2 = a2b . b -== b'\ also a2 -^ b2; b . bb -__- ba2 a2 : bb . b = 

___: a2b == b, also a2 == b, Widers]>rueh mit 2.1 1). 5) a3 --- a -:- v l a2b .-_. b; 

ba . ab — (ba . a)b =--- (b . aa)b =-- b , a2b --- bb =- b, was infolge von ab, ba - b 

Widersprach mit 2.1 1) ist. o) b2b == b --> V 1 ab2 —-- ab . b — a - M ab - a; 

ab —- a -> ab2 ^ ab . b ----- ab — a -> .., b2b ---- b. 

5.3. Fa'e (aab)-Grappoide können höchstens diese Charakteristiken haben: 

1 (ab-ba) 7 (-bbb-) 12 (--bb-) 

2 (ab--a) 8 (-b-ba) 13 (--b--) 

3 (a--ba) 9 (-b-b-) 14 (---ba) 

4 (a---a) 10 (-b---) 15 (---b-) 

5 (-6aaa) 11 (--aa-) 10 ( a) 

Ü (-bau-) 17 { ) 

B e w e i s . Nach 2 1 1 ) kann am I. und 5. Platz ävv Charakter is t ik a oder - , 

am 2. Platz b oder — sein. I s t a2 --- a, so a3 --- a und ab 4= a, b (5.2 1)), ba 4 a 

(5.1 2)) . Fü r h2 -= b habe ich also die Fälle 1, 2, für b2 =r- b die Fälle 3, 4. 

N e h m e n wir f/2 =F a, b2 — b, so ist ab ----- a ----- 5.] ba a, also- 5. ti; ab b > 

— 5.2 2), 3) (ba = b & a3 = a), also 7): ab -4= a, b & ba == b g ibt die Fälle 8. 9; 

aus a. b 4- ab, ba folgt a3 4- a (5.2 5)), das ist der Fall 10. Ist emlü>h " 2 4= a <fe 

& b2 4-- b, so ab ==- a = ba =• a => a3 =-- a (5.2 4)) , Fall 11; ab =- b -•-,- 5.2 *,. 5.1 2) 

(a3 = a & ba = a) , Fälle 12, 13: ab 4 a, b => 5.1 2) ba 4- a, das ergibt die 

übr igen Pralle. 

5.4. Wenn zwei (aab)-Gruppoide G, II verschiedene Charakteristiken fudwn, 

existiert kein Homomorphismus von G auf H. 

B e w e i s . Dies ist die Folgerung von 2.3. 
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$ .J. D I E KLASSExN D E R (__£>)-< J K U P P O I D E 

Ich bezeichne1 die Klasse aller (aa&)-(..ruppoide, deren Charakter i s t ik 
die k-te (k 1, . . . . 17) der in 5.3 angeführ ten ist, mit k und nenne sie die 

Klasse, aller k-Gruppuide. Ich zeige u. a., daß für jedes k ----- L 17 diese 
Klasse perfekt ist. 

Dazu gi4!Ügt es nach 5.4 das k-ireie Gruppoid V k anzugeben. Um fest­

zustehen, daß l\- _; k, genügt es immer nur zu zeigen, daß es szaszsch ist; 

der Typus , die Charakter is t ik und die- P r imi t iv i t ä t weiden immer offenbar sein. 

YgL die i Jemerkung am E n d e des § 3. 

Weil die Beweise analog sind, führe ich sie eingehend nur f ü r k -= L 2, 3 an; 

in d(4i übrigen Fällen werden Anweisungen /um Beweis gegeben. 

an bzw. h11 bedeute t immer eine Folge von n gleichen E lementen a bzw. b 

oder ihr Produkt (Potenz); für ein anderes Symbol x werde ich xv auch Im an­

deren Sinn benützen. 

i}. 1.1-Gruppoide: Charakterist ik (ab-ha). 

Das durch, die Tafel TT dejinierie Gruppoid Vi ist das einzige (afao: 1-freie 

toai kl ei )i sie) 1-Gruppoid. 

a b c h 

a a, c h h 
b \ b b b b 
c I c c c c 
h I h h h h 

T 

B e w e i s . I) h, c. h sind linksseitige NuHeloiiienle, alle Tripel hxy, e,.:j/, hxy 

sind also nach 1.4 assz. Das Tripel aah ist n ich t assz. (a . ah ----- h, aa. . h -- c), 

weiter ist (bei beiderlei l_inklammern) aha. ~= ahh --- abc = abh --= c, aac — 

aca ach acc •-•••- ach --= ahh -- Ohr ==- h; (a, h) ist eine Unte rha lbgruppe 

von Va; Va ist also szaszsch. 

L') Wir bezeichnen im beliebigen / -Gruppoid ab ---- c, Oo — A. E s muß wegen 

(1(4* Isoliertheit des Trip])els aah c A-- h sein. N a c h der Charak te r i s t ik ist c i- a, 

c ; b, nach 2.1 ist h =# b; 7/ #= O, weil /» — a =v> 5.1 b - - Ob . b — O . bb =- ab, 

\VTid(4'spruch. ah =-- O . Oc =-- Ob . _ -=: /.; bc -- b . ab — ha . b = bb -— b; b/_ = 

--- b . ac -- ha . c — bc = b; O.r -= Ob . rr --— O . b.r =-- ab •—- c; hx —--- Oc . a: ---= 

r._ a . r.}- .-__ r/c -.- h (x --- a, b, c, h). J edes / -Gruppo id ist also nach 3.1 ein 

homomorphes Bild von Vi (a, b, c, h als Folgen der Läm>e 1 bilden eine voll-



s tändige Menge); jedes echte Fak toro id von Vi ist aber eine Ha lbg ruppe , 

denn alle E lemen te a, b, c, h sind in jeden 1-Gruppoid verschieden. Vi ist 

mi th in auch das kleinste t -Gruppoid . 

6.2. 2-Gruppoide: Charakteristik (ab--ei). 

2-Folgen der Länge 1 sind a, b, h. F ü r n > 1 ist xx ...xn eine 2-Folge falls 

1 ~i i ^ n -- Uv ~ « V %i — b), 

(1 S' i < n & ,xv - - O) => av-fi — b, 

(1 \> / < H & .r,: — b) =̂> ^V\i — a 

(z. B . «6, bab, ababa). Definition der Verknüpfung: 

a . a — a, b . b ---- b, a .b ~ ab, b . a — ba, a . ab - h 

(x, y A hk, ~~| (x* - O & // =--- ab)) => x . y ~ x*(xp . ?/i)*//, (10) (!) 

x . h = x . ab, h . b ~ h, (// 4= b --> h . // ^ Ob . / / ) . 

Auf diese Weise wird das Gruppoid Vz definiert. 

V2 ist 2-frei. Es existiert das kleinste 2-Gruppoid, dies ist in der Tafel T2 

angeführt. 

a b c d 

G a c d d 
b • 

C 1 

d b 
d c 

d 
d 

d 
d 

d ! d d d d 

T2 

B e w e i s . J) V2 ist szäszsch. Es sei zuerst q - a \! q — b. Wir beweisen, 

daß alle Tripel xyq außer aab assz. sind, a . ab — h ----- ab --- OO . b. für .r --h 

xq . q — (x* . xpq)q •-.-- x^(xpq . q) ~ x*(xv . r/7) --̂  x,:xv . qq - - .t . 77. weil #*,**•,, 

n ich t gleichzeitig a sind. Ähnlich beweist m a n x . ba --—- .i\H(.r„b)O — .rb . O. 

für 2: 4-- O xa . b --- xJyXPa)b — .r . Ob. Es sei je tz t .r, // =r b, /// ^; 2, ~~j (x a & 

& // ---- Ob). 

.r// . f/ ----- (x^xp . yi*y)q --- (J) (^1;(;r^/i )*//)(/ = .r^iiy/i)*// .! / / , / /) •-

- - (.c^rpJO/i*//*^/^)) -- .r(//:1://^ . 7) -_-: ;r . ;yO. 

(10) W e n n wir hier s t a t t xp . yx das eben definierte P r o d u k t schreiben, ist die rechte 
Seite eine 2-Folge: vgl. Beweis von 4 .1 , Beziehung (**), (***) und Bemerkung ("). X. B . 
aha . ab --- ab ab. 
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(1) Hier brauchen wir ~~~| (x = a & // = ab). 

Weiter (a . ab)a = aba = a(ab . a), (a . ab)b = h -•-= a(ab . b). 

Rs sei x 4 h, y 4- h, b. Es ist xh . q = (x . ab)q = x(ab . q) — x . hq, hy . q — 

-- (ab . y)q = ab . yq = h . yq; m a n berechne t hb . q -- h . bq, hh . q r=z h . hq. 

Auf diese Weise wird festgestel l t , d aß alle Tripel xyq außer aab assz. sind. 

Wir stellen die Assoz ia t iv i t ä t de r Tr ipe l xy (ab), xy (ba) fest. 

xy . ab = (i) (xy . a)b = (x . ya)b = <D x(ya . b) = <2) x(y . ab), 

in- . ba — (uv . b)a = (3) (u . vb)a = u(vb . a) = u(v . ba). 

(1) Rs genügt , daß y 4= a (2) P]s m u ß y ! a sein (3) E s m u ß "~| (u -~- v a) 

sein. Wir rechnen leicht aus , daß die Tripel a . a . ab, a . a . ba assz. sind; 

für x -# a ist xa . ab = (xa . a)b = (x . aa)b — xa . b -•-- x . ab = xh =- x(a . ab). 

Für beliebiges x + // e Vi sind also die Tripel xya. xyb, xy(ab), xy(ba) mi t 

Ausnahme von aab assz. Offenbar {a, ab, ba} - V* — (b). Nach 1.5 ist also Vi 

szaszsch. 

2) Es sei 6' ein 2-Gruppoid, wir bezeichnen a . ab = h. ich zeige, daß alle 

2-Folgen in O assz. sind u n d daß a, b un te r ihnen einfach sind. Die Assoziativi­

t ä t der 2-Folgcn der Länge _\ 3 ist klar, keines der E l emen te a, b ist nach 

der Charakter i s t ik keinem der E l emen te ab, ba gleich. Nach 2.1 1) b 4 h. 

Sollte a — h sein, so wäre nach 5.1 ab . b ••— b, d. h. a . bb = ab — b, Wider­

spruch. N a c h 2.1 1) b -- aba, a —- bab. Sollte a ----- aba sein, so wäre nach 5.1 

b •- ab . b ----- ab. AViderspruch; sollte b •— bab sein, so wäre nach 5.1 a -_.-

ba. . a -- ba, Widerspruch. Siehe je tz t 3.2. Zu 3.1: Es sei x, y 4 h in F2 . 

I s t ] (x a & y -- ab) in V2, so ist ""] (,r --— rt & tj\ - - a & *H --— b) in G( wegen 

der Einfachheit von r/, b; in 6? also .Xj...̂  . ?/i*// - - (x'^.rp . ?/i)*// -- (i) (x^ . xpyi)*y 

(l) Es ist nicht gleichzeitig x^ = xp - a. 

Das letzte P roduk t ist schon das P r o d u k t der 2-Folge aus der rechton 

Seite von (!). E s sei x e F2 . x 4 h, b in F2. E s ist in 0 

hx ----- (rt . r?b).r -— (i) et (ab . x) ----- a(O . b,r) -- (2) a . b.i; - ab . x. 

(1) ab 4 a (2) b:r 4= b in 6f wegen der Einfachhei t von b u n d da rum, weil bx 

Wcivh dem oben gesagten in O dem P r o d u k t der zugehörigen Folge aus Vi 

gleich ist. x -• a -:* xh •-= x(a . ab) ----- xa. . ab -.-. (xa . a)b = (x . aa)b = xa . b --• 

x . ab; ah •--- a(a . ab) aa . ab —- a . ab = h. Leicht b e k o m m t man hh — 

abab. Nac*h 3.1 ist also jedes 2-Gruppoid das homomorphe Bild von Vi, Vi 

ist 2-frei. 

3) Ich beweise, daß auch ab un te r allen 2-Folgen einfach ist. Wi r bezeichnen 

(Ix = 2n & x1 = a) => x = cn, (Ix ~ 2n & x\ = b) ~> x = dn, 

(Ix = 2n + 1 & xi = a) > x --- en, (Ix ---- 2n | 1 & xx = b) .-> x ^ fn; 
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E s ist ab + a, b, h. In G ac == h =i c (aab ist n icht assz.). für n. > 1 (,(,)l ' c", 

es ist also c =«- cA AVäre für ein H i> 1 c = ew, so wäre (.6) c = cil n.Y- idersprueli . 

(n^:i&c rln (-b)C fn was zum Widerspruch führ t : -> a>.) J -• J" 

= c => (.C) c2 =--- / c , also c2 — bab . ab -•- bO . bOb =- bO . ab — bab =--•= «b ^ c-

Widerspruch . J e t z t ist es schon leicht zu sehen, daß V? —- (<(, b- c) e m den 

Bedingungen von 3.4 en tsprechendes Ideal ist. Das ihm zugehörige Beosehe 

F a k t o r o i d ist das aus T2. 

6,3. 3-Gruppoide: Charakterist ik (a--ba). 

Definition von V3. Die 3-Foigen der Länge 1 seien a, b, h; für n > 1 *e* 

x\ . . . xn eine 3-Folge, falls (x\ = a\/ xi =. b) & (1 < i <L n =- x •= b). AU 

3-Folgen sind also a, bn, ab11, h (n natürlich). Für die Multiplikation -sieh 

T 3 . 1 . 

a bn abn h 

a b c h a a abn X'n h 
bm bm Ijn+m ђn+m lm+l 

ab abm abn+m abn+m abm+1 

h h abn+1 abn+1 
ab* 

X1 = = h, (n > 1 => X* = aba) 

a a c h h 

b b h h h 

c c h h h 

h h h h h 

T З . l T3.2 

V3 ist 3-frei; das in T3.2 angeführte Gruppoid ist das kleinste 3-Gruppoid. 

B e w e i s W e n n ich im gewöhnliehen Sinn auch den E x p o n e n t 0 zu lasse , ( n ) 

so kann ich die Mult ipl ikat ion zwischen aubn, avbm (u, v -- 0 ,1 , n, m >' ^) 

folgenderweise sehreiben: 

a . ab — h, 

~~] (u rz- v — m — 1 & n == 0) ---> aubn . avbm == anbn'r". 

1) a ist das rechtsseit ige Einr-elemcnt, alle Tripel xya sind also assz. Ic'h 

untersuche die Tripel xyb: aab ist nieh assz,; 

~] (u -= v = m =- 1 & n. -= 0) =-- (aubn . avbm)b == aubn'm^ - a*'ly"(a'-'l™ . b): 

falls h, v o r k o m m t : 

ahb =- hab - - ab2 , M b = Ob3, r f a, h => xhb --- ;*; . Ob2, Ärb - ab . a: ^ 

Weite]" un te rsuche ich die Tripel xy(ab), xy(bb). 

( n ) x'; bodcutot das loere Symbol, 

30 



xy . ab (xy , a)b = (x . ya)h = {]) x(ya . h) - (o> x(y . ab). ( i ) " 1 (.r = // a\ 

xy . bb -- (.17/ . b)b -- (i) (x . yb)b -- ,VOb . 6) -- j;(// . Ob), (2) // ^ a 

Wir ergänzen: 

O(O . ab) - - (O . O)Ob = h, O(O . bb) == a . a)bb = ab2 , 

ist x x O, // = a, so setze ich von dem mi t (2) bezeichneten Gleichheitszeichen 

fort: . . . x . ab ----- xh = x(a . ab). Alle- Tripel xya, xy(etb), xy(hh) sind also 

assz. und offenbar {a, ab, bb} = V3 -- (b) (/? O.Ob, b»^ b»A, Ob"; ' 

= - ah'1 . h). Siehe 1.5; V3 ist szaszseh. 

2) Fs sei Cr ein beliebiges 3-Gruppoid, es sei in ihm a . ab -•- h. Alle 3-Folgen 

der Länge < 3 sind O, b, h, ab, bb, ahb, bbb; sie sind in G assz. i ch beweise, 

daß a, b in G unter allen 3-Folgcn einfach sind. Es ist in G ab, bb + a, b nach 

der Charakter is t ik , Obb 4= a, b, bbb =¥ a nach 2.1 1), bbb =\= b n ach 5.2 (}). h x- b 

nach 2.V h = O =-> 5.1 a = r/b . O = a . ha — Ob. Widerspruch , also //, + et. 

Siehe 3.2. 

Multiplizieren in G: Man beweist i nduk t iv , daß hna = ft» (b» 1rt = b . bna) 

Es sei ..; = aubn, y = av6™, M, v =-= 0,L, H, ra ^ 0. I s t "~| (.r O & // -----. r/b) 

in V3, so ist ~1 (x = a & 7/1 = a & *// --- b) in G. E s ist also 

aub" . arbm = (a"bn . av)bm = (au . bnav)bm = r//wbr< . bm = anhn'm. 

Es sei .,.• 4= O, h in V3; es ist xh = x(a . r/b) = xei . ah = 3; . ab, anal , h r = ah . x, 

ah ha- (t, hh ----- Ä(a . ab) = hO . Ob ----- h . ab — Ob . Ob - Obb. Siehe 3.1; 

V., ist 3-frci. 

3) Es sei in F3 ab = c; i nduk t iv beweist m a n , daß cn = ab"'1 (cn als Po tenz ) . 

Ich beweise, daß die Folge ab un t e r allen 3-Folgen einfach ist. Ich weiß schon, 

daß in G c 4F a, b, h (x- h wegen des i. T.). (n > 1 & c — cn) -•> (.a.) h ----- cn > 

• c h. Widcrs])ruch, für n > 1 c ----- bn -- (Cl.) h = cn -•> h = //'"', h = cn --> 

---:• (?,.) b2 =: b'?il, deswegen c ----- bil = hn{I^n- 1), für k = ^ c ------ bn" =- A, 

Widerspruch . Ob ist einfach, V3 --- (O, b, r) ist ein Ideal, siehe 2.4. Das zuge­

hörige» Faktoroid ist das aus T3.2. 

6.4. 4-Gruppoide: Charakterist ik (a—a). 

Df-fii.i.ion von V4. 4-Folgen der Längt' I *rOYn a. b, h: für n > 1 -sri .n . . . .r,f 
eiia 4-Folge, falls 

(] > / • ' - ? / -> (.}•«• = O \/ Xf = i ) ) 4 ( ( i g i < n & xt -- O) - xi-n •--• b). 

K.S A.YO 

O . O ---- b, a . b =-= ab, b . O bO, b . b — bb, O . Ob = h; 

(.:•, // -V- h & ""1 (;r - - O & // -- rjb)) :> x . // = ^ :k( tvr . / /])"//; 

/#;• beli(hig< 4-Folgc sei x . h =- x . ab, h . x = Ob . x. 



V4 ist 4-frei; für jedes k ^ 4 existiert das minimale 4-Griippoid mit k Ele-
t/tenten. 

Ähnlieh als in 6.2 stellt man die Assoziativität aller Tripel xya, xyb (außer 
aab), xy(ab), xy(ba), xy(bb), xy(bbb) fest; {a, ab, ba, bb, bbb} -- V4 — (b), V4 ist 
szäszsch. Aus 2.1, 5.V 5.2 6) folgt es naeh 3.2, daß im beliebigen 4-Gruppoid G 
alle 4-Folgen assz. und a, b unter ihnen einfach sind. Es sind in G die Beding­
ungen von 3.1 erfüllt (man multipliziert in G naeh V4), V4 ist 4-frei. 

Für k ^ 1 definieren wir 

Ü! - (?.x e V±)(3i)(x -- b<: & i S k + 2), 
[J2 _. Xx c- VA)(x ----- x\ ... xn &• n >. 2 & (3i)(l S i S » & -vi =••= ")• 

(Ui u (72 u (A)) — (ab) ist ein Ideal in V4, im zugehörigen Resschen Faktoroid 
kann man noch ab. b/rfl (Annullatoren) gleichsetzen; dadurch entsteht das 
Faktoroid Mk von V4, dessen Elemente a,b,. ,.,bkl2 sind und das minimal 
ist, weil in ihm a .ab — bk>2, aa . b — bk+1 ist; durch Gleichsetzen beliebiger 
Elemente bl, b') (i < j < k | 2) wären also auch aa . b und a . Ob gleichgesetzt. 
Mk hat k + 3 Elemente. 

6.5. 5-Gruppoide: Charakteristik (-baaa). 

Das durch die Tafel T5 definierte Gruppoid ist das einzige 5-Gruppoid. 

a b c 

a v a a 
b a b c 
c a b c 

T 5 
Viň. íU. 

6.6, 6.7. 6-Gruppoide: Charakteristik (-baa-). 

7-Gruppoide: Charakteristik (-bbb-). 

Die 6- bzw. 7-Folgen sind a71, b, h (n nat.)\ da« 6- bzw. 7-freie Gruppoid V6 

bzw. V7 ist durch T6.1 bzw. T7.1 definiert. T6.2 bzw. T7.2 gibt das kleinste 
6- bzw. 7-Gruppoid an. 

a'" (('" \„ Xm il'n ' -

b a" b h 
h \ a" ^ h a* 

лr- = h, (n --» 2 • 

TťU 

-> \m 
am) 

(( г a d d 

b 1 a b c d 

г d d d d 

d i d d d d 

T(>.2 
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"' ({»''' үm h 
h b b b 
h h h h (I ! e b c 

b l b b b 
n b. (n > i > Y» h) r ' (. c c 

TIA T7.2 

Man stelle fest, daß V6 bzw. F7 szaszseh ist; dabei sei bemerk t , daß h ein 

linksseitiges Eins- bzw. Nullelemen t is t u n d daß in beiden Fällen {a, h) offenl)ar 

eine Un terha lbgruppe ist. I m beliebigen 6- bzw. 7-Gruppoid sei h — a2 . h; 

man prüfe die Mul t ipl ika t ion nach den Tafeln. I n Vß is t a2 einfach und V6 — 

— (a, h, a2) ein Ideal, siehe 3.2; in V7 is t V7 — (a, h) ein rech tssei t iges Ideal 

und für H e V7 ist hn -~ h, avs, hs e V7 — (a, h). Die zugehörige Ein te i lung ist also 

kompat ibel und das zugehörige Faktoroid ist das kleins te. Vgl. Tafeln T6.2, 

T7 .2 . 

6.8. Ö-Gruppoide: Charakteris t ik (-h-ha). 

Die 8-Folgen sind a, h, h, aa, ah. Ich bezeichne aa — c, ah — d. Das 8-freie 

druppoid \\ siehe T 8 A ; sein einziges echtes szäszsches Faktoroid is in T8.2 

angegeben. 

a r b (I h 

a r a (f h (f 
r <(• r b (t h 
b b b b b ' b 
d (f d d (t (l 
h h h // h h 

a c a (1 (f 

'' a c b (l 

ь b b b b 

d d d (1 (t 

TS.l T8.2 

b, d. h sind linksseitige Nul le lemente, c ist ein Einse lement . M a n u n t e r s u c h e 

also die Tripel .n/O. trvb, die kein c e n t h a l t e n u n d mit a beginnen. Daraus : 

alh4 Tripel xi/d. x\/h s ind assz.: VH ist szaszseh. I m beliebigen 8-Gruppoid 

iniiliiplizicü-t man nach T8.1 und c ist einfaeh. VH — (a, h, c) = (h, d) erfüllt 

die Bedingungen von 3.4, keine andere Klasseneintei lung ist möglich, die zum 

szaszsehen Faktoroid führen könn te . 

6.9. 9-Gruppoide: Charakteristik (-b-b-). 

Die 9-Folgen sind die Folgen von Folgen. JJie inneren Folgen sind an. h, h; 

die 9-Folgen sind die Folgen von Folgen der fAnge I. aus diesen, weiter die Folgen 
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v. F. der Länge 2 der Gestalt anb. Ich bezeichne anb = cn, trotzdem es keine 

Potenzen von c1 sein werden. Die Tafel T9.1 definiert das Gruppoid V9: V9 isf 

9-frei. T9.2 gibt drei minimale 9-Gruppoide an. (Dies sind alle minimalen 

9-Gruppoide.) 

am 

b 
cm 

h 
7Л -

Ь 
cm 

h 

Zl 

(m + n > 2 => Z"ш 

T9.1 

d ћ f h 

a d c h d d a e h h h h a e c h h h 

b b b b b b b Ь b b b b ь \ 
b h b b b 

c c c c c c e h f h h h c c (' V c c 

d d d d d (1 f f 'f f f f e ћ V h h h 

h h h h 

* Å 

h h Һ h h h h h h ' h h 

ľ.L: 

ћ 

2 C 

h h 

Г9.2 

h 

* Å 

h h Һ 

T9.2B 

h h ' h h 

ľ.L: 

ћ 

2 C 

h 

b, cn, h s ind linksseitige Nul le lcmente; um die Assoziat ivi tä t der Tripel 

xya, xyb (außer aab) zu beglaubigen, genügt x =- an anzuiu lnr.cn. Für xyvm 

folgt aus der Assoziat ivi tä t der obigen Tripel any . cm = any . amb — av(y . amb) --•-

•= an . ycm. Infolge von h — ac1 ist nach 1.5 V9 szäszsch. 

I m beliebigen 9-Gruppoid G sei h -- a . ab. Innere 9-Folgen sind in G assz.. 

9-P^olgen sind in G assoziative Folgen a. F . (der Länge < 2). a.b sind nach 

2.1 1), 3.3, 5.1 ainfach. In G mu l t ipl izier t m a n nach T9.V, V9 ist 9-frei. 

Bezüglich minimale 9-Gruppoide: U\ — V9 — (a, b, c1, h). F_> — Ya 

(a, a2, b, c2), U3 = V' (a, a2, b, c1, c2) sind rechtssei t ige Ideale in 

in zugehörigen Reeschen Einte i lungen ist also s t fr. Es ist auch 

t ^> rs = rt, Aveil für s, t E U;, r e Vq en tweder rs, rt e f/,- oder • rs rt = Г 

ist. I m d e m c73 zugehörigen Eak to ro id k a n n m a n noch c1. c2 gleichsetzen. 

Es e n t s t e h e n drei 9-Gruppoide A, B, C. sie sind die aus T9.2 (Bezeichnung: 

im 1. Fal l U± = d, c1 = c, im 2. Fall a2 
e, cl / U2 = h. im 3. Fal 

c1 = c2 = c, U3 = h). Sie sind minimal , a, b sind einfach und wegen der Isoliert­

heit von aab m u ß in jedem szäszschcn hörnernorphen Bild von A d ~ h. 

im von B f 4= h, im von C c # h sein: durch Gleichsetzen beliebiger zwei 

noch in E r w ä g u n g k o m m e n d e n E lemente vuir den diese Ungleichhei ten 

zers tör t . 

I s t im beliebigen 9-Gruppoid G h einfach, so A fg G. denn c1 ist auch einfach. 

I s t in G c2 einfach, so B < G, denn a2 ist auch einfach. Man k a n n noch zeiaen. 
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daß falls h n icht einfach ist, k a n n c2 höchs tens mi t c1 gleichgesetzt werden 

(und ist es der Fall, so G fg G). U m das zu beweisen, k a n n m a n nu r aus der Vor­

ausse tzung c2 ----= c2 • I7 & h = c2n & p, r > 0 einen Widerspruch (a . ab ---• 

:— h — r/w — c2 --- rt2b) finden. Eis sei schleißlieh bemerk t , daß die 9-Gruppoide 

A. H, C nach der Folgerung von 2.5 unisomorph sind. 

6.10. 70-Gruppoide: Charakteris t ik ( b - - - ) . 

Definition von V10: die inneren 10-Folgen und die 10-Folgen der Länge 1 

sind am. b, h. Für n > 1 ist x = x\ . . . o:n die 10-Folge, wenn 

1 = i Sin => (xt = ami V xt = b), 

(1 <I i < n & xt = ami) => xui = b, 

(1 <i i < n & xt = b) => xi+1 = ami'l . 

Multiplikation: 

a» . am = a?lVm, b . b = b, an . b = anb, b . an = ban\ a . ab = h, 

(x, y + h & — (x = a & y = ab)) => x . y = x%(xv . Hi)*H, 

x . h = x . a2b, hh — b, (y # b => h . x = a2b . x). 

F1 0 ?\s'£ 10-frei: für beliebiges k ^ 5 existieren minimale 10-Grnppoide mit k 

Kiementen. 

Es sei in V10 x, y 4= h & Ly ^ 2 & "~| (x — rt & // = ab), es sei weiter q ~ 

a \/ </ = b. Dann x . yq = xy . q. Durch Ausrechnung zeigt m a n die Asso-

ziativitc'it aller Tripel xyq, für die x, y 4= h & ly = 1, ausser aab, das ni(;ht 

assz. ist. Weiter ist h . xq = hx . q, xh . q = x . hq für beliebige 10-Folge x: 

alle Tripel xyq außer aab sind also assz. Daraus beweise m a n , daß alle Tripel xyz 

(z ab. ba. ab, bab) assz. sind. Vi0 — (b) = {a, ab, ba, bab}, s. 1.5; V10 ist 

szaszsch. 

Im l)eliebigen 70-Gru})poid G sei h = a , ab. Alle 70-Folgen sind in G assz. 

und (/, b sind un te r ihnen einfach. Das folgt zuerst für die inneren Folgen 

aus 2.1 1) (Folgerungen) , 3.3, 5.V Für die 70-Folgen der (äußeren) Länge r£ 3 

siehe 3.2 (Folgerung) und 2.1 1), 5.1. J e t z t sind alle Mult ipl ikat ionsregeln 

aus der Definition von V10 in G leicht zu beglaubigen; nach 3.2 (Folgerung) 

ist F1() 70-frei 

Ist k \: 3, so gibt folgende Klasseneintei lung von V10 ein minimales 70-

Gruppoid von k -f 2 E lementen an. Die erste Klasse: h, weiter alle Folgen, 

(Uv mindes tens ein Glied b en tha l t en , außer b, a2b; weiter alle Folgen an für 

// "•- k. Die zw(Mte Klasse: ak, a2b. Andere Klassen: einelementig. Di(* erste 

Klasse ist nämlich das Ideal in V10, im zugehörigen Faktoro id k a n n man 

noch ah\ r/2b als Annul la toren gleichsetzen. Es en t s t eh t das Fak toro id M 



v ° n V10. das die Elemente a, ... ak, b, h (also k -{- 2) ha t und minimal ist, 

denn a, b sind einfach und durch Gleichsetzen beliebiger E lemen te al, aJ 

(* < i S & + 1) wären auch <72b u n d h gleichgesetzt (a2b -- ak, h — O/i'M — 

- aA1'2 -- . . . ) . 

6 .11. 77-Gruppoide: Charakterist ik (--.'tc/-). 

11-Folgen: an (n nat.), b, bb, h. Multiplikation im 11-freien Gruppoid Vn 

(bb = d): T I L L Das kleinste 11-Gruppoid: T11.2. 

a" b (1 h a e e b </ h 

a"< a'"J " Л' ;" a,n 
am ì- a C ( e a e e 

b ! a" d b h r Є ( >. e h e, <J 

d \ a" b d h e Є ( e e e e 

h ; </'«' + - a- h al b a < • e </ /> łt 

K- h, n . •) > X" a n 
d 

h 

a <• 

e e 

• e b 

e e 

(/ 
h 

h 

T l l . l T 1 1 . 2 

Vn ist szaszsch: d ist ein Einselement, {a}. {b} sind Halbgruppen. .Man 
ergänze übrige Fälle für xya, xyb, rechne xy . h xy . a2b x . yh aus u n d 
siehe 1.5. I m beliebigen f f-Gruppoid (J sind bei u n t e r Bezeichnung bb —- (L 
a2b ~ h die Voraussetzungen von 3.1 erfüllt (vgl. 3.2, L e m m a 5.2 o): ab - ~ b 
--> da, — ad — a), Vn ist also 7 7-frei; Vn — (a. a2, b, d. h) ist ein Ideal von Vn , 

d a s den Bedingungen von 3.4 entspr icht . 

6.12. 72-Gruppoidc: Charakterist ik (--bb-). 

12-Folgen: atl, b" (n. nat.), h. Multiplikation im 12-freden Gruppoid Vi-i-
T12.1 . Das kleinste 12-Gruppoid: TU.2 

b" 

•a"1 
\ « ' " • " r;;, h 

b>" b"> Ъm + i i Ijm 

h 1 h ІjП+l b2 

a b 

(m + cv n --- 1) -•> r;;, = h 

(m = i v n -v i) --:- r;;, - b 

a { 
e b e (l 

b ', 

c 

b 

e 
d 
(1 

b 

e 

(1 

(l 

(/ d d (i d 

T12.1 T12.2 

M a n u n t e r s u c h e in V12 alle Tripel xya, xyb, d a r a u s a u c h xyh - xy(a2b) u n d 

siehe 1.5 ({a, h} ^ V12 — (b)); V12 ist szaszsch. F ü r beliebiges 72-Gruppoid G 
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s. 3.2, 3.1 (h = a2b). Das Gleichhei tensystem a2 H — a2^, b2H = b2Ai -=• 

= h (i\j = 0,1 . . . ) definiert eine kompa t ib l e Klasseneinte i lung, das ihr zu­

gehörige Fak to ro id von Vn ist das kleinste i2-Gruppoid, weil im beliebigen 

f2-Gruppoid a, b einfach sind und {a} n ({b} u (h)) - 0 gelten m u ß . 

((li _-_= b) > {b.) b = lP'\ a> = h -=> {b.) h = b2 => al --- b2). 

6.13. i3-Gruppoide: Charakteristik ( -6--). 

13-Folgev der Länge 1 seien a. b. h\ die der größeren Länge: x\ . . . xn. so daß 

1 ^ i ^ n => Xi = a V xt -- b, 

(i)( 1 ^ i _<b ---> Xi = a) V (3i)( l ^ i < n k xx = ... = xt = b & xt, i 

- . . . =•= xn, = a). 

Ohne ein Mißvers tändnis zu befürchten, k a n n ich alle 13 Folgen außer h 

in der Vorm b'laJ (i,j ^ 0) schreiben. Die Multiplikation im 13-freien CJrup-

poid V13 siehe T13 .V das kleinste 13-Chuppoid siehe T13.2. 

a" bnam h 

a< | airfl Z'l'" h 

bud b'W+" blinam bi+1 

h ba" bn+1a>" b2 

(i, n > 1) & (j, w > 0) 
/ > 2 -•, Z)ü - h 

" I (i ;•> 2 & t) - i & m --:- o) -;- z f " b"af" 

a b 

a c b 

b c c 

C C C 

T13.1 T13.2 

Zum B e w e i s ist es zweckmäßig, die Mult ipl ikat ion folgenderweiso a u s ­

zudrücken: 

n > 0 & ~] (•/ — m = ( ) & j ^ 2 & w = l )=> b'UV . bnam ---• bi+nam
f 

j ^ 2 > rt̂ * . b = h 

blaß . am = bw Vm 

hx •-- bx. ah ---- h. (x 4- a = xh = xb) (x e V13) 

(wenn nicht ausdrückl ich bemerk t , sind alle E x p o n e n t e beliebige ganze n icht -

negat ive Zahlen.) Nach diesen Forme ln un te r such t m a n alle Tripel xya, xyb. 

aus diesen alle xy(ba), xyh (h = a2b). {a, ba, h) ----- V12 (b)\ siehe 1.5, 3.2, 3.1: 

(nach der Berechnung der Produkte; a^tP im beliebigen 13-Gruppoid beglaubige 

man dar in die oben angeführ ten Folmeln) . V13 ((f-b) *st das die Voraus­

setzungen von 3.4 erfüllende Ideal . 



6.14. 74-Gruppoide: Charakteristik (---ba). 

Die 14-Folgen sind a, aa, bn, abn, h. Das 14-freie Gruppoid V14 ist in T14.V 
das kleinste 14-Gruppoid in T14.2 angegeben. 

bn abn 

a a2 a abn 
Xn ab 

a2 a a2 b" abn h 

6' ы b* bH-n bi + n fti-u 

ab'; aЫ abř abì + n abi + ,i abi + [ 

h h 

h, (n 

h 

> 1 

ђn+1 bn + l 

= bn) 

b2 

X- = 

h 

h, (n 

h 

> 1 => X» 

bn + l 

= bn) 

T14.1 

a (' a h h 

c a c b h 

b b b h h 

h h h h h 

T14.2 

Erklärung der Multiplikation durch Regeln: (1) {a} ist die zyklische Gruppe 
der Ordnung 2. (2) a2 ist das Emselement in V14. 

(3) a . bH = abn, 

(4) a .ab = h; n ^ 2 => a . abH •-= bn , 

(5) (u, v ^ 0,1 & n > 1 & m ^ 0) => aubn . avbm --= aubn+m . 

(6) i = 1,2 => A-«.* — A; für andere o." /^r — b.i1; // + O2 -> yh — //b. 

Man untersucht alle Tripel xya, xyb, daraus xy(ab); {a, ab} ~- V14 - (b), 
s. 1.5; V14 ist szaszsch. Im beliebigen 74-Gruppoid G stellt man nach 3.2. 3.1 
fest, daß alle 74-Folgen in G assz. und die Folgen a, b unter ihnen einfach sind. 
und daß V14 74-frei ist. In G ist a einfach; V14 — (a, O2, b) ist ein Ideal, siehe 3.4. 

6.15. 75-Gruppoide: Charakteristik (---b-). 

Die Folgen an, bn, h sind die inneren 15-Folgen und die 15-Folgen der Länge 1. 
Weiter: die Folgen der Länge 2 der Gestalt anbm sind die übrigen 15-Folgen. Multi­

plikation im 15-freien Gruppoid Vir, ist in T15.1 angegeben. Es existieren min­
destens zwei minimale 15-Gruppoide; zwei von diesen sind in T15.2 angegeben. 

al aЊk h 

am 
am+i ZЦi an+  

a s a s 
arъs+k a s + l 

h h a k + l a Ł 

(i, m, % k >= l , h r ^ 0) 

zү = K П ( m = k = j — l D > zi!i чrM 

T15.1 

зs 



a c c d J h f 
c c. <•• f f f f 
b Ь ь f f f f 
f f f f f f f 
d d d f f f f 
h h A / / 

T15.2 B 

f f 

a c d b f g a c b f d h 

a \ c d d f f f 

c I d d d g f f 

d | d d d f f f 

b \ b b b f f f 

f \ f f f f f f 
9 ! 9 9 9 f f f 

T15.2 A 

Jede t5-Folge außer h hat die Gestallt aW, i,j 2^ 0. Erklärung der Multi­
plikation durch Regeln: 

a . ab = h\ ~] (i = p = r = 1) => a[ . avbr = al vb>', 

j g; 1 => a%J . aPbr = a'b^>", 

<dbi . h = «W i ; ha1 = h: (j = 1 => h . alW = aW ! ) , h . h = a2b2. 

•V, (&) - {'L f-b, h, b2, a2b}, s. 1.5, 3.2, 3.1. In jedem tS-Gruppoid ist 

a] n ((Åx)(3i,j)(x = aЧP & i = 0 & j = 1) u (h)) = 0 

(a* =- aW => {.b) b = bi+l; a* = A => <ö.) b = b2). 

F ((A.i:)(3i L^ 0, j = 2)(x = a* . W) u (fa){3j = 3)(x - afb) u (Ä)) - (ab) 

ist ein Ideal in V15; im zugehörigen Resschen Faktoroid kann ich noch alle 
Potenzen a3 H (i = 0,1, ...) gleichsetzen. Unter der Bezeichnung a2 = c, a з d, 
a2b = g, b2 = / bekomme ich das Gruppoid aus T15.2 A; es ist szaszsch und 
minimal. Weiter ist 

(hx)(3i = 0, j = 2)(x = aW) u (AX)(3J = 2)(x = a*b) 

ein Ideal, im zugehörigen Faktoroid kann ich noch alle Potenzen a1H 

(i = 0,1, ...) gleichsetzen und unter der Bezeichnung a2 = c, b2 = f, ab = d 
bekomme ich das Gruppoid aus T15.2 B; es ist szaszsch und minimal. 

6.16. t6-Gruppoide: Charakteristik ( a). 

Definition von V16: die 16-Folgen der Länge 1 sind a, b, c, h. Für n > 1 
ist x\ ... xfl eine 16-Folge, v)enn 

(xn = a\J xn = by xn = c) & (i < n => (xt = a V xt = b)), 

(1 < i = n & Xi =$= b) => Xi-i = b. 

Multiplikation: a . a = c . c = c, a . c = c . a = a, a . b = ab, b . a = ba, 
b . c = bc, c . b = b, b . b = bb, 

(x,y * h & "~| (x = a & y = ab)) => x . y = -r*(ap . yx)*y, 

39 



wobei man im Fall (xp = y\ —- a & */y + 0) den Ausdruck [xp . y\ 

leeres Symbol lesen muß; der Ausdruck x**y ist dann offenbar eine 

a . ab — h, hx = hx, ch = h, (x #= c -> xh = xb) (x e V16). 

V16 ist 16-frei: das kleinste 16-Gruppoid ist in T16 angegeben. 

) als ein 

16-Folge, 

a b d 

c (i d d 

a c b d 
d d d d 
d d d d 

T l б 

V16 ist szászsch: 

x, y 3= h & Iy ^ 2 & " | (x = a & y -= ab) & (q = a У q = Ъ)) 

xy . q = x*(xp . У^УAУP • Ч) = x • УЧ> 

a u c h übrige Tripel xyq außer aab sind assz. Daraus folgt: alle Tripel xy(ah), 

xy(ba) sind assz. V16 —- (b) = {a, ab, ha,}. Siehe 1,5, 3.2, 3.1; Vlfi — (a, b, c) 

ist ein Ideal , siehe 3.4. 

6.17. 77-Gruppoide: Charakteristik ( ). 

Definition von V17: die Folgen an, bn, h sind die inneren 17-Folgen und die 

17-Folgen der Länge 1; für m > 1 ist die Folge v. F. x\ . . . xm die 17-Folge, wenn 

1 5g i íg m ^> (XІ 

( l ^ i < m & XІ = aïц) => xш = bПŕt\ 

Multiplikation: ak . an = akлn, Ъk . Ъn 

a . ab ~- h, 

- - a B l V xt = bni), 

( 1 = i < m & xt = bHl) -- .ťM = a""1. 

-. bk{n, ak . bn = akbn, bk . an = bkan. 

(x, y * h& -}(x = a & y = ab)) -> x . y ---- x^(xp . //i)*//, 

hx = a2b . x, xh = x .. a2b (x beliebige f7-Folge). 

V17 ist 17-frei; für beliebiges k i.: 5 existiert ein minimales 17-Gruppoid mit k 
Elementen. 

Z u m B e w e i s sei angeführt , dass V]7 i somorph ist mit der Menge aller 
endlichen Folgen aus a, b, zu denen m a n ein E l e m e n t h zufügt, a . ah ----- h setzt, 
u n d für jedes andere P a a r von Folgen aus a, b x . y als die durch J u x t a p o s i t i o n 
e n t s t a n d e n e Folge, schließlich x . h = x . aab, h . x = aab . x definiert. Daraus 
folgt leicht, d a ß V17 szäszsch ist; n a c h 3.2, 3.1 beweist m a n , dass Vl7 17-frei ist. 

I s t k ^ 3, so g ibt folgende Klasseneintei lung ein minimales 17-Gruppoid a n . 
Die ers te Klasse: alle 17-Folgen, deren S u m m e der L ä n g e n der inneren Folaen 
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gleich k -j- 1 ist, weiter alle 77-Folgen, die ein Glied b umfassen, außer b, O2b, 
weiter die 17-Folge h. Die zweite Klasse: a2b, ak. Andere Klassen: einelementig. 
(Vgl. Beweisanweisung in 6.10) 

Dadurch ist die Klassifikation der (oab)-Grirppoide (und auch der (baa) 
-Cruppoide — siehe Bemerkung am Schluß des § 3) beendet. 
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Matematický ústav CSA V, 
Prøha 

Г Р У П П О И Д Ы САСА 

Петр Г а е к 

Р е з ю м е 

Тропка ;г?/с злемептов группоида О изолированна, если (ху)г * х(уг) и если для 
всякого "и, г, -ю Е О есть (ш>)м.> Ф М(?;?/;) > (и = х &. V = у & -//> = г), т. е. если ,гу2 

является единственной иеассоциативпой тройкой в О. Группоид называется группо­
идом (.аса, если он содержит изолированную тройку. Группоид Саса имеет тип (ааа), 

если для его изолированной тройки хух имеет место х = у = г, тип (ааЬ), если х — 

= // :, аналогично (аЬа), (Ьаа), (аЪс). Группоид Саса называется примитивным, 
если он не содержит собственный подгруппоид Саса. Пусть К некоторый класс группо­
идом Саса. Группоид I' К-овободен, если всякий группоид О Е К является гомоморф 
ны.м образом V. Группоид Саса минимален, если всякий его гомоморфный неизоморфный 
образ я властен полугруппой. Класс К группоидов Саса является совершенным, если 
существует К-свободпый группоид, всякий гомоморфный образ которого, являющийся 
группоидом Смел, принадлежит К. 
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Р> этой работе изучаются основные свойства группоидов Саса и проводится классифи­
кация примитивных группоидов Саса типов (ааа), (ааЪ), (Ьаа). Первые образуют совер­
шенный класс, вторые и третьи распадаются каждые в 17 классов. Для каждого класса 
находится свободный группоид и наименьший группоид, в случае если он существует. 
В обратном случае построены по крайней мере два минималных группоида рассматри­
ваемого класса. 
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