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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15,

1, 1965

DIE SZASZSCHEN GRUPPOIDE

PETR HAJEK, Praha

§ 1. EINLEITUNG

In der vorliegenden Arbeit behandle ich systematisch bestimmte spezielle
Groppoide, deren Existenz G. Szasz in [1] bewiesen hat.(!) Dazu beniitze
ich gewisse wohlbekannte Begriffe und Resultate der Gruppoidtheorie,(2)
die man #.B. in [2], [3], [4] finden kann. Ich iibernehme die Termine aus [2];
* bedeutet selbstverstindlich ,,Struktur mit einer (multiplikativ
geschrichenen) Verkniipfung®. Das mit einer kompatiblen Klasseneinteilung -
definierte Gruppoid ¢ der Untermengen eines Gruppoides ¢/ nenne ich nach [3]
das Faltoroid von (. Eine Untermenge U < G mit der Eigenschaft GU = U
heiit das linksseitige Ideal von ¢f; dhnlich rechtsseitiges, zweiseitiges Ideal
(z.13. 13]). Das Element « € @, fir das ax = a (fur jedes x e (¢), heillt das
linksseitige: Nullelement: ist ax = x( fir jedes x € (), heilit es das linksseitige
Finselement; ist « das linksseitige Nullelement und fur b e ¢/ und jedes
2 b =y 5o heil3t b der linksseitige Annulator, analog das rechis- und
zweiseitiee: vel, (2], B, 4547,

Avis |17 iibernehme ich (mit einer kleinen Anderung) folgende Definitionen:
Ein Tripel wyz der Elemente eines Gruppoides ¢ heillt assoziativ (assz.),
wenn (y)z == a(yz), anderenfalls heilt es nichtassoziativ. xyz heillt ein iso-

LUruppoid

licrtes Tripel (i.7".) in G, falls es ein einziges nichtassoziatives Tripel von (7 ist,
d.h. falls (vy)z + x(yz) und fir jedes w, v, w e G (uwv)w + w(vw) = (r = u &
& w - v & 2 == w). Ein Tripel zyz ist vom Typus (aaa), wenn a == y == z, vom
Typus («ab), wenn x = y + z, dhnlich {(aba), (bae), (abe).

linthilt das Gruppid ein isoliertes Tripel, so nenne ich es ein Szdszsches
Gruppoid. Den Typus seines isolierten Tripels nenne ich den Typus dieses
sruppoides. 1in Szaszsches Gruppoid nenne ich premitiv, wenn es kein echtes
Szdszsches Untergruppoid enthélt. Es sei K cine Klasse von Szaszschen Grup-
(1) Ein Beispiel hat schon im Jahre 1947 Al. .. Climescu angefiuhrt; s. Bemerkung 8)
in [1].

(2) Und auch aus der Verbandstheorie; die die Verbénde (der Gruppoide) behandelnden
Sitze konnen beim Lesen weggelassen wurden.
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poiden. Das Gruppoid V e K ist K-frei, wenn jedes Gruppoid aus A sein
homomorphes Bild ist. Das Szaszsche Gruppois M ist minimal, wenn keines
von seinen echten homomorphen (d.h. homomorphen, aber nicht isomorphen)
Bildern szaszsch ist. Die Klasse K von Szdszschen Gruppoiden is perfekt,
wenn ein K-freies Gruppoid existiert und wenn jedes von seinen homomorphen
Szaszschen Bildern ein K-Gruppoid ist.

In [1] werden nach diesen Definitionen 5 primitive minimale Szdszsche
Gruppoide angegeben; je ein von jedem Typus. In der vorliegenden Arbeit
werden die Eigenschaften der Szaszschen Gruppoide behandelt und die Klassi-
fikation der primitiven Szaszschen Gruppoide von Typen (aan), (aad) und (bua)
wird durchgefithrt. Es wird gezeigt, daf} die primitiven Szaszschen Gruppoide
vom Typus (aaa) eine perfekte Klasse bilden; die vom Typus («ab) bzw. (baa)
werden in je 17 perfekte Klassen eingeteilt. (Die primitiven Szdaszschen Grup-
poide von Typen (aba) und (abe) werden auller Acht gelassen.)

Hilftssdtze. 1.J. Die Klasseneinteilung — im Gruppoid ¢ ist dann und nur
dann kompatibel, wenn (k, h,r € @) (k = h = (kr — hr & rk = rk)). [1], S. 102

1.2. Es ser U ewn Ideal von (. Gilt v € U =2 = U, = x == {(«), (?) so ist
die Klasseneinteilung — kompatibel.

Diese Klasseneinteilung ist die sog. Reessche Einteilung: dic Bedingung
aus L1 ist dafiir leicht zu beweisen. Das durch bestimmte [faktoroid von ¢
werde ich das zu U7 gehorige Faktoroid nennen. S. auch [4], 8. 332.

1.3. Die Menge G aller Faktoroide eines U(ruppoides G kann halbyeoirdiet
werden, wenn man fiir kompatible Binteilungen =, =~ G < G == (v, € (/) (0 == i =
= == ) definiert, (1) G it dieser Halbordnung ist ein vollstindiger Verband.
Siehe [4], 5. 365.

14. s sei G ein Gruppoid, x, y, z € (1. Lst @ ein linksseitiges Kins-oder Null-
element oder Annulator oder ist z ein rechisseitiges Hins- oder Nullelement oder
Annulutor oder ist eines der Elemente x, y. z ein (zweiseitiges) Eins- oder N ull-
element oder Annulator, so ist xyz assz. Siehe [1], Hilfssitze.

1.5. s sei G ein Gruppoid, C' = Q. Ist fir belicbiges x, y € (/, z € (" das Tripel
ryz assz., so ist das Tripel xyz fur beliebiges x, y € (7, z € {(" ussz. Siche [2],
S. 53 (Satz 30).

(") Leh bezeichne mit (@, ..., y) die genau die Elemente w, ..., y enthaltende Menge:
@ und (2) werden aber oft nicht unterschieden. Ist (7 ein Gruppoid, €' € (7, so hezeichnet
{C} das durch die Elemente von C erzeugte (generierte) Untergruppoid von (7.

(M (v & A)P(r)) lese man fir alle v € 4 ist P(x): (Je e A)(P)) lese man es
existiert ein wes 4, so dall P(2) (Are A)(P(x)) bedeutet ,,Menge aller w e A, fir
die PP(a). Ist K eine Klasse von Gruppoiden, so sage ich ,,K-Grappoid® statt ..Gruppoid

aus K.
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§. 2. GRUNDEIGENSCHAFTEN DER SZASZSCHEN GRUPPOIDE

2.1. (Hauptsatz fiir die Szaszschen Gruppoide.) /st xyz das i.T. des Nzisz-
whew Grippoides G, w etnes der Klemente des i.T., s, [ € (4, so gilt

1) R A (T AV V= O

2) el (s y &yz =)V (ly =)V =y &y = 2)),
5wy (0 AV DV (= &y =)V (= y &y = ),
1) ye=sy > (s =)V (sv=2x)V (s=y&yz=2)\V (s =y &y =2))
5) sost (s y&ay=a)V (ys =y)V (s =y &y = ).

3eweis. Sollte in folgenden Gleichheiten fiir jedes Gleichheitszeichen
mindestens eine der darunter geschriebenen Bedingungen gelten, so wiiren
alle Gleichheiten bewiesen, was aber zum Widerspruch fithren miilte mit der
Voraussetzung, dass ayz das i.'I'. von (¢ ist.

nooow (st o)z = s ty)e = sty .z) == s(b.uz) = st.yz
&4 S+ X I+ x S F
t+y ty +y t =y
Yy &z Yz * 2

v it v(st o z) =ow(s o tz) o= s = (s b))z o= (a . st)z
s A s+ re = S *+ 1
Ly tz + =z I =y t + 2

" z vy . sl (ey o)t == (L s s ) = aly sl
[ S kY P =z L+ z
Sy ys =y s+ Yy
Xy oF Yo

95 miissen also in jedem der Falle w == @, w = y. w == z tur eines der Gleich-
heitszeichen «lle darunter geschriebenen Bedingungen mit dem Gleichheits-
zeichen statt des Ungleichheitszeichen zur Geltung kommen. Daraus ergeben
sich leicht alle Behauptungen des Satzes.

Folgerungen. Wenn man eines der Klemente des ./T. weglijt, entsteht eine
Halbgruppe. Weiter erzeugt jede Untermenge eines Szdszschen Uruppoides (1,
die wicht alle Clieder des i.T. enthdlt, eine Unterhalbgruppe von G. Namenltlich
sind i jedem Sziszschen Gruppoid alle Potenzen eindeutig bestimmdt.

Alle diese Folgerungen ergeben sich aus der Behauptung 1) des Hauptsatzes,
die man folgeadermafBlen ausdriicken kann: das Element « des i.'T. in der
Cavleyschen Tafel des Szaszchen Gruppoides karin hochstens in der dem Ele-
ment « entsprechenden Zeile bzw. Spalte vorkommen.

2.2. Das homomorphe Bild des Szdszschen Gruppoides ist entweder szdszsch,
ader etne Halbgruppe; das isomorphe Bild desselben ist szdszsch.

Beweis. Dies folgt daraus, dall wenn ~ ein Homomorphismus, und wyz
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em assz. Tripel ist, s¢ ist auch wysr assz. Durch einen Hemaomorphismuas kann
LT, assz. werden. duarch einen fsomorphismus nicht.
2.3. Ist = ein Homomorphismus des Szdsuschen Crunpoid
1T apyz ist) avt das Szaszsche Gruppoid 71 (dessen 10 10w i
x ==,z = == wund u.», «w haben keine anderen Urbilder.
Beweis. Es sci p = w.q=wv, r =0 fir p,q.r e (L. Sollte - v &y -~ y&
r = z nicht gelten, su miidte das Tripiel pgr in (¢ assz. sein und mithin auch
wvw in H. Das wiire aber ein Widerspruch; @ ist also das cinzice Urbind von .

(7 (cddessen

).

<o sined

analog . z.

Folgerung. Die howmomorphen Gruppoide G, I sind also von civew aend den-
selben Typus;, sind G, H Szdszsche (lruppoide von verschiedewcn Typew. so
existiert kein Homomorphismus von G auf H.

2.4, [st H ern Szdszsches homomorphes Bild des primitives Nedscsciicin (00 p-
poides (7, so ist H primiliv.

Beweis. Sollte H ein echtes Szaszsches Untergruppoid 7 enthalten
g0 wire die Menge der Urbilder der Klemente von /17 ein echtes Szdszsches
Untergruppoid von (7.

2.5. Ks scien H, K die Szdszschen Faktoroide des prindiiren Szdszchen Grup-
poides . s existieit ein Homoinorphisivus vonw I aiwf K down cod e dawa.
wenn K < 1.

Beweis. Die Behauptung ,,dann™ ist trivial (s. [2], Bemerkung S.
Zum Beweis der Behauptung .nur dann® beniitzen wir die Tatsache. daB
ein primitives Szaszsches Gruppoid offenbar durch die Glieder seines i, T, a2
erzeugt wird; da bei einem beliebigen Homomorphismus von 7 aut K die Bilder
von @, i, = auf Grund von 2.3 eindeutig bestimmt sind, ist auch dieser fomo-
“der Homomorphismues

159).

morphismus eindeutig bestimmit {S. [2]. 5. 100). Ks sei
von (¢ auf /1, = der Homomorphismus von @ auf AL f cin Homomorphismius
ven H oauf K. Das Produkt dee Homorsorphismen f und -~ ist ¢in Homo-
morphismus von ¢ auf K, nach dem oben Gesagten gilt aiso o =y f(a)
= f(y). Ist firr, y € (0 = y, so ist fl) = f(y) und daravs o powas 87 fF
bedcutet.

Folgerungen. Keine ziwvei verschiedenen Suiszschen Faltoroide des gl itire

Szdszschen Gruppoides sind isomorpl. [st H dos Nuiésusele hosioinernhe 50ld
des primiliven Szdszschen Gruppoides G so ist Howiit civen aid ee cinem
Faktoroid von (! isomorph. Davnach kanm men jedes Gruppors Ciner ner s
; i 1
Klasse K primitiver Szdszscher Groppoide wmit civen cindessig bestin o ten
Faktoroid des K-freien Gruppoides indentifizieren; ieh werde oo tan,
1 )
2.6. Ks set K etne perfekte Nlusse priviitiver Szdszselier Grippaddoy Des oir
el

Hp-

pord M ¢ K st minimal i Sinwe dei obigew Definition {evmiloimeip G
wnd nwr dann, wenn es cin wiximales Klenient dey kieilbgeasdieion enige oy

Szdaszschen Fakloroide des K-freiew Grippoides Vi (Do-ninivial ) isi.
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Beweis. Bs set 47 ho-minimal. Das bedentet, dall kein N e KX mit der
Figenschaft N <2 41 existiert. nach 2.5 ist also kein Faktoroid von Vi,
das ein echtes homomorphe Bild von M ist, szdgzsch. Weidl aber jedes homo-
morphe Bild von M offenbar mit irgendwelchem Faktoroid von Vi isomorph
ist. kisnnen wiv schliclien, dafl kein echfes homomorphes Bild von M sziszsch
it 0 det swoviinimal, Fsoseir M nicht ho-minimal. Ks existiert cin N ¢ K
mit der Kigenschaft N < 400 nach 2.5 ist also N cin echtes (szaszsches) homo-

morphes Bild von 30 ¥ ist nicht sz-minimal.

2.7, I seion I K Faltorolde des Szidszschen Cruppoides G and zvar es set 11
szaszselio Ist I -7 K, so (st K swaszsch,

Beweis. Nach 2.2 kann A szdszseh oder eine Halbgruppe sein; wire A
cine Halbgruppe, so wire es auch f1, weil H das homomorphe Bild von A ist.

28, s wel K eine peifekte Kliasse primitiver Suiszscher Gruppoide, Vi
cin K-freies Gruppoid, W der vollsiindige Verband aller seiner Faklovoide
(im Siwne der obigen Bemerkung ist K <= W. 1) K ist cin vollstindiger Vereini-
quugsuzderhalbirerband von W. 2y K ist ein Verband («lso: cin vollstindiger
Unterverband von W) dann und wor dein, ivenn das kleinste K-Gruovoid existiort.

Beweis. Bs sei Foeine nichtleere Menge Szaszschen Faktoroide von Wi,
Fis existiert sup F—- 8 in W; es gilt H < 8 fir beliebiges [{ € F. Nach 2.7
st also N wriszsch und wegen der Perfektheit von K ist S € K. K ist also cin
vollstiindigee Vereinigungsunterhaibverband von W. Knthiillt K ein kleinstes
K-Gruppoid Y. so gilt M = H fiir jedes H € F und daraus folgt M == inf F.
Aul Grund von 2.7 ist inf F e K. IEnthalt K kein kleinstes Element, so ist
es kein Verband. Nach dem folgenden Lemma existiert in dicsen Fall in K

ein minimales K-Gruppoid M, das kein kleinstes Element von Kist: es existiert
also cin .V e K. so daf int (M, V) in K nicht existiert.

2.9. Lemma. 150 K eine qerfelte Klusse priveitiver Sziszscher Qruppoide.
co existiert Lo Koein omlimales Gruppoid.

Beweis Dies folgt aus dem Lemima von Zova. Ist ndmlich F eine durch -7
< acordnete Untermienge von K, so ist inf F e Ko Bs sei awyz das i 1. von Vi,
2z hoa oy oo does sel FPodie Menge der den FKlementen von Fentsprech-
enden Eimtetlungen von P Fie jedes feF s f(A) N f(ld) — 0 und  als

anch U fdy U Sty 00 U fE) U J8) sind aber die den d haw. hoent-
i P o s
sprechenden Blemente vou int Footn it F ooilt also wy o2 - & Lyz, infFeK

und die Voraussetzomgen des Lemmas von Zorn sind erfiillt,

3. VORBEMERBKUNGEN ZUR KLASNMIFIKATION

Zar konk.oecen Klassifikation der prindtiven sschen Gruppoide von
Tvpen (eac), faab) und (baa). die ich kure a-freppoide haw. (aab)-(iruppoide
(

hove (baa) Cornppaide nennen werde, brauche ieh foleende lvlauternngen.



»Folge bedeutet immer endliche Folge von Elementen bestimmter
Menge*; die Anzahl der Elemente der Folgte @ nenne ich die Linge von @
und bezeichne sie /a. Fiir die Folge » == a7 ... 0, setze ich *a = vo ... 2y,
X, =X X1, Ky oode ooy (letzteres nur im Fall [a = 2). (3) Eine
Menge Vo ovon Folgen nenne ich vollstindig, wenn (rel"& Jo > 1 =

sy €V & *r e V). Kine Folge x, deren Elemente Folgen sind, nenne ich
die Folge von Folgen; die Elemente von .« nenue ich innere Folgen. Wenn ich
iiber eine vollstindige Menge von Folgen von Folgen spreche. fordere ich. dal}
sie als eine Menge von Folgen vollstandig sei und dall auch die inneren Folgen
cine vollstiindige Menge bilden.

Is sei ¢ cin Gruppoid, 2 eine IFolge von Llementen von ¢/ Leh definiere
iiblicherweise (s. [3], S. 82) das Produkt von a (wir bezeichnen es ) durch
Induktion nach Tar == » :m == 1 = v =i m =2 0 = 2.1

n--
.

1
noo3 s r=Ur ...xig & (%)
il

Eine Folge w = ¥, ... 2, ist assz., wenn das Produkt jeder Folge wuvg. .oy
(1 =22 = j = n) eine einelementige Menge ist. Ich betrachte auch Folgen
assoziativer Folgen von Elementen eines Gruppoides (kurz Folgen a.l.).
Ist 2 == @) ... ay cine Folge a. 1., so definiere ich das Produkt von o = v ..o,
{(xy ..., ist offenbar cine Folge von Elementen unseres Gruppoides). @ heillt
assz., falls die Folge 4y ... x, assz. ist.(7)

Ist V' eine Menge assoziativer Folgen und @ cine assz. Folge. so nenne
ich w einfach wnter allen Folgen aws V' (in (F), talls fir jedes yel” v+ y =

~w # . Dasselbe fir den Fall, dass 77 cine Menge assoziativer folgen a . ist.

Hilfssatze. 3.1. Es sei V eine Menge assoziativer Folgen cines Gruppoides (7,
es sei die Menge der Produlkte aller Folgen auws Voein Untergrippoid (7<=
Ist in V eine Multiplikation so definiert. dafi das Produkt der Folgen v,y eine
Folge = ist, deren Produkt z dem Produkt der Produlte v, y gleich ist. so isl
die Abbildung x > ein Homomorphismus von V auf (2. (Offenbar.)

3.2. Ks sei V eine vollstindige Menge von Folgen cines Sziszschen Grup-
poides, V., die Menge aller Folgen aus V von der Linge héchstens 3. Sind alle
Folgen aus Vg assz. und sind die Glieder des i. 1. einfach unter allen Folgen
aus Vy, so sind alle Folgen aus V' oassz. und die Glieder des (. T. sind einfach
unter allen Folgen aus V.

() s [2] 8. 169, Ist 1o I, so ist *r das leere Symbol u. dgl.

(%) Das Produkt hinter dem Symbol U mufl als das Produkt der Untermengen aut-
gefaBt werden; s. Bemerkung (3).

(") Die Folge, die durch Juxtaposition der inneren Folgen entsteht, braucht dabei
keineswegs assz. sein: es sind nur ,gewisse Kinklammerungen® zulédssig.
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Beweis. ks bezeichne V, die Menge aller Folgen aus V von der Linge
hichstens n, es gelte unsere Behauptung fiir V,,, n Z: 3. Es sei @ == a1 ... apy1,
ve Vi Jede Folge aair ... a5 der Linge < » ist nach der Induktions-
annahnie assz. und im Fall j + ¢ von allen Gliedern des i. T. verschieden.

Jedes v e kann man als oy ... ... 4 sehreiben; ist ¢ > 1, so st
P (s )L ey == 2y L X2y, weil cine der Folgen xs L. oay.

rit..ay sicher die Lédnge > 1 hat und wjwe ... 2320 ... 4, mithin nicht
das i. T, ist; v ist also assz.;aus z = aws . &y ..., und dem Hauptsatz folgt
nach der Induktionsannahme, dafl © von allen Giiedern des 1. 'I'. verschieden ist.

Folgerung. Ist V cine vollstindige Menge voi Folgen von Folgen eines Szdsz-
schen Gruppoides, und will man sich diberzeugen, das es sich wm eine Menge
assozialiver Folgen a.F. handelt, so geniigt es zu zeigen, dafy alle inneren Folgen
con der Linge =< 3 assz. und die Glieder des i. T'. unter thnen einfach sind wnd
dann dusselbe fiir die Folgen der (dufleren) Léinge -~ 3 nachzuweisen.

3.3. [st ( ein Sziszsches Uruppoid vom anderen Typus als (aaa) wnd w ein
Glied des @71, fir das u® = w = ud gilt, so ist w* = w fir alle n > 1.

Beweis. ks gentigt in 3.2 fiir V die vollstindige Menge der Folgen % ... u
beliebiger Laoge zu wihlen.

34. fis sei K eine Klasse primitiver szuiszscher Giruppoide, Vg ein K-freies
Gruppoid, dessen Elemente eine vollstindige Menge von Folgen der Elemente
clier Menge A bilden, es sei fir jedes ¢ ¢ A das Bild von ¢ beinm. Homomorphismas
von Vi auf sein beliebiges zu K zugehioriges I'aktoroid (f die einelementige ¢ ent-
haltende Klasse.(8) Es sezen im beliehigen G e K alle Folgen aus Vi assz. Ks sel
U= Vi —A ein Ideal, das zu U zugehorige Faktoroid M sei ein K-Gruppoid.
es sel jede Folge aws Vig—-U tm beliehigen (¢ € K einfach. Danw ist M das Lleinste
K-Cruppoid.

Beweis, Fiir jedes Faktoroid ¢ von Vi, das zu K gehirt, ist W =7 ()
weil beim Homomorphismus von Vi auf 7 nuie Blemente von U identifizicrt
werden kénnen.

ls werden folgende Verkitrzungen benutzt. (st neben dem Implikation-
zeichen eine Nummer geschrieben, weist es auf den Satz hin, durch den die
Implikation berechtigt ist. Ist neben dem Gleichheitszeichen eine Ziffer
geschrieben, weist sie auf eine unmittelbar folgende und mit dieser Zifter
bezeichnete Bemerkung (Erlduterung oder Voraussetzung) hin, durch die
dic Gleichheit berechtigt ist. (.¢) hinter einer Gleichheit bedeutet, dass diese
Gleichung mit ¢ von rechts aus multipliziert werden soll, analog (c.). Statt
»das Produkt der Produkte der Folgen wx, y der Elemente des Grippoides ¢f

(™) Wir nchmen stillschweigend an, daf3 alle Elemente von 4 die cinclementigen Folgen
aus 17 sind; imoanderen Fall kénnten wir wegen der Vollstindigkeit A4 verkleinern.
(-1 wird immer die Glieder des 1. T. enthalten.) Alle Elemente aus 4 sind also auch Ele-
mente des belichigen Szdszschen Faktoroid von Vi,



ist gleich demy Produkt der Folge = sage ich kure dn ¢V ist ey == 2% (ich sollte
r .y - z schreiben): ich fasse also die Folge in ¢ als cinen ,,Susdruck™ auf.

Jetzt kann ich schon die perfekten Klassen primitiver Szaszscher Gruppoids
konstruieren. Iiir jede Klasse K definiere ich ein Gruppoid 17x. dessen idle-
mente eine vollstindige Menge von Folgen der Elemente ciner (zwei- his
vierclementigen) Menge bzw. eine vollstindige Metge von ol '

Folgen bilden. Teh nenne die Elemente von Vi K-Tolgen. Teh heweis daan,
dass Ve K-frei ist, d.h.

1. ich boweise, dass es szdszseh und cin Element von K it

2. fir cin beliebiges K-Gruppoid ¢ ordne ich die (inneren) Folgen der iudinge 1
aus Vi gewissen Klementen von ¢ (darunter den Gliedern des 1.'T0) zu. Dann
stelle ich fest, dass diese Elemente verschieden und die Folgen (von Folaen)
dieser Elemente, welche den K-Folgen entsprechen, assz. sind. Dana bilde
ich cine kompatible Klassencinteilung von Vi derart, dali zwei Klemente
dann und nnr dann in cin und derselben Klasse sind, wenn ihe Produlit fin (7)

ein und dasselbe Klement von ¢ ist. So entsteht der Homomorphismus von Vi
auf (7. Danach ist schon in den betrachteten Klassen von Giupyoiden iminer
klar, dafi sic pevlekt sind.

Weiter stelle ich fest, ob es das kleinste K-Gruppoid gibt. ist dies nicht
der Fall, so finde ich mindestens zwei minimale K-Gruppoide.

Imi § 4 werden a-Gruppoide, i den §§ 5,6 dic (aab)-Gruppoide betrachtot.
Alle (baa)-Gruppoide sind offenbar genau alle zu den (aab)-Gruppoiden ent-
gegengesetzte Gruppoide; sie werden also auch beschrieben.

§ 4 a-GRUPPOLIDE

Wir bezeichnen mit a die Klasse aller a-Gruppoide. a-Folgen vorvder Litage 3
seien: ¢, b, ab, ba, bb, cha, alih, DOD; es seien weiter a-Folgen die Wolgen o,

von der Linge n = 4 der Elemente «, b, i welche oo = .00 2y = 60 Leh

definicre die Hohe der a-Folge v (bezeichue fa) : Fa = 1, KD - 2 ey oo ay) ==
n

= > Fap. s gibt genau 2 a-Folgen der Hohe 3 bzaw. 4 und venau je | a-Folge
i=1

jeder anderen (natiirlichen) Hohe. Die a-lTolge der Hohe n 7 5 bezeichne

ich @ (ich spreche aber tber keine Potenzen von ¢). Das Gruppoid }V, ist
durch die Tafel T0.1 definiert.

a b ab ba bb aba an

a b ab bb aba a? a? antl

b ba bb a’ «? ab b wnt
ab aba  a a’ a® a a’ @ni3
ba bb a’ a® b @ a’ ants
bb ad a’ a’ ar ad as an
aba s a’ a’ a a® ad anti
am amtl  gm+2  gm+d  gmi3  gmtl  gintd gnim




1.1, Vist a-frei, aist perfelt

Bewelis, bV, ist szdszsch: aaa ist nicht assz.: weil die Hohe des Produkts
zweier a-lolgen der Summe der Hohen der Faktoren gleich ist, ist offenbar
jedes Treivel mit der Summe der Hohen der Glieder = 5 assz.; die Assoziativitit
dev Tripel dev Hohe 4 (bua, aba, a4b) ergibt sich aus der Multiplikationstatel.
Vst offenbar primitiv vom Tvpus (aor). also ein a-Gruppoid.

2. 1ds bleibt wu zeioen, dafl man im beliebigen a-Gruppoid ,,nach der Tafel
Toob rechpet™ (s.3.1). Als Hilfsmittel fiithren wir die aa-Folgen cin. Dies scien
die Folzen der Elemente «, 0, in deaen keine zwei Nachbarglieder gleichzeitiz a
sind Jede a-Folge ist also eine aa-Folge. Ebenso, wie fir a-Folgen, definiort
man die Hohe der aa-Folge. s sei im belicbigen a-Gruppoid Ga das Glied des i.
T, b sein Quaddiat: b == ¢ Dann crgibt sich aus 3.2, daly alle aa-Foleen in 7
assz. sind und @ unter thnen cinfach ist. Die aa-Folgen der Linge = 3 sind
anmlich

a, b, ab, ba, bh, aba, «bb, bub, bba, bbb . (*)

Atle diese Folgen sind sicher assz., wenn offenbar b +a (im Fall ¢ = « wire

s sz, die Folgen der Litnge .,..Z 3 aus (F) sind also vom 1. T. verschieden.

Sas 201 5), 4) ergind steh fur @ =y w= 2 = q == u dic Bquivalenz au = a =

wee o il darim kann w 0'1(*1‘ ab noch b <r1(>|( h @ sein. Sollte in ¢ aba ==«
sein, so mitisste wegen 201 1) anch be o a = b an = bb == « sein; aba und alle
iihricen aus (%) sind also wegen 2.1 1) von @ verschieden. Siche 3.2.

i'iir dic aa-Folgen der Lilnge 1 ist in ¢ offenbar

.0, a.b=-ab, b.a=>ba, b.b-==0>bDh (sex)
I veion @, o ga-olgen. Es st in (¢
By gy Uty s @ty )Y = (@ )y, () ()

was aber dem Produkt der Folge wyu®y (v == ap . g1 nad (4)) gleich ist;
i

gy st eine ea-Folge, ihre Hohe ist #r - #y. Alle Gleichheiten in (44)

sindl dadurch berechtigt, dall mindestens eines der l“!(wm-nto Ty, @y und
anch g,y von a versehicden ist und deswegen kein der Tripel in (y44) isolicrt
st (der Fall, dald ey, oder *y leer ist, macht keine Schwierigikeiten). Das Pro-
dm\ tzweier a-Folgen ist also in ¢ einer aa-Folge z gleich, die hochstens zwei-

mal o enthillt, st sie nicht oba, so hav sie die Hohe = 5. In ¢ ist bub =
ot )b cs (s aa)h = abb, anal. bub == bba. Ist Kz = 5, so ist danach

~

i (O abb, also einer a-Foige gleich. Ist Bz == 5, so enthilt sic mindestens

(") Der Index p soll keine Zahl bedeuten; os bezeichnet das letzte (lied gegebener
Folge. Dasselbe menchmal i weiteren.



zweimal 0. Enthilt z zweimal «, so ermiéglichen die Gleichungen abb = ba

= bba zu z solche zwei aa-Folgen w, v zu finden, dall = =: we in G, w = wqn.
v = a*p und u,, *» kein @ enthalten (man kann die beiden « ..auf Nachbar-
platze urastellen®); aus dem oben Gesagten folgt z = w, b*v in (4, was aber
die a-Folge der Hohe Kz ist. Enthélt z ein einziges «, so erméglichen die obigen
Gleichungen dieses a ,,auf den ersten Platz umzustellen, also v .y als die
a-Folge der Hohe Kz auszudriicken. Enthilt z kein «, so ist es eine a-Folge.
Siehe (jetzt) 3.1; jedes a-Gruppoid ist ein homomorphes Bild von 14, 17, ist
a-frei. Weil nach der Folgerung von 2.3 und nach 2.4 jedes homomorphe Bild
von V- ein a-Gruppoid ist, ist a perfekt.

4.2. 1) Im beliebigen a-Gruppoid G ist b einfach unter allen a-Folgen. 2) Min-
destens eine der Folgen ab, ba ist einfach in G unter allen a-Folyen; ist el
der Folgen ab, ba nicht einfach, so ist in G aba = bb. 3) Ks existieren genau
zwer minimale a-Gruppoide; das eine wird durch die Tafel T0.2 definiert, dos
zweile is thm entgegengesetzt.

a | b ¢ d d
b d d d d
c od o d od d
d l dod d d

To.2

Beweis. 1) (alle Gleichheiten in G.) b ==ab =y yob bbb = b,
E(bb) = 4, anal. b = ba. Sollte b = s, Hs = 4 sein, so wire (, ab = ar 1.
(.ay= ba == ani1, Widerspruch. Iis mul} ab + ba!)

2) Bs sei ab =8, n=HKs =2 4; (@)= bb = a1 anal. (, ~ade - o1
Durch wiederholtes Multiplizieren der Gleichheit ab = s mit belichiger Folee
der Hohe n — 3 finden wir ab = antk0 =3 (L = 1.2 ). Sollie noch be - 1.
Bt = m == 4 sein, so ware ba == amihon=3). im Fall » =+ bekommen wir
ab = a? (p = b), also ub == be; iin Fall m = 4 anal., im Fall », m 5 wihlen
wir k= m — 4. b == n — 4 und bekommen ab == ba —~ qron 3n-3m:12 - \Viderp-
spruch.

3) ks sei a1 die Klasse a-Gruppoide, in denen ab unter allen a-Foloea cinfach
ist, anal. e fir ba. Es ist ay U a3 = a, a, a» sind zwei (undisjunite) iKlassen
von a-Gruppoiden, das freie Gruppoid der beiden Klassen ist V. {7
= Vg4 - (a, b, ab) baw. Us == V4 - (1, b, ba) izt ein Ideal in 1", Auf «;, 17,.
Uy (0 == 1,2) kénnen wir 3.4 anwenden; fiir ¢ == 1 bekommen wir das Gruppoid
My aus T0.2, fir ¢+ = 2 das dem J/; entgegengesetzte Gruppoid . J0 s
sind genau alle minimalen a-Gruppoide.

4.3. (Alle a-Gruppoide.) Die Klasseneinteillung von V., die aba, bb und nii
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dicse gleichstellt, ist kompatibel; es sei V, das zugehérige Faktoroid. V, aund 'V,
sind alle unendlichen a-Gruppoide Bezeichnen wir in V| aba -~ bb = ar. Genan
alle endlichen a-Gruppoide entstehen auf diese Weise: es seien wi, n natirliche
Ziahlew, die die Bedingung 3 << m << n bzw. 2 << m << n erfallen, es sei weiter a
eine beliebige a-Folye der Hohe m. Man definiert die. kompatible Klassenein-
teilung von Vq bzw. V. durch die Gleichungen x =- an on-m(f - 01,2, .. .).

(u>v>m&u=vmod (n — m)) = ot = a’

(Dies sind genaw alie in dem durch die Qleichung x === a definierten Fal:toroid
von Vg bxw. V, zu geltenden Gleichungen aufer s = s fir alle s.)

Beweis. Weil fir x, yeVy E(x . y) == Ex + Ky und fiir jedes n == 5 genau
cin 2 € 1, der Hohe n existiert, ist das Gleichsetzen von aba, bh kompatibel.
Jede andere einem a-Faktoroid ¢ von V, entsprechende Klassencinteilung
mull zwei Hlemente verschiedener Hohen gleichsetzen; es sei & eine Folge
der kleinsten Hohe, die durch — mit einer Folge groBlerer Hohe gleichgesetat
wird; es mull £a == 3 sein. Sind durch - aba, bb gleichgesetzt, (das mufl z.B.
nach 4.2 2) immer der Fall sein, wenn Ix == 3), so konnen und werden wir
das darch — definierte Faktoroid von V, als Faktoroid von V,'L

Ist in ¢/ nicht «ba = bb und ist Ha = 4, so konnen wir analog zum Beweis

auffassen.

von 4.2 2) beweisen, dafl die von @ verschiedene IFolge der Hohe 4 cinfach ist.

Nach diesen Bemerkungen kann man schon leicht - analog zur Diskussion
der zvklischen (monogenen) Halbgruppen (vgl. z.B. [4] S. 151ff) -~ beweisen.

daf} dic oben geschriebenen Gleichungen tatsédchlich genau allen enclichen
a-Gruppoiden entsprechen. Man bezeichnet néinlich im beliebigen a-Gruppoid
(/ Eav - wm, ar die Folge der kleinsten Hohe > mi, fiir die in (f @ == a?, und
zeigt, dall genau alle obigen Gleichungen in (7 gelten. Umgekehrt mufl man
zeigen, dald die obigen Gleichungen fiir jedes zuliissige x, m, n eine kompatible
cinem a-Faktoroid von Vg bzw. V)

"

entsprechende Klasseneinteilung bilden.

§ 5. KIGENSCHAFTEN DER (aab)-GRUPPOIDE

ks sei (7 cin (aab)-Gruppoid. Wir ordnen jeder von den Folgen aa, bb, b,
bt aaa das Element a bzw. b bzw. — zu und zwar auf folgende Weise: ist diese
Folge in ¢/ gleich a bzw. b, so ordnen wir ithr @ bzw. b zu; ist unsere Folge in (¢
weder « noch b gleich, so ordnen wir ihr das Element — zu. Dadurch haben
wir jedem (aab)-Gruppoid @ eine bestimmte fiinfgliedrige Folge von den
Eiementen a, b, - zugeordnet; sie bezcichnet, welche von den oben ange-
fithrten Folgen in 7 gleich @ bzw. b ist und wir nennen sie die Charakteristik
von (. Folgende Lemmen ermoglichen unzuliBige (tharakteristiken zu finden.
( sei ein Szaszsches Gruppoid, seine 1. T. sei aab.

o
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5.0, Lemma. 1. (rel &ax = a,b) = (==« =x0 =a ~ b = b))
2. wb==a=bu ==«

Beweis, 1) ww a= ¢ 5 919, 0 0 = a 213,520 = b; 2) Aus 2.1 2), 4).

5.2, Lemma. 1) «® =« = (ub + a & ab + b),
ad ==« =>ab 4 b,

)
2)
) @b = 0b == b = ba = D,
)
7)
)

- Y

(> =a&b*+b&ab==a) = d® + a,
(0 +a&b=>b&ab + a,b&ba + a.b) = a® « «,
b = b = (ab ==« b3 = b).

a

<

Beweis, 1) Anderenfalls wave wud osse. 2) Ist «? == ¢, siche 1) st 02 = a,

50 ist nach 5.1 a2y == b wilve ab == . so wive a . ab = ab == bh. aab witve 2lso

assz, 3) b == @ = g ab = aresseiby 68— (. D) coa b = h alh - Lh o)
s oog o =a.be = ab . o = g, Widersprneh. 4) Es sei a® — a0
b == ¢ = 5. ba - (1/;Z sab b o-oab = a; ba® - ba . (02 0h? =
o ab? e w2 h = 02 also w2 o= 0% bbb = bat - at Bh D =
= ath = b, also «® = b, \'\’idcrmmurl\ mit 2.1 1), 5) a3 -~ a o afh
ba cab == (ba . a)b = (b . ea)y = b« - b = b, was infoloc ven ad, ba = b
Widersprach mib 2.1 1) ist. 6) 52h == 0 = 5, @b = ab . b =« - wqab — «

ch e qo=eab® e b b s alh == w0 = )

8.8, Die (aab)-Uruppoide kimnen hiclstens dicse Charalieristizen  haben:

L (ab-ba) T (bbb 12 (--bb-)
2 (ab--a) & {-b-ba) 13 (--b--)
3 (--0a) 0 (-b-hH-) 14 (---lur)
4 (w---a) 10 (-b6---) 15 (---0-)
3 (-buaa) 11 (--au-) 16 (----u)
6 (-baa-) 17 {-enw- )

Beweis., Nach 21 1) kann am L und 5. Platz der Charakteristik ¢ oder -
am 2. Platz b oder — sein. Ist ¢? == ¢, 50 a3 = aund ab = a, b (5.2 1)), bhu + «
(5.1 2)). Fir b2 == 6 habe ich also die Mille 1, 2, fir 62 = die %dlle 3, 4

Nchmen wir o2 = a, b — b, so ist b = a == 5000 -, alse 5. 6: ab - h
=529, (00 =0 & a® == «), also 7). ab + «, {) & ba == b gibt dic dlle 8, 9;

aus ¢. 0 = ab, by folot @ 5= a (5.2 5)), das ist der Fall 10, Ist endlich 72 = a &
& 0%+ b, s50 ab == a =ha = = ¢ =:q (5.24)), Fall 11, @) = 0 ~5.9.5.12
(@3 == a & ba = «a), Fille 12, 13; ab + «,b = 5.4 ba += «, dasx crgibt dic
tbrigen Fille.

5.4. Wenn zwei (aab)-Gruppoide G, H verschiedene Charalteristiken haben,
exvistiert kein Homomorphismus vor G auf H.

Beweis. Dies ist die Folgerung von 2.



§ 6. DS KLASSEN DER (aab)-(:RUPPOIDE

teh bezeichne die Klasze aller (aab)-Gruppoide, deren  Charakteristik
die b-te (& 1, ... 17) der in 5.3 angelithrten ist, mit k und nenne sie die
Nlasse aller k-t/suppoide. Teh zeige uo ac, dal tie jedes b= L0017 diese
Ilasse perfolit s,

Doz gendict oy tach 54 das &-freis Ureppeid Vg anzugeben. U fest-

zusteiivn, dag 1@k, gentive os hmmer wnr zu zeigen, dall os szdszsch ist;
der Typus, die Charakteristik nnd die Privvitivitdt werden immer offenbar sein.
Vol die Demerkung am fode des § 3.

Weil die Beweise analog sind, fithre ich sie cingehend nur firk == 1, 2, 3 an;
in den iibrigen Illen werden Anweisungen «um Beweis gegeben.

an bzw. br bedeutet imimer eine Folge von n gleichen Eleienten o huw. b
oder ihr Produkt (Potenz); fiir ein anderes Symbol @ werde ich &% auch i an-

deren Sinn beniitzen.
6.1. 1-Gruppoide: Charakteristik («d-br).

Das durely die Tafel U1 definierie Gruppoid Vi st das einzige {also: 1-freie

und kleivisic ) 1-Cruppoid.

a b ¢ h

a a ¢ h L
bl o bbb
c | c ¢ ¢ ¢

T1

Beweiso 1) b, ¢, £ osind linksseitige Nullelemente, alle Trivel by, coen ey
sind also nach 1.4 assz, Das Treipel aab ist wicht assz. (¢ . «b = o, oa o0 = ¢),
weiter st (bei beiderlel Binklammern) aba = abb == abe = abh = ¢, anc =
aca - ach o wee v qeh = abh = ahe == by (a, B) ist eine Unterhalbgruppe
vou Vo g ist also szaszsch.

2) Wi bezeichnew im helichigen 1-Gruppoid ab = ¢, ac == h. Es muld wegen
der irolicrtheit des Trippels aqb ¢ + I sein. Nach der Charakteristik ist ¢ + «,
¢ b, nach 2.1 ist A+ b; b+ a, weill b= d = 510 =ab.b=a.bb==ub,
Widerspruch, @h = a .cc == ub.c == h; bec =b.ab=00.0 =20 = b; bh ==
o hiae sl Le==be=20; cv=-0cb.x =« .br-zab = c¢; hv-ac.x =

.ex = ac = (v =, b ¢, k). Jedes 1-Gruppoid ist also nach 3.1 ein
homomorphes Bild von ¥ (. &, ¢, b als Folgen der Linge 1 bilden eine voll-




stindige Menge); jedes echte Faktoroid von Vi ist aber eine Halbgruppe.
denn alle Elemente @, b, ¢, & sind in jeden 1-Gruppoid verschieden. V; ist
mithin auch das kleinste 1-Gruppoid.

6.2. 2-Gruppoide: Charakteristik (ab--a).
2-Folgen der Léinge 1 sind @, b, k. Fir n > 1 ist @, ...x, cine 2-Folge falls

=n oo (o= a\ x o= b),

< n&xi—~ a) = a1 = b,

(b =5/ «<n&ri=0) =y =a

(z. B. ab, bub, ababa). Definition der Verkniipfung:

a.a=a, b.b=-b «.b—=ab, b.a=>ba, a.ab-=h
(X, + h& (e = a&y=ab)) = x.y = a,lrp.n)*y. 19 "
x.h=1w.ab, h.b="h (y+b=h.y=«ab.y).

Auf diese Weise wird das Gruppoid V'» definiert.

Vs ist 2-frei. Es evistiert das kleinste 2-Giruppoid. dies st in dey Tafel T
angefihrt.

Bewcis. 1) Vo ist szdaszach. Es set zverse ¢ — a\/ ¢ = . Wir beweisen.
dall alle Tripel ayq auler aab assn. sind. a . ab = b = ab = aa b, fiiv a =5

G g o= (g L Xpq)g m wglang q) = wg(Xp L Gq) = ary, o qq e v goweil g
nicht gleichzeitig « sind. Ahnlich beweist man » . be == a (b)) = vb _a.

flire +a ve b= wulop)h = x . ab. Kesei jetuta, o = b Ly = 2.7 (0 - 2 &
& iy = ab).

wr o (e gty o @) T s g (pen) i)
= (e ) (st - q) = v

19) Wenn wir hier statt @y, .y, das eben definierte Produkt schreiben, ist die rechte
DYy
Seite eine 2-Folge: vgl. Beweis von 4.1, Bezichung (*¥%), ¢#%*%) und Bemerkung (). 7. B.
aba . ab = abab.



(1) Hier brauchen wir 7] (x = a & y = ab).
Weiter (@ . ab)a = aba = a(ab . a), (a.ab)b = h = a(ab . b).
Fsseia # h, 5 + b, b, Esist ah . q = (x.ab)g = a(ab . q) = x . hq, by . q =
- (ab . y)g == ab . yq = h . yg; man berechnet hb .q == h .bg, hh.q = h . hq.
Auf diese Weise wird festgestellt, daB alle Tripel ayq auBer aab assz. sind.
Wir stellen die Assoziativitit der Tripel ay (ab), xy (ba) fest.
2y cab = qy (wy . a)b = (v . ya)b = 1y x(ya . b) = (» 2(y . ab),

wur L ha == (ww . b)it = (g (. vb)u = w(vb . ) = u(v. ba).

(1) Ks geniigt, daBB v + a (2) Es muBl v + « sein (3) Es mull 7] (¢ = » - «)
sein. Wir rechnen leicht aus, dall die Trvipel a . a.ab, .« . ba assz. sind;
fira + aist aa . ab = (va . a)b == (v . an)h = xa . b = x . ab —= xh = «(a . ab).
Fiir belicbiges » 4 y € Vo sind also die Tripel wya. xyb, xy(ab), xy(ba) mit
Ausnahme von aab assz. Offenbar {«, ab, b} = V5 -~ (b). Nach 1.5 ist also Vo
szaszisch.

2) Es sei ¢ ein 2-Gruppoid, wir bezeichnen « . ¢b == . Ich zeige, dal} alle
2-Folgen in (7 assz. sind und dall «, § unter ihnen einfach sind. Die Assoziativi-
tit der 2-Folgen der Liange == 3 ist klar, keines der Elemente «, b ist nach
der Charakteristik keinem der Klemente ab, ba gleich. Nach 2.1 1) b + h.
Sollte @ = kb sein, so wiire nach 5.1 ab.b = b, d. h. «.bb = ab = b, Wider-
spruch. Nach 2.1 1) b == abn, a = bab. Sollte « == ¢ba sein, so wire nach 5.1
b = ab.b-=ab. Widerspruch; sollte b = bab sein, so wire nach 5.1 a =

ba .« = ba, Widerspruch. Siehe jetzt 3.2. Zu 3.1: Es sei @,y + h in V.
Ist 77 (v - a &y = «b)in Vi, soist 7] (v = a & y1 = « & *y = b) in (f wegen
der Einfachheit von «, b; in G also xgx, 1%y == (g - Y1) = ) (@ . xpy1) ™y

(1) Exist nicht gleichzeitig @, == @, = a.

Das letzte Produkt ist schon das Produkt der 2-FFolge aus der rechten
Seite von (1), Esseia € Vo. v + b, b in T2, Es ist in ¢/

ha = (0. ab)x = qy a(ab . x) == ale . bx) == @y w.bx = ab . r.

(1) ab + « (2) bx += b in ¢ wegen der Einfachheit von 6 und darum. weil he
nach dem oben gesagten in (7 dem Produkt der zugehorigen Folge aus Vs
gleich ist. @ = « = @k = x(a . ab) = xa . ab — (xa . )b = (x .aa)b = ra . b =
waaby ab s a(a o ab) caa o ab = a oab = h. Leicht bekommt man Al -

abab. Nach 3.1 ist also jedes 2-Gruppoid das homomorphe Bild von Vo, Vs
ist 2-frei.

3) Ich beweise. dal auch ab unter allen 2-Folgen einfach ist. Wir bezeichnen

(lv =20 &) =a) =2 =c", (Jr =2n&a; = b) =2 = d",

(Lo == 2n 1 &2y =a) = =et, (Lo =20 4+ 1 &y = b) > == fr

cl = ¢.



Es ist ab + a, b, h. In (£ ac = h = ¢ (azb ist niche assz.). far n o> Lae? =ocn,

es ist also ¢« en, Wiire fiir ein n = 1 ¢ —= €7, 80 wiire (.h) ¢ = e+ 1 \vidersprach,
(n == 1 & ¢ = d7) = (ye == fr, was zum Widerspruch fiibrt: = o S =1
= ¢ = (g 2= fe, also ¢ == bab . ab = ba . bah = ba .ol == bub == ab = c.
Widerspruch. Jetzt ist es schon leicht zu sehen, daly Vo — (a0, 1. ¢y cin «den
Bedingungen von 3.4 entsprechendes Ideal ist. Das ihm zogehirige Reesche

Faktoroid ist das aus T2,

6.3. 3-Gruppoide: Charakteristik («--0a).

—
7

Definition von V,. Die 3-Folgen der Linge 1 seien a, b, h; fiir n >
X1 ... 2, eine 3-Folge, falls (v1 = a4\ a1 = b) & (1 <@ < n = 2 =0). Al
3-Foigen sind also a, br, alm, b (n watirlich). Fir die Maltiplikation sicl
T3.1.

a br ab” b
a a abn Xn h a« b ¢ h
Hm Hm bntm pntm pinil [Tt T T
ab abm qbntm  gpntm  ghmtl a a Il
h h abrtl  agbrtl b2 b boh ok
RO _ c c h h D
Xt =h, (n>1= X»=ab?) h Lo h hoh

T3.1 T3.2
Vy ist 3-frei; das in T3.2 angefihvic Gruppoid ist das Floinste 3-Gruppoid.
Beweis Wenn ich im gewohnlichen Sinn anch den Exponent 0 zulasse. (')
so kann ich die Multiplikation zwischen avb®, athm (u, v == 0,1, n,m = 0)
folgenderweise schreiben:
a.ab = h,
] (2.6 == m =1 &n = ()) e gubn | grlm == qupn i

1) @ ist das rechbsseitige Einselement, alle Trvipel aya sind also assz, Icli
untersuche die Tripel xyb: aab ist nich azsz.;

TV = v = o 1 & = 0 = (@b arbm)h == qulmem iy qug el D)

falls & vorkommt:

alb = hal) == ud?, Wb = ab®, x -+ a, b = ahb = x . cb?  hab ol a2 b

Weiter untersuche ich die Tripel (ah), xy(bb).

(11) &“ bedeutet das leere Syinbol.
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() M=y aj
ay D) ==y (e )b = w(yh D) = x(y . 0b), 2)u =«

xy .ol (v )b e (L ya)h a= gy a(ge DY = @) 1L ab).
2y bb -

Wit crainzen:
a( . ab) = (a.a)ab == b, a(a.bb) = «.w)bh = ab®,

ist . 4w,y = a, 8o setze ich von dem mit (2) bezeichneten Gleichheitszeichen
fort: ... ab == ah = w(a . ab). Alle Tripel aya, ay(ab), xcy(bh) sind also
assz, und offenbar {a, ab, b0} == Vi, - (D) (h -« o Doy hrj o aqhned
= obt h). Siche 1.5; V, Ist szaszseh.

2) s sei ¢ ein belichiges 3-Gruppoid, es sei in ithm «  ab - A Alle 3-Folgen

der Linge <2 3 sind «a, b, h, ab, bb, abl:, bbd; sie sind in (f assz. leh bewelse,
dafl «, b in (7 unter allen 3-Folgen einfuch sind. Fs ist in ¢/ «b, bb + «, b nach
der Charakteristik, abb = a, b, bbd + « nach 2.1 1), bbb = b nach 5.2 6). h += b
nach 2.1, % = a = 5qa==ab.a == a. by = ab, Widerspruch, also A =+ «.
Siche 3.2,

Multiplizieren in @: Man beweist induktiv, dall brq = & (b e - = b . bra)
Ls sei w o= anbr, o= ab™, w,v == 0%, n,m = 0. Ist 7J(v - a&y ah)
in Vi, soist 1@ =a&i=a& *y = 0)in (. Es ist also

aubit . grhm — (((,1(])71 . (17;)[»,)n = (av . bn,,v)[,m = qubn  pre — qupnim

EKeseiw # o, hin Vysesisteh = x(a . alb) = za . ab = x . ab, anal. ha = ab . x,
b ha s a, ki = Blaab) = ha cab = hooab == ab . ab = abb. Siche 3.1:
Vy ist 3-Trei.

3) 95 seiin Vy ab = ¢; induktiv beweist man, dafl ¢» = a«b? (cv als Potenz).
Teh beweise, dafl die fFoige ¢b unter allen 3-Folgen einfach ist. Leh weill schon,

daB3 in ¢/ ¢ + a, b,k (= h wegen des i. T)). (> 1 & ¢ = ¢?) = oy b = ¢t
e b Widersprach, fir o > Le o= It sy h =oc o o= b7, s ot oo
Sy 0% e il deswegen ¢ o b pnike D0 e ko= no¢ooo 0" = b,

oe-

Widerspiuch, ab ist cinfach, Vy - (0, 6, ¢} ist ein Ideal, siche 2.4, Das zug

horige aktoroid ist das aus T3.2.
6.4, 4-Gruppoide: Charakteristik (- --a).

Definition von V. 4-Folgen der Léinge 1 seien a. b ke fir 0 = 1 sei xy o..oa,

cine 8-2olge, fulls

(b s (s a N ay = D)) &L 2 m & ay ) s D).
Hs wel
a.a:==b, w.b=uab, b.a - ba, 6. = Dbb, «.ab ==h;
(v & TN e esa &y oab)y e w oy = ey ) Fy

Jiir belichiae 4-Folge sev w . b o~ v oab, h o = ab .
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Vy ist 4-frei; fir jedes k = 4 earstiert das minimale 4-Gruppoid it k Ele-
menten.

Ahnlich als in 6.2 stellt man die Assoziativitit aller Tripel xya, xyb (auBer
aab), xy(ab), 2y (ba). xy(bb), xy(bbb) fest: {a, ub, ba, bb, bbb} == V, — (b). V', ist
szaszsch. Aus 2.1, 5.1, 5.2 6) folgt es nach 3.2, dal im beliebigen 4-Gruppoid ¢
alle 4-Folgen assz. und «, b unter ihnen einfach sind. Iis sind in ¢ die Beding-
ungen von 3.1 erfiillt (man multipliziert in ¢ nach V,), V, ist 4-frei.

Fiur k = 1 definicren wir

Uy == Qe V) @) (o = b &1 =k + 2),
Up = jre Ve =oa ...ap&n =28& @)1 =0 = n &t = a).

(U1 v Usu (h)) — (ab) ist ein Ideal in V,, im zugehorigen Resschen Faktoroid
kann man noch «b, b%+1 (Annullatoren) gleichsetzen; dadurch entsteht das
Faktoroid My von V,, dessen Elemente «,b,...,b¥*2 sind und das minimal
ist, weil in ihm « .ab == b%+2 aa . b = bF*1 ist; durch Gleichsetzen belicbiger
Klemente b7, b7 (i < j <= k -+ 2) wiiren also auch aa . b und « . b gleichgesetzt.
My hat k 4 3 Elemente.

6.5. 5-Gruppoide: Charakteristik (-baaa).

Das durch die Tafel T5 definierte Gruppoid ist das einzige 5-Gruppoid.

w b oe
24 [ a a
[ a b
¢ a b«
5

Vel. 6.1,

6.6, 6.7. &-Gruppoide: Charakteristik (-baa-).
7-Gruppoide: Charakteristik (-bbb-).

Die 6- bzw. T-Folygen sind an, b, b (n nat.); das 6- bzie. T-freie Gruppoid Vg

bzw. V, ist durch T6.1 bzw. T7.1 definiert. T6.2 bzw. T7.2 yibt das lleiste
6- bziv. 7-Cruppoid an.

ar h h

2] b ‘ o

wmn qmin Xm wamn 2
b ar b h « ¢ a o d
i ‘ anit b at b . oa b e d
. e - ¢ d o dod
X2 = by (0o 2 = XM = am) o o odododod

T6.1 T6.2



an b h

om amin Y om h « b .
h b b h [
h h h h “ 4o b ¢
— woe e b b b b
¥ b (n 1 Yo ) ( ¢ (G
T7.1 T7.92

Man stelle fest, dall Vg bzw. V, szaszsch ist; dabei sei bemerkt, dal b ein
linksseitiges Kins- bzw. Nullelement ist und daB in beiden Fillen {a, 2} offenbar
cine Unterhalbgruppe ist. Im beliebigen é- bzw. 7-Gruppoid sei £ = a®. b;
man priife die Multiplikation nach den Tafeln. In Vi ist a? einfach und Vg —
— (a, b, a®) cin ldeal. siehe 3.2; in V, ist V, — (a, b) cin rechtsseitiges Ldeal
und tiir s € 1, ist bs = b, a?s, hs € V, —- (¢, b). Die zugehorige Einteilung ist also
kompatibel und das zugchorige Faktoroid ‘ist das kleinste. Vel. Tafeln '1'6.2,
T7.2

6.8. 8-Gruppoide: Charakteristik (-/-ba).

Die 8-Folgen sind «, b, h, aw, ab. Tch bezeichne aa == ¢, ab = d. Dus 8-freie
Cruppoid Vi siche 'TS.1: sein einziges echtes sziszsches Faltoroid is in T8.2

angegeben.

‘ a ¢ b d h « 5 c a d d

0 O b b b b ( ;\ a ¢ b od

7 d d dodod b ‘ b b L b

h b b h doodododod
T8.1 T8.2

O, d. h sind linksseitige Nullelemente, ¢ ist ein Einselement. Man untersuche
also die Tripel wya. wyb, die kein ¢ enthalten und mit ¢ beginnen. Daraus:
alle Tripel wyd. vyh sind assz.: Vg ist szdszsch. Im belicbigen 8-Gruppoid
multipliziert: man nach T8.1 und ¢ ist cinfach. Vg — (a, 0, ¢) = (h, d) erfillt
die Bedingungen von 3.4, keine andere Klassencinteilung ist moglich, die zum
szaszschen Faktoroid fithren konnte.

6.9. 9-Gruppoide: Charakteristik (-0-5-).

Die 9-I'olyen sind die Folgen von Folgen. Die inneren Folgen sind a?, b, h;
die 9-Folgew sind die Felgen von Folgen der Linge U aus diesen. weiler die Folgen

33



v. F. der Linge 2 der Gestalt amh. Ich bezeichne amb = ct, trotzdem es keine
Potenzen von ¢t sein werden. Die Tafel T9.1 definiert das Gruppoid Vg Vg ist
9-frei. T9.2 ¢ibt drei minimale 9-Gruppoide an. (Dies sind alle minimalen
9-Gruppoide. )

an b ¢ h
am ‘ amtn em Z::' cm+2
b ! b b b b
’.’{"L i cm C"l (gl" c'll.
h i h h h h

NV =h, (m+n>2 =2 = cmntn)

T9.1

h a b e a b ¢ e h

a } d ¢ L d d a 3 e h h a e ¢ h ho h

b | b b b b b b } b b b b b b ‘ b b b b b

¢ | ¢ e ¢ ¢ ¢ e | h f h h h c e e e oe

d ‘ d d d d d /AR A A i e b hohoh

h | h b h h h h | h h h h h h ho b b h
T9.2 A T9.2 B TY.2 ¢

b, cn, h sind linksseitige Nullelemente: um die Assoziativitit der Tripel
aya, ayb (auller aab) zu beglaubigen, gentigt & = «? anzunchnicn. Fir ayem
folgt aus der Assoziativitit der chigen Tripel avy . ¢m = ary . aml = ar(y . amb) =
= a” . ycm. Infolge von h == act ist nach 1.5 V, szdezech.

Im beliebigen 9-Gruppoid G sei b == « . ab. Innere 9-Folgen sind in (¢ assz..
9-Folgen sind in ¢ ascoziative Folgen a. F. (der Lange = 2). «. b xind nach
2.1 1), 3.3, 5.1 ainfach. In & multipliziert man nach T9.1; V, ist 9-frei.

Beziiglich minimale 9-Gruppoide: Uy = Vg — (a,b.ct, h). 2= 1,

— (a,a? b,c?), U, =V, — (a,a?b,c', c?) sind rechtsceitice Ideale in 1.
in zugehorigen Reeschen Einteilungen ist also s = t = rs = {r. Es ist auch
s =1 =rs =rt, weil fiir s, t € U;, r ¢ Vyentweder »rs. 1t € U; oder rs == rt = r
ist. Im dem U, zugehodrigen Faktoroid kann man noch ¢'. ¢2 gleichsetzen.
Es entstehen drei 9-Gruppoide 4, B, (. sie sind die aus T9.2 (Bezeichnung:
im 1. Fall Uy =d, ¢! = ¢, im 2. Fall a? = e, ¢2 = f, Us = h, im 3. Fall ¢ = ¢,
¢! = ¢ = ¢, Uy = h). Sie sind minimal. «, b sind einfach und wegen der Isoliert-
heit von aab mull in jedem szaszschen homemerphen Bild ven A d = A,
im von B f =+ h, im von (' ¢ + h sein: durch Gleichsetzen helichiger zwei
noch in Erwdgung kommenden Elcmente wiir den diese Ungleichheiten
zerstort.

st im beliebigen 9-Grupypoid Gk einfach, so A < G, denn ¢! ist auch cinfach.
Ist in ¢ ¢? einfach. so B < @, denn «? ist auch einfach. Man kann noch zeigen.
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dal} falls h nicht einfach ist, kann ¢? hochstens mit ¢! gleichgesetzt werden
(und ist es der Fall, so ¢' =X 7). Um das zu beweisen, kann man nur aus der Vor-
aussetzung 2 = 2P & h = 2" & p,r > 0 einen Widerspruch (a . ab =
== fo= e == ¢® == ?b) finden. Es sei schleillich bemerkt, dal} die 9-Gruppoide

-~ .

A B. ' nach der Folgerung von 2.5 unisomorph sind.
6.10¢. 10-Gruppoide: Charakteristik (-6---).

Definition von V,,: die inneren 10-Folgen und die 10-Folgen der Linge 1
sind am b, h. Fir n > 1ast x = 21 ... oy die 10-Folge, wenn

n = (1 == a™\ x; = b),
(1= n& x; == a™) > xy1 =&,
(] § ) <n& Xi = b) = Xj+1] == a”it

Madtiplikation:

an g = qrimo b b =~5b ar.b=amh, b.a" = ba". a.ab=h,
(v,y +h& —(x=a&y=ab)) =>x.y=2x4xp.y1)*y,
r.oh=x.a®, hb=—5b, (y +b="h.xv=a. x).

Vo st 10-frei: fier beliebiges k = 5 existieren minimale 10-Gruppoide mit k
Klementen.

s sei in Vg o,y +h&ly=2& 7 (x=—a&y = uab), es sei weiter q =

a\ q =10. Dann x.yq = xy . q. Durch Ausrcchnung zecigt man die Asso-
ziativitat aller Tripel ayq, fur die x, y = 2 & Iy = 1, ausser aab, das nicht
assz. Ist. Weiter ist A . g = ha . q, xh . q == « . hq fiir beliebige 10-Folge a:
alle Tripel vyq auBer aab sind also assz. Daraus beweise man, daf3 alle Tripel 2z
(x - ab.ba.ab, bab) assz. sind. Vig — (b) == {a, ab, ba, bab}, s. 1.5; V,, ist
szaszsceh.

I heliebigen 10-Gruppoid G sei b == « . ab. Alle 10-Folgen sind in (¢ assz.
und «. b sind unter ihnen einfach. Das folgt zucrst fir die inneren Folgen
ans 2.1 1) (Folgerungen), 3.3, 5.1. Fiir die 10-Folgen der (dulleren) Linge =~ 3

siche 3.2 (Folgerung) und 2.1 1), 5.1. Jetzt sind alle Multiplikationsregeln
aus der Definition von Vi, in (¢ leicht zu beglaubigen; nach 3.2 (Folgerung)
ist 17, 10-frei

Ist & 723, so gibt folgende Klasseneinteilung von V,, ein minimales 10-
Gruppoid von £ 4 2 Elementen an. Die erste Klasse: b, weiter alle Folgen,
dic mindestens ein Glied b enthalten, auier b, a2); weiter alle Ifolgen an fiir
n > ko Die zweite Klasse: a¥, @20. Andere Klassen: einelementig. Die erste
Klasse ist nidmlich das Ideal in V,,, im zugehorigen Faktoroid kann man
noch a*. «* als Annullatoren gleichsetzen. Es entsteht das Faktoroid M

[

e
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von V. dax die Elemente a. ...k, 0, b (also & -+ 2) hat und minimal ist,
denn @, b sind einfach und durch Gleichsetzen beliebiger Elemente «f, «/
(t <j <k 4 1) wiiren auch «2 und /4 gleichgesetzt («2h = a¥, I = ak1 =

cEakt e ),

6.11. 11-Gruppoide: Charakteristik (--i«-).

M-Folgen: «n (0 nat.), b, bb, h. Multiplikation im 11-freicn “ruppoid Vi

on b o h a ¢ e b o h

o qam-eno Nwoogm gmi2 (22 oo o ¢ v

hooan o b h - e e e hoe v

d | oan b doh ¢ L N S

hooanir a2 / a' 0 a ¢ e b

\. y > \, // t « ¢ /) (/ //
A [/ T A A o

h [ R N TR T

TLL.1 T11.2

Vie 18t szdszsch: d st ein Einselement, {a}. {b}
ergiinze iibrige Fille fiv aya, ayd, vechue wy . b~ 2y a®b o ph aus und
siche 1.5. Im beliebigen 11-Gruppoid ¢/ sind bei unter Bezeichnung b) = d.
a?b = | dic Voraussctzungen von 3.1 erfillt (vel. 3.2, Lemma 5.2 6):dh - = b
= da = ad = «), Vyyisvalso 11-frei; Vi~ (a.«®, 0, d. 1) ist ein Ldeal von 170,

sind Halbgruppen. Man

[y

das den Bedingungen von 3.4 entspricht,
6.12. 12-Gruppoide: Charakiteristik (--0h-).

12-Folgen: ar, b» (n. nat.), h. Multiplikation im 12-freien Grappoid Vis:
T12.1. Das kleinste 12-Gruppoid: T12.2

an hn h

am. o Yo, a b
Hhm hm hmtn Hmtl -

h | I hrt h2 « ( O ( 7
- . - 4] bod bhod
(m + &n - 1) = Y/ =/l ¢ ¢ d e d
(== 1A e 1) e Y b o o d d d

T12.1 T12.2

Man untersuche in Vg alle Tripel aya, xyb, daraus auch wyh — vy(a?b) und
siche 1.5 ({a, A} == Vis -~ (b)); V1o ist szdszsch. Fir beliebiges 12-Gruppoid ¢/
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s. 3.2, 3.1 (h = a®). Das Gleichhcitensystem a2 = @2+ b2+ == 207 -
= h (i,j = 0,1...) definiert eine kompatible Klassencinteilung, das ihr zu-

gchorige Faktoroid von Vig ist das kleinste 12-Gruppoeid, weil im beliebigen
12-Gruppoid «, b einfach sind und {a} N ({b} U (h)) = ¢ gelten mub.

(b == b7 == oy b == 0T al = h = gy b= D% = al = )?),
6.13. 13-Gruppoide: Charakteristik (--6--).

13-Folgen der Linge 1 seven . b, h; die der grofieren Linge: ay ... xy. so dafs

l<i=Z=n=a1=aV\ x; == b,

MNP =EdZb>x=aV @) =i n&a=... = = b& wu

= == == ).

Ohne ein MiBlverstindnis zu befiirchten, kann ich alle 12-Folgen auller h
in der Form bial (i, j = 0) schreiben. Die Multiplikation im 13-freien Glrup-
poid 1y siche T13.1. das kleinste 13-Gruppoid siehe T13.2.

an hram h
R S )
al 1 aton zZ h
il bHigivn  piingm  pi+l
h bar hrtlgm )2 a b
(&yn 2 )& (j,m =2 0) . ¢ bhoe
(2 Z}“ - b [
@ E2& 0 = V&m - Q) = 2V hran ¢ ¢ oo
T13.1 T13.2

Zum Beweis ist es zweckmiBBig. die Multiplikation folgenderweise aus-
zudriicken:

n>>0& T —me= 0& ) = 2&n = 1) = blal  bram = hitngm,
)E.—) ~ad b= h
biad . am = higim

he = by, ah = ho (v + = 2h = 20) (e )

(wenn nicht ausdriicklich bemerkt, sind alle Exponente beliebige ganze nient-
negative Zahlen.) Nach diesen Formeln untersucht man alle Tripel aya, xyb.
aus diesen alle ay(ba), xyh (b == a?b). {«, ba, h} = 17, - (b); siche 1.5, 3.2, 3.1
(mach der Berechnung der Produkte «fb/ im beliebigen 13-Cruppoid beglaubige
man darin die oben angefithrten Folineln). 17, - (4. h) ist das die Voraus-
setzuneen von 3.4 erfiillende Ideal.



6.14. 14-Gruppoide: Charakteristik (---ha).

Die 14-Folgen sind a, aa, bn, ab®, h. Das 14-freie Gruppoid V,, ist in T14.1.
das kleinste 14-Gruppoid in 'T14.2 angegeben.

a a: b abnr h

a ; a®  a abn Xn ab
a2 a az b abn h a ¢ b h
bi ' bi bi bitn bitn bitt [T ; VI
abi | oabi abi abitn o abitn abitt “ \ coe
! N ¢ | a ¢ b h
ho| b ko brr bl 2 bbb ko
Xt =h, (n>1= Xn=bn) k| h h h h

T14.1 T14.2

Erklarung der Multiplikation durch Regeln: (1) {a} ist die zyklische Gruppe
der Ordnung 2. (2) «? ist das Einselement in V.

(3) a . br = abn,

(4) a.ab="h;, n=2=a.ab? = br,

(5) (u,v = 0,1&n=1&m = 0) = aubr . avhm —= qupnim

(6) i = 1.2 = hat = h; fir andere o ha == ba; y + a? == yh = yb.

Man untersucht alle Tripel wxya, ayb, daraus wy(ab): {a, ab} = V,, - (D).
5. 1.5y V,, ist szaszsch. Im beliebigen 14-Gruppoid (¢ stellt man nach 3.2, 3.1
fest, dafl alle 14-Folgen in ¢ assz. und die Folgen «, b unter ihnen einfach sind.
und dal} V,, 14-frei ist. In (7 ist @ einfach: V,, — (@, a2, b) ist ein ldeal, siche 3.4.

6.15. 15-Gruppoide: Charakteristik (---h-).

Die Folgen ar, bn, h sind die tnneren 15-Folgen und die 15-Folgen der Linge L.
Weiter: die Folgen der Linge 2 der Gestalt arbm sind die ibrigen 15-Folgen. Multi-
plikation im 15-freien Gruppoid V. ist in T15.1 angegeben. Es cxistieren min-
destens zwer minimale 15-Gruppoide; zwei von diesen sind in T'15.2 angegeben.

at  albk h
am ‘ am+i Z’"{\ ant2}
arbs arbs  arbsthk arpstr

h h a2kl a2h?

(2, m, 8, kb =
Z}l = h,

= 1) = ZIK = amribk




ac db f g a e b f o4k
u,‘:“c(ldfff air-cdjhf
c | d d d g f f c | e e f f f f
dla aayf ff bbb S
bbb b ff f N A A A
A A A d | dafofgy
g 9 9 9 f ff b ’/' b f f ff

T15.2 A T15.2 B

Jede 15-Folge auBler kb hat die Gestallt i/, i, j = 0. Erklirung der Multi-
plikation durch Regeln:

a . ub - /),; _] (1 ep o=y = l) =l . arbr = qi %T)b,-,
J = 1 = aibi | arb = albi-r,

Wl o qdbd Ve hat = kb (j =1 = h.athl = a2 V), ko h o= a2,
Fis = (0) = {acab, b, b2, a%}, s. 1.5, 3.2, 3.1. In jedem 15-Gruppoid ist
{a} n ((Ae)Ti, j)e =abi &1 Z0&j = 1)U (h) =0
(% = albl = (p) b = bI*1; ab = h = )b = b?).
U= ((A)(3i = 0,5 = 2) (@ = at . bi) w (Ax)(Fj = 3)(x = alb) U (h)) — (ab)

ist ein Ideal in Vy;; im zugehorigen Resschen Faktoroid kann ich noch alle
Potenzen a3+ (i = 0,1, ...) gleichsetzen. Unter der Bezeichnung a2 = ¢, a3 = d,
ah =g, b* = f bekomme ich das Gruppoid aus T15.2 A; es ist szdszsch und
minimal. Weirer ist

(Ae)(Fr = 0,) = 2)(x = ait?) U (Aa)(Fj = 2)(x = aIb)

cin Ideal, im zugehorigen Faktoroid kann ich noch alle Potenzen a2t
(i = 0,1,...) gleichsetzen und unter der Bezeichnung a2 -=¢, b2 = f, ab = d
bekomme ich das Gruppoid aus T15.2 B; es ist szdszsch und minimal.

6.16. 16-Gruppoide: Charakteristik (----a).
Definition von V,;: die 16-Folgen der Linge 1 sind a, b, ¢, h. Fir n > 1
ist ¥y ... a, eine 16-Folge, wenn

(-’l'n == (I,\/ Tp = b\/ Xp = C) & (7’ <n = ('L-i =a\ r = b))’
(l <1 = n & x; + b) = X1 = b.

Multiplikation: a.a =c.c=¢, a.c=c.a=a, a.b-==ab, b a=ba,
b.c=be, ¢c.b=25b, b.b=Dbb,

(vy + h& 1 (@ =a&y=ab)) =a.y=1x(xy,. )y,
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wobet man im Fall (xp == y1 == a & *y + @) den Auwsdruck (xy . yn) als ein
leeres Symbol lesen mufs; der Ausdruck x,*y ist dann offenber eine 16-Folye.
a.ab=h, hx-==bx, ch="h, (@+c=ah=2ab)@ecVy)
Vs tst 16-frei: das kleinste 16-Gruppoid ist in T16 angegeben.
a ¢ b d

¢ a d d
¢ a ¢ b d
b d d d d
d ‘ d d d d

Vs ist szaszsch:

vy +h&ly=2& | (@x=a&y=ab)& (g a\/ q-=0)) =
= XY . q = (T Y)Yy - q) = 2. yg,
auch iibrige Tripel xyq auller aab sind assz. Daraus folgt: alle Tripel ay(ab),
xy(ba) sind assz. Vg — (b) = {a, ab, ba}. Siehe 1,5, 3.2, 3.1; I'\s - (a, b, c)
ist ein Ideal, siche 3.4.

6.17. 17-Gruppoide: Charakteristik (----- ).

Definition von Vy,: die Folgen an, br, h sind die inneren 17-Folgen und die
17-Folgen der Léinge 1; fiir m > 1 ist die Folge v. F. x1 ... ay die 17-Folge, wenn

l=i=m = (v = a"\/ ;= b"),

(1=t <m&ur; = a") = a1 = 0", 1=Zi<m&a;=10")= wqg=a"".

Multiplikation: ak . am = akin, bk bn = bkin gk pr = akbhn  bF  an = bkanr,
a.ab -=h,

(x,y = h& (@ =0a&y=ab)) = r.y = ax.ry.n)*y,

he = «* .x, xh = x.a? (x beliebige 17-Folge).

V., ist 17-frex; fur belicbiges k =2 5 existiert ein minimales 17-Gruppoid mit k
Elementen.

Zum Beweis sei angefiihrt, dass V,, isomorph ist mit der Menge aller
endlichen IFolgen aus a, 0, zu denen man ein Element A zutiigt. « . «b - h sctzt.
und fiir jedes andere Paar von Folgen aus «, b @ . y als die durch Juxtaposition
entstandene Folge, schlieflich x . b = « . «ab, h.x = «ab . x definiert. Daraus
folgt leicht, dald V,, szdszsch ist; nach 3.2, 3.1 beweist man, dass V', 17-frei ist.

Ist & = 3, so gibt folgende Klasseneinteilung ein minimales 17-Gruppoid an.
Die erste Klasse: alle 17-Folgen, deren Summe der Lingen der inneren Folgen

40



gleich L+ 1 ist, weiter alle 17-Folgen, dic ein Glied b umfassen, auller b, «2b,
weiter die 17-Folge A. Die zweite Klasse: a2, ak. Andere Klassen: einclementig.
(Vel. Beweisanweisung in 6.10)

Dadurch ist die Klassifikation der (aab)-Gruppoide (und auch der (baa)-
-Gruppoide — siehe Bemerkung am Schluf3 des § 3) beendet.
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Eingegangen am 16. 11. 1963.
Matematickyj vstay CSAV,
Praha

reyHITON, LI CACA

lHerp Maew

Peswome

Tpoiika axyz saesenron rpynnoupga G uso.oipopauna, ccan (xy)z + z(yz) U ccmr [
BesiROro e, o, w € Goeetb (un)w + u(vw) > (0 =2 & v =y & w = z), T.c. ccan ry:
SUBASCTCH C UTHETBOINTOI HeacconuaTninoii Tpoiikoii B8 G I'pynnony naspisacress rpymmo-
oM Caca, eeane ol colepsRiT n3oanpopannyw tpoiiky. I'pynnong Caca nveer tun (aao),
CC L OO0 BOCIHPOBANIOI TPOHKI ayz nMeeT Meeto o =y = 2z, T™an (aab), ccan a =
=y - =, anaaornuno (aba), (baa), (abe). Ppynnowr Caca naseiBaerTest TPHMHTHBIDIM .
cean o e copepdsit codersennnii noprpynunon Gaca. Hycers K nesotopniii kiace epyuno
o Caca. Ppyimone 17 K-csoGojen, ecawn pestisuii rpynnont G € K osiistercest toMmoMop
oy oGpasom L Ppynmoigy Gaca monuMadien, ecam Beairnii ero romoMopunii nensomopgintii
oGpas seacrest moayrpyunoit. Riace K rpynuomion Gaca siBasteresi CoBepHIiCcHbIM, ecaill
eyeernyer K-cpodo st rpynnomy, sesisuii romomop@untii oGpas Koreporo, s asionytiics
rpyuinoerion Caca, npunayiemrsnt K.
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B o10il padoTe n3yualoTes OCHOBHBIC CBOMCTBA rpynmonon Caca 1 poBo, [T KIACCIUPH-
salus TpuMHTHBHBIX Tpynmnouos Caca Tunos (aaa), (aab), (baa). lleppeie obpasywor copep-
WIEHITBIA KIIACC, BTOPBIE M TPEThLU pacnaj{aioTcsa Kampe B 17 ruaccoB. A RUKRI0r0 Kiacea
HAXOJUTCA CBOOOJHBIA IPYIITOU]L M HAUMEHLIIMIT 'PYIIONL, B CJIyuae €Ciai Of CVUICCTBYCT,
B oGparnom ciyuae nocTpoeHsl M0 KpaitHed Mepe jiBa MUHHMAJIBIX TPYIIOIIA paceMaTpi-
BAEMOTO KJIACCA.
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