
Matematicko-fyzikálny časopis

Andrej Pázman
Zachovanie informácie pri redukcii štatistických modelov merania

Matematicko-fyzikálny časopis, Vol. 15 (1965), No. 1, 81--89

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/126389

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1965

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/126389
http://project.dml.cz


ZÁCHOVANIE INFORMÁCIE 
P R I REDUKCii S T A T I S T I C K Ý C H M O D E L O V M E R A N I A 

ANDREJ PÁZMAN, Bratislava 

V práci sa analyzuje možnost rcdukeie íidajov výstupu meracieho systému 
pri zachovaní informácie. Odvodené všeobecné vztahy sii použité najprv 
na analýzu lincárncho modclu merania s gaussovskými chybami merania. 
Tento model zahrnuje v sebe priame i neprrame, závislé i nezávislé merania 
vyrovnávacicho poctu (teorie chyb). Dalej sa analyzuje model opakovaných 
meraní s výrazné nesymetrickými aditívnymi chybami merania. 

Základným predpokladom každého merania je určitá znalosť fyzika!nych 
procesov, podlá ktorých sa správa meraný objekt i merací systém. Ak však 
zváčšujeme požiadavky přesnosti merania alebo budujeme značné zložité 
meracie systémy, skór či neskór si musíme všímať vplyvy, priebeh ktorých 
nevieme vystihnut deterministicky. Oby čaj ne tieto vplyvy vieme vystihnut 
aspoň statisticky, připadne obmedziť interval ich pósobenia a pod. 

Zameriame sa na také meracie systémy, ktoré merajú „súčasne" k meraných 
veličin xi,...,xjc a ako předběžný výsledok merania poskytujú m hodnot 
(m >. k) y\, ..., ym, ktoré budeme stručné nazývat výstupom meracieho 
systému. Předpokládáme, že z analýzy meracieho systému je nám známa 
pravdepodobnostná súvislosť medzi výstupom a vstupom meracieho systému 
daná hustotou pravděpodobnosti 

MY/X), 

kde Y, X sú vektory so zložkami y\, . . . , ym a x\, ..., XJC . 
Z výstupu meracieho systému Y nemóžeme určiť přesné hodnoty meraných 

veličin. V principe móžeme však určiť k-rozmerné priestory spolahlivosti, 
ktoré s vopred predpísanou pravdepodobnosťou P pokrývajú neznáme hod­
noty meraných veličin. 

Ivonštrukcia priestorov spolahlivosti je jednoduchšia, ak m = k. Je dalej 
obťažné [)riamo porovnat medzi sebou rózne meracie systémy, ktoré shižia 
na meranie tých istých veličin a ktoré majú rózny počet (m) výstupných 
hodnot //i, . . . , ym. Je preto účelné, ako prvý krok pri spracovaní předběžných 
výsledkov merania a pri porovnávaní róznych meracích systémov vykonat 
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redukoiu výstupu nameraných hodnot, m hodnot j/\, . . . , j / m , ktoré sú výbe 
rom z náhodného súboru s hustotou pravděpodobnosti j\( Y/X), potřebujeme 
nahradit menším poctom k hodnot z\, . . . , z&, ktoré sú výberom z náhodného 
súboru s hustotou pravděpodobnosti f2(Z\X). (Obmedzíme sa na také případy, 
keď hustota f2(Z\X) existuje.) 

Vo výstupe meracieho systému Y je obsiahnuté určité množstvo inťormácie 
o meraných veličinách X. Vyžadujeme, aby sa toto množstvo inťormácie 
zachovávalo pri redukcii vyjadrenej transformáciou Z = Z(Y). 

V případe, že hodnota vektora X je výberom z náhodného súboru s roz­
dělením pravděpodobnosti px, množstvo inťormácie (v S h a n n o n o v o m 
zmysle) o veličině X obsiahnuté vo veličině Y je dané vzťahom (pozři [2]) 

(1) I(X,Y) = M\\og J ' 
MY\X)dpx 

kde M{} je symbol strednej hodnoty a Ek označuje k-rozmerný euklidovský 
priestor. Podobné inťormácia o veličině X obsiahnutá vo veličině Z je daná 
výraz om: 

MZjX) 
(2) 1(X, Z) = M log 

f2(Z/X) dPл 

Podmienka zachovania inťormácie pri transťormácii Z = Z(Y) je 

(3) AI = I(X, Y) - I(X; Z) = 0. 

I ked připustíme, že výskyt róznych hodnot meraných veličin je vzhladom 
na experimentátora náhodný, nepoznáme rozdelenie pravděpodobnosti px 

charakterizujúce tuto náhodnost. Preto budeme vyžadovat, aby vzťah (3) 
bol splněný pre všetky možné (fiktivně) rozdelenia ])i*avdepodobnosti p_v-

Lema 1. Pre každé číslo u: 0 < u < oo platí: 

(4) log u ^ 1 -- 1/H, 

pricom rovnost' vo vztahu (4) platí vtedy a len vtedy, keď u = 1. 

D o k a z. Vezmime funkci u 
g(u) = log u -f- 1/H - 1. . 

Pomocou prvej a druhej derivácie zistíme, že funkcia g(u) má jediné minimum 
pre 0 < u < oo, a to v bode u = 1, pričom g(l) = 0. 

Veta 1. Ubytok informaci e AI je vždy nezáporný a transformaci a 

Z = Z( Y) 



zachovává informační o veličině X (AI = O pre každé px) vtedy a len vtedy,, 
keď existuje nějaká funkci a @(Y) závislá iba od Y taká. ze 

MУ/X) 
Ф(Y) 

h\Z(Y)IX\ 

pre všetky X e Ej- a pre skoro všetky Y. 

Dokaž . Zvolme si íubovoirié px• Označme 

(«) qi(Y,Px)-= \MYIX)dpx; 

(7) Ы ү- PX) - ) ÍШ Y)IX]ápx 

Dosadcním (1) a (2) do vzfahu pre úbytok informáoie dostaneme: 

(«) 
[ M Y/X) • <pг( Y, px) 

1/ .-. I(X. У) - l(X.Z) = M log —---••••-•- - — -
*MZ(Y)щ.<ñ(Y,Px) 

Použitím lemy 1 a vztahu (8) dostaneme: 

h • (pi) 
<») 1/ > M ì 

/i • r< 
ì 

h • <PІ 

/i • 9"2 
dpxfidY--

(p2 

Kn Eк-

h dpx 
( 1 7 . 

En Ek 

Rozpísaním ť/i a 92 v o vztahu (9) dostaneme 

(10) •I >, l - f [f/i(Г/X)dY]dp.v = 0. 
Ek En 

Podlá lemy 1 rovnost v o vztahu (10) platí vtedy a len vtedy, keď pre skoro 
všetky V (v zmysle Lobesgueovej miery p) a skoro všetky X (v zmysle miery px) 
platí: 

MY/X) _n(Y,px) 

f2\Z(Y)/X]" n(Y,px)' 

Xeeh platí (5). Dosadením do (11) podlá vzťahov (5), ((5) a (7) potvrdíme 
rovnost vo vzfahu (11) pre každé px - Dostatočnosť tvrdenia vety je do­
kázaná. 

Xeeh naopak platí (.11) pre všetky možné py. Potom zrejme vztah (11) 

xз 



musí platit pře všetky A" e E]C. Lává strana rovnosti (11) nie je závislá od px, 
preto ani poměr 1̂/̂ 2 nie je závislý od px• Veta je dokázaná. 

P o z n á m k a . Podmienka (5) je rovnaká ako podmienka dostat očnost i 
statistik (v zmysle teorie R. Fis her a). V práci však nejde o určovanie sta­
tistik (bodových odhadov), ale o redukciu a o určenie ])riestorov spoíahlivosti. 

Ku každej hodnotě Y výstupu meracieho systému ])riradíme meraternú 
množinu B(Y), prvkami ktorej sú vektory X. Ak je pro každé pevné X pravdě­
podobnost namerania výstupu Y takého, že X e B( Y) je aspoň P. potom 
množiny B(Y) tvoria P-priestory spoíahlivosti (pozři [1]). Pretože konštrukcia 
priestorov spoíahlivosti nie je jednoznačná, vyžadujeme, aby ..objem" 
(Lebesgueova miera p) množin B(Y) bol minimálny. Minimálně P-priestory 
spoíahlivosti B'(Z) móžeme konstruovat aj pre redukovaný výstup Z. 

Veta 2. Nech transformácia, Z -~ Z(Y) zachovává informáciu. Xech meratefné 
množiny B'(Z) c Ejc majú nasledujúce vlastnosti: 

a) Množiny B'(Z) (závislé od náhodného vektora Z) sú P-priestormi spoíahli­
vosti pre určenie skuločnej hodnoty vektora X. 

b) Ak X1eB'(Z). X2'tB'(Z), tak f2(ZjXx) >/2(Z/Ar
2). 

c) Objem (miera p) priestorov spoíahlivosti B'(Z) nezávisí od Z. 

Potom plati: 
1. Množiny B'(Z) sú jednoznačné určenými (az na množinu nulovej miery u) 

m/inimálnymi P-priestormi spoíahlivosti priradenými k redukovanému výstupu Z. 
2. Množiny 

(12) B(Y)=-- B'\Z(Y)\ 

sú jednoznačné určenými (az na množinu miery nula) minimálny mi P-priestormi 
spoíahlivosti priradenými k výstupu Y. 

1) ó k a z. Označme: 

(13) A (A) ^{Z: X efi'(Z)}. 

Pre íubovoinú konštrukciu priestorov spoíahlivosti H'(7J) musí platit: 

(14) V{A(X)\X)-, JMZIX)dZ=- P 

Zo vztahu (14) vyplývá: 

Л(X) 

1 
(15) lim 

,,->oo p[G(a)\ 
p{A(X)IX}áX ---: /' 

'''<") 
kde G(a) je k-rozmerná gula o poloměre a. Na základe vztahu (13) a rozpísaním 
vzťahu (15) dostaneme: 
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( ]<; un 
rfG(a)] 

MZjX) áZ 

1 
lim 
/. , » fi[G(b)] 

(Қa) AýX) 

ҺЩX) dx 

dX = 

dZ. 

(1Q>) B'{Z) 

Posledný vzťah musí byt splněný pre lubovolnú konštrukciu P-priestorov 
spolahlivosti. Z něho a z podmienky b) vyplývá, že každá konštrukcia P-pries­
torov spolahlivosti odlišná od priestorov spoTahlivosti spíňajúcich podmienky 
a), b), c), na množině nenulovej miery, má nutné váčší „objem" (mieru). 

2. Z podmienky (5) a zo vztahu (12) vyplývá, že hustota pravděpodobnosti 
fx(YjX) a množiny B(Y) spíňajú předpoklady a), b), c), a preto F>(Y) dané 
vzťahom (12) sú jednoznačné určenými minimálnymi P-priestormi spoTahli­
vosti priradenými výstupu Y. 

P o z n á m k a . Z vety 2 vyplývá: Ak Z = Z(Y) a W = W(Y) sú dve transfor-
mácie zaehovávajúce informáciu, obe vedu k tým istým priestorom spo-
lahlivosti. 

G a u s s o v s k ý l i n e á r n y m o d e l m e r a n i a 

Uvažujme také merania, pri ktorých medzi meranými veličinami a výstu-
poiii mcracieho systému je lineárna závislost známa z konštrukcie meracieho 
systému 

k 

(17) y* = ^ StjXj + (li (i ---- 1, . . . , W) , 

pričoin merania sú sprevádzané náhodnými aditívnymi chybami merania 
s <raussovským rozložením pravděpodobnosti, t. j . 

(1S) IH ÌJi + Пi (i = l, . . . , m) , 

v i je hodnota i-tej chyby merania. Ak spojíme vztahy (17) a (18) a zapíšeme 
v maticovom tvare, dostaneme: 

(10) Y =--. SX -]- A -)-- N 

a hustota podmienenej pravděpodobnosti má tvarí 1) 

1 

(2,T)-W (det/v 
_•<»)/. ( > ' / * ; — e x p { - l L Y - HX - AYK-i[Y - fiX - A]} , 

(]) Exponent oni T označujeme transpozíc iu, e x p o n e n t o m 1 označujeme inverziu 
m a t i c e . 
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kde K je m a t i c a kovar ianci í chyb m e r a n i a . V případe, že je d iagonálna. uvažo­
v a n ý m o d e l je model n e p r i a m y c h nezávis lých meraní z n á m y z v y r o v n á v a c i e h o 
p o č t u . P r e t o ž e p r i a m e m e r a n i a sú špeeiálnym p r í p a d o m n e p r i a m y c h a závislé 
m e r a n i a sa pomocou e lementov dajú previesť n a nezávislé, t ý k á sa nasledu-
j ú c a a n a l ý z a aj p r i a m y c h i n e p r i a m y c h . závislých i nezávis lých m e r a n í vy­
rovnávac ieho poctu. 

Lenia 2. Ak 

Z --= L Y h B , 

kde vektorová náhodná veličina Y má hustota pravděpodobnosti (20) a L je matica 
typu k\n hodnosti k, potom existuje hustota pravděpodobnosti f^Z/X) a má tvar: 

(21) / 2 (Z/X) = - - - - - 1 — — e x p {--i [Z - M\TR+Z M\} , 

(27r)^m(det /r> 

kde střed rozdelenia M a kovariančná matica R sú dané vztah mi: 

(22) M = M(X) =-. LSX + LA + B: 

i 23) R = LKLT . 

D o k a z p o m o c o u eharakter is t lckej funkeie pozři v | 1 | . 

Veta 3. V gaussovskom l ineárnom modeli m e r a n i a r e d u k e i a pomocou 
l ineárne j t ransformácie 

(24) Z = LY + B 

z a c h o v á v á informáciu v t e d y a len vtedy, keď m a t i c a L má t v a r 

(25) L = l)($TK--hSy\STK ] , 

k d e D je [ l ibovolná nes ingulárna k-rozmerná š tvoreová m a t i c a . 
D o k a ž . Do v z t a h u (5) dosadíme podlá (20) a (21) a /.logaritmujeme. 

D o s t a n e m e : 

(26) (YT - AT)K~iSX - lXT$TKhSX ~ (ZT(Y) 

ATLT - BT)R-iLSX + IXTSTLT]IILSX - log 0 ( ) r) - 0 . 

P o d l á v e t y 1 t rans formácia (24) zachovává informáciu v t e d y a len v t e d y . 
keď existuje t a k á funkcia 0(Y)., že vzťah (20) je splněný ])re vsetky N a pře 
skoro vse tky Y. Dosadením za 0 ( Y ) : 

při p e v n é zvolenom vektore X\ a dosadením za 11 l . Z(Y) a L podlá (23), 
(24) a (25) do lávej s t r a n y vzťahu (20) prevěř íme p l a t n o s t rovnost i (20). 
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Nech n a o p a k plat í rovnost (26). K v a d r a t i c k á forma (26) ( p r e m e n n ý m i 
sú zlozky vektora X) je r o v n á nule len v t e d y , keď 

(27) (YT - AT)K-hS = (YT - AT)LTR~ÍLS 

pre skoro všetky Y. Vzťah (27) móže byť sp lněný len v t e d y , keď 

(28) K-hS = LTR^LS . 

Matica K lS m á hodnost k. P r e t o aj m a t i c a LS je nes ingulárna a existuje 
ma t ica (LS) h 

Ak vynásobíme vzťah (28) z lava mat icou LT(STLT)^hST, d o s t a n e m e : 

(29) LT(STLT) hSTK~hS = LTR-^LS . 

Porovnáním so vzťahom (28) d o s t a n e m e : 

(30) K hS = LT(STLT) hSTK~hS . 
rri'ansj)ozíciou a úpravou d o s t a n e m e : 

(31) L = LS(STK bS) hSTK^ . 

Matica LS je nes ingulárna a je pre to j ednou z mat ic D vo vzťahu (25). V e t a 
je dokázaná. 

Vxistuje celá t r ieda l ineárnyoh transťormáoií zachová vajúoioh informáoiu, 
ktoré, pravda, podlá ve ty 2 vedu k toj istoj konstrukci i m i n i m á l n y c h priestorov 
spolehlivosti . V ďalsom preto vys tač íme s t ransformáoiou: 

(32) Zv = (STK~hSy hSTK-i(Y - A) . 

Ak je mat ica K'1 d iagonálna, zodpovedá vzťah (32) riešeniu n o r m á l n y c h 
rovnic vyrovnávacieho počtu, pr ičom m a t i c a K~'1 zodpovedá mat ic i v á h . 
Veta doplňa ])reto in torpre tác iu rieseiiia n o r m á l n y c h rovnic : riešonie nor­
málnych rovnic zachovává všetku informáoiu o m e r a n ý c h veličinách xi, . . . , x^. 

Pro každú ])red])ísanú ])ravde])odobnosť P urč íme Číslo rp vzťahom 

(33) p{t:t< /•;,} ---- P . 

kde* / je n á h o d n á veličina s %2 rozdělením p r a v d ě p o d o b n o s t i . P o t o m elipsoid: 

(34) B'(Z) = {X : \XT - ZT\NThr-hS[X - Zv] < r%} 

splňuje p o d m i e n k y a), b), c), vety 2, a je preto m i n i m á l n y m E^-priestorom 
spofahlivosti ])r iradeným r e d u k o v a n é m u výstu})u Zv. Dosadením (32) do (34) 
d o s t a n e m e h l a d a n é elipsoidy spo lehlivost i pr iradoná v ý s t u p u Y. 

I\6zne meracie s y s t é m y (o n e r o v n a k o m počte v ý s t u p n ý c h h o d n o t ) m ó / e m e 
j)orovnať pomoeou kovar iančne j mat ico Rv r e d u k o v a n é h o v ý s t u p u Z„. T v a r 
te j to matice d o s t a n e m e ap l ikováním lemy 2 na vzťah (32). D o s t a n e m e : 

(35) Rv -,= (STK"hS)-i . 

87 



Móžeme porovnávat aj pomocou objemu elipsoidu spolahlivosti (34): 

(36) B'(ZP) = fi[G(rP)][ l 

det (STK-iS) 

((*(rp) je k-rozmerná gula). 

Výraz: 

(37) det S^K-iS = det B~l 

je vhodnou mierou přesnosti merania. 

N e s y m e t r i c k ý m o d e l m e r a n i a 

Meriame jednu veličinu x (skalárnu). Meranie je sprevádzané aditívnymi 
nesymetrickými chybami merania % s hustotou pravděpodobnosti 

__ \a exp {- am) pre m > 0 ? 
( d ] M U l ) ~ \0 pre nt < 0 , 
kde a je kladná konstanta. 

Merania m-krát opakujeme (nezávisle) a dostaneme výstupné hodnoty 
yi, . . . . Hm závislé od meranej veličiny podTa vzťahov: 

(39) y% = x + m (i= 1, . . . , m ) . 

Zo vzťahov (38) a (39) dostaneme: 

íam exp {— O(V H/ — m.r)} pre ut > a; (i ^ 1 ni): 
(40) / í (Y/,:)= f • l J - , . 

0, ak i/i < .r aspoň pre jedno t. 
Redukciu vykonáme ])omocou transformácie: 

(41) z =-- min yt . 

Zo vzťahu (41) vyplývá: 

(42) p {z : z > z0} -= [ J p{/y?: : ^ > s0} 

a zo vzťahov (42) a (38) dostaneme: 

(43) Л(~/aO 
ШГÍ exp{ —ma (z — xЦ pre z < 

0 pre c < 

.r. 

,г. 

Porovnáním hustot pravděpodobností (40) a (43) zistíme, že splňujň pod-
mienku (5) vety 1, t. j . transformácia (41) zachovává informáciu. Pre Tubo-
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volné P určíme minimálně priestory spolahlivosti priradené k redukovanému 
výstupu z zo vztahu: 

.r—(l/ma) log(З--p) 

(44) P — ma exp {— ma(v — x)} dv . 

Označíme ako před tým množiny bodov z spíňajúce vzťah (44) 

1 
(45) A(x) = {z : x < z < x — log (1 — P)} 

ma 

a hladané priestory spolahlivosti podlá vety 2 sú intervaly: 

1 
(40) B(Y) = {x : (min y ť H log (1 - P) < x < min yt} . 

i ma i 

Vzťah (4(i) umožňuje priamo z neredukovaného výstupu určiť potřebné inter­
valy spolahlivosti. 
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СОХРАНЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ ПРИ СОКРАЩЕНИИ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ИЗМЕРЕНИИ 

Андрей П а з м а н 

Резюме1 

I» работе анализируется возможность группировки показаний выхода измерительной 
системы при одновременном сохранении информации. Полученные общие отношения 
используются сначала для анализа линейной модели измерения с гауссовскими ошиб­
ками измерения. И зту модель включены прямые и косвенные, зависимые и незави­
симые измерения, известные из теории ошибок. Общие соотношения используются 
в дальнейшем для анализа одной модели повторяемых измерений с значительной асим­
метрией аддитивных ошибок измерения. 
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