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ZACHOVANIE INFORMACIE
PRI REDUKCII STATISTICKYCH MODELOV MERANIA

ANDREJ PAZMAN, Bratislava

V priei sa analyzuje moznost redukeie adajov vystupu meracieho systému
pri zachovani informdcic. Odvodené vscobeené vztahy st pouzité najprv
na analyzu linedrneho modelu merania s gaussovskymi chybami merania.
Tento model zahimuje v sebe priame i nepriame, zdvislé i nezdivislé merania
vyrovndvacicho poétu (tedrie chyb). Dalej sa analyzuje model opakovanych
merani s vyrazne nesymetrickymi aditivnymi chybami merania.

Zakladnym predpokladom kazdého merania je urditd znalost fyzikdlnych
procesov, podla ktorych sa sprava merany objekt i meraci systém. Ak vsak
zviitSujeme poziadavky presnosti merania alebo budujeme znacne zlozité
meracie systémy, skor ¢éi neskédr si musime vsimat vplyvy, priebeh ktorych
nevieme vystihnat deterministicky. Obycéajne tieto vplyvy vieme vystihnut
aspon statisticky, pripadne obmedzit interval ich pdsobenia a pod.

Zameriame sa na také meracie systémy, ktoré meraju ,,saéasne’ k meranych
veli¢in aq, ..., 2 a ako predbezny vysledok merania poskytuji m hodnot
(m == kY yry ..., ym, ktoré budeme struéne nazyvat vystupom meracicho
svstému. Predpokladame, Ze z analyzy meracicho systému je nam znama
pravdepodobnostna stvislost medzi vystupom a vstupom meracieho systému
dana hustotou pravdepodobnosti

N(Y]X),

kde Y, X st vektory so zlozkami yi, ..., ym a 21, ..., 2.

7 vystupu meracicho systému Y nemoézeme uréit presné hodnoty meranych
veli¢in. V. principe moézeme vSak ur¢it k-rozmerné priestory spolahlivosti,
ktoré s vopred predpisanou pravdepodobnostou P pokryvaji nezname hod-
noty meranych velié¢in.

Konstrukcia priestorov spolahlivosti je jednoduchsia, ak m = k. Je dalej
obtazné priarno porovnat medzi sebou rdozne meracie systémy, ktoré slizia
na meranie tych istych veli¢in a ktoré maji roézny pocdet (m) vystupnych
hodndt y1, ..., ym. Je preto Géelné, ako prvy krok pri spracovani predbeznych
vysledkov merania a pri porovnavani réznych meracich systémov vykonat
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redukciu vystupu nameranych hodnét. m hodndt yi, ..., yn, ktoré s vybe-
rom z nadhodného siboru s hustotou pravdepodobnosti fi(Y/X). potrebujeme
nahradit mensim poétom k hodnét z;, ..., zx, ktoré st vyberom z nahodného
stiboru s hustotou pravdepodobnosti fo(Z/X). (Obmedzime sa na také pripady.
ked hustota fo(Z/X) existuje.)

Vo vystupe meracicho systému Y je obsiahnuté uréité mnozstvo informacie
o meranych veliéinich X. Vyzadujeme, aby sa toto mmozstvo informacic
zachovavalo pri redukecii vyjadrenej transformaciou Z = Z(Y).

V pripade, Zze hodnota vektora X je vyberom z nahodného siboru s roz-
delenim pravdepodobnosti py, mnozstvo informacie (v Shannonovom
zmysle) o velidine X obsiahnuté vo velidine Y je dané vztahom (pozri [2])

. Hi(Y]X)
(1) (X, Y)=M |log—+—— -
| A(YIX) dpy
E
kde M{} je symbol strednej hodnoty a Ej oznaduje k-rozmerny euklidovsky
priestor. Podobne informécia o veliéine X obsiahnuta vo veli¢ine Z je dand
vyrazom:

W(Z) X
(2) I(X,Z) = M |log — SAZX)
| 12(2]X) dpx

L
Podmienka zachovania informdcie pri transformécii Z = Z(Y) je
(3) Al = I1(X,Y) — I(X,Z) = 0.

I ked pripustime, Ze vyskyt réznych hodnét meranych veli¢in je vzhladony
na experimentatora nahodny, nepozname rozdelenie pravdepodobnosti py
charakterizujice tito nahodnost. Preto budeme vyZadovat, aby vztah (3)
bol splneny pre vsetky mozné (fiktivne) rozdelenia pravdepodobnosti py.

Lema 1. Pre kaZdé &islo w: 0 < u << oo plati:

4) logu =1 -~ 1/u,
pricom rovnost vo vztahw (4) plati »tedy a len vtedy, ked w = 1.
Dékaz. Vezmime funkciu
glu) = logu + 1ju — 1. .
Pomocou prvej a druhej derivacie zistime, ze funkcia g(x) ma jediné minimum
pre 0 < w < oo, a to v bode w = 1, pricom g(1) = 0.
Veta 1. Ubytok informdcie Al je vidy nezdporny a transformdcia

7 = 7(Y)
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zuchovdva informdcin o veliéine X (A1 = 0 pre kaZdé px) viedy a len vtedy,
ked existuje nejakd funkeia @(Y) zdvisli tba od Y lakd. Ze

Y/ X)
(5) .f';( / ()
L Z(Y)[ X
pre vsetky X € Ky a pre skoro vsetky Y.

Ddokaz. Zvolme si Tubovolné py. Oznacéme

(6) g1(Y, py) = |fl Y/X)dpy;

(7) 7Y px) = J FAZCY)X [dpy.

Ji
Dosadenim (1) a (2) do vzfahu pre abytok informacie dostaneme:

{ f17 Y/X oY, px )

log —

(8) AT I(N.Y) — [N, Z) = M log
f2lZ(} )/X1 (/,(Y px)

Pouzitim lemy 1 a vztahu (8) dostaneme:

) uw{x ;”} o J J P ey -

froqe
En Ex

] ‘ [(”.PJ fe (lp‘\v]d Y.
P2
Fn Lk ‘

Rozpisanim ¢ a ¢» vo vztahu (9) dostaneme

(10) = ([ [fiyyx (1)’]dp\ —.
L Iz,,

Podla lemy 1 rovnost vo vztahu (10) plati vtedy a len vtedy, ked pre skoro
victky V(v zmysle Lebesgucovej miery u) a skoro vsetky X (v zmysle miery py)
plati:
an HYIX) (Y, py)
RIZOIX] oY, py)
Nech plati (). Dosadenim do (11) podla vztahov (5), (6) a (7) potvrdiine
rovnost vo vztahu (11) pre kazdé py. Dostatoc¢nost tvrdenia vety je do-
kazana.

Neeh naopak plati (1) pre vietky mozné py. Potom zrejme vztah (1)
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musi platit pre vSetky X e . Lava strana rovnosti (11) nie je zavisla od p.,
preto ani pomer ¢i/gs nic je zavisly od py. Veta je dokdzana.

Poznamka. Podmienka (5) je rovnakd ako podmienka dostatoénosti
statistik (v zmysle tedrie R. Fishera). V praci vsak nejde o uréovanie sSta-
tistik (bodovych odhadov), ale o redukciu a o uréenie priestorov spolahlivosti.

Ku kazdej hodnote Y vystupu meracicho systému priradime meratelnu
mnozinu B(Y), prvkami ktorej stt vektory X. Ak je pre kazdé pevné .\ pravde-
podobnost namerania vystupu }V takého, ze X € B(Y) je asponn P. potom
mnoziny B(Y) tvoria P-priestory spolahlivosti (pozri [1]). Pretoze konstrukeia
priestorov spolahlivosti nie je jednozna¢nd. vyzadujeme, aby .objem*
(Lebesgucova miera ) mnozin B(Y) bol minimalny. Minimalne £2-priestory
spolahlivosti B'(Z) mézeme konstruovat aj pre redukovany vystup Z.

Veta 2. Nech transformdcia Z = Z(Y) zachoviva informdcin. Nech meratelné
mnoZiny B'(Z) C Ex majit nasledujice vlastnosti:

a) MnoZiny B'(Z) (zdvislé od ndhodného vektora Z) si P-priestorni spolahli-
vosti pre urcenie skuloénej hodnoty vektora X.

b) Ak X, € B'(Z). Xo ¢ B'(Z), tak fo(Z]X1) > fo(Z] X52).

¢) Objem. (miera p) priestorov spolahlivosti B(Z) nezavisi od Z.

Potom plati:

1. MnoZiny B'(Z) si jednoznuéne wréenymi («Z na mnoZinu wulove] miery )
manamdlnymi P-priestormi spolallivosti priradeniimi k redukovanému vijstupu Z.
2. Mnofiny
(12) B(Y) = BZ(Y)]

L L ‘. o
s jednoznacne wréenymi (az na mnoZinu miery wula ) minimealnymi P-priestormi
spolahlivosti privadenymi k vijstupu Y.

Dokaz. Oznaéme:

(13) AX) = {Z: X eB(Z).

Pre Tubovolni konstrukciu priestorov spolahlivosti B'(Z) musi platit:
(14) pLAX)X) - J 12| X)Z = P
ALY

Zo vztahu (14) vyplyva:

l l ‘ {AX)/X}dX =
(15) im nAX)/ X dX = P,

=09 /1/[(1((1)]

)

kde (/(a) je k-rozmerna gula o polomere «. Na zaklade vztahu (13) a rozpisanim
vztahu (15) dostancme:
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~ -

f(Z)X)dZ | dX =

1
(16) P—=1lm -
o >oc llll(lv((l)]
(i) AX)
li ] 1 fa(Z| X 1\— 17
= lim-- - - LZIX)dX | dZ.
boeo u[G(B)]

by BZ)

Posledny vztah musi byt splneny pre lubovolnt konstrukeciu P-priestorov
spolahlivosti. Z neho a z podmienky b) vyplyva, Ze kazdd konStrukcia P-pries-
torov spolahlivosti odli$na od priestorov spolahlivosti splitajicich podmienky
a), b), ¢), na mnoZine nenulovej miery, ma nutne vid¢si ,,objem** (mieru).

2. 7Z podmienky (5) a zo vztahu (12) vyplyva, Ze hustota pravdepodobnosti
fi(Y/X) a mnoziny B(Y) splitaji predpoklady a), b), ¢), a preto B(Y) dané
vztahom (12) s jednoznaéne uréenymi minimalnymi P-priestormi spolahli-
vosti priradenymi vystupu Y.

Poznamka. Z vety 2 vyplyva: Ak Z == Z(Y)a W = W(Y) st dve transfor-
mdcie zachovdvajice informéciu, obe vedii k tym istym priestorom spo-
Tahlivosti.

Gaussovsky linearny model merania

Uvazujme také merania, pri ktorych medzi meranymi veli¢inami a vystu-
pom meracicho systému je linedrna zavislost znama z konstrukeie meracicho

systému
k

(17) yi o= D sy -+ (t==1,...,m),

=
pricom merania su sprevadzané nahodnymi aditiviymi chybami merania
s gaussovskym rozlozenim pravdepodobnosti, t. j.
(18) 1/ii]/Z+n,: (t=1,...,m),
n; je hodnota ¢-tej chyby merania. Ak spojime vztahy (17) a (18) a zapiseme
v maticovom tvare, dostaneme:
(19) Y- SX | 4 N
a hustota podmicnenej pravdepodobnosti ma tvar(!)

1

20) i V/X)e
ORI i et K):

exp{—:[¥ — SX — A|TKI[Y — SX — A},
pie }

(") Exponentom 7' oznac¢ujeme transpoziciu, exponentom - L oznadujeme inveirziu
matice.



kde K je matica kovariancii chyb merania. V pripade. ze je diagondlna, uvazo-
vany model je model nepriamych nezavislych merani znamy z vyrovnavacicho
poctu. Pretoze priame merania st Specialnym pripadom nepriamych a zavislé
merania sa pomocou clementov daja previest na nezavislé, tvka sa nasledu-
juca analyza aj priamych i nepriamych, zavislych i nezavislveh merani vy-
rovnavacicho poétu.

Lema 2. Ak
Z =LY - B,

kde vektorovd ndhodnd veli¢ina Y md hustotu pravdepodobnosti (20) « L. je matica
typu kfn hodnosti k, potom existwje hustota pravdepodobnosti f>(Z]X) w md tear:

:21) folZ]X) = (271)57”(1(.1»(:;[-{)5. exp {44 — MITR VZ - M},
kde stred rozdelenia M a kovarianénd matica R sit dané vztahmi:
(22) M = M(X) == LSX + L4 + B:
23) R = l,I\';L”’.
Dokaz pomocou charakteristickej funkeie pozri v [1].

Veta 3. V gaussovskom linearnom modeli merania redukeia pomocou
linearnej transformacic

(24) Z o= LY 4 B

NS

zachovava informaciu vtedy a len vtedy, ked matica L ma tvar
125) L= DISTR-LS)ISTR Y,

kde D je Tubovolnéd nesingularna f-rozmerna Stvorcova matica.
Dokaz. Do vztahu (5) dosadime podla (20) a (21) a zlogaritinujeme.
> o
Dostaneme:
(26) (YT — AT)KN 18X — 2 NTSTRN SN - (Z7(Y)
ATLT — BTYRVLSX - s XTSTLTRVLSN —log d(Y) 0.
Podla vety 1 transformacia (24) zachovava informaciu vtedy a len vtedy.
ked existuje taka funkecia @(Y), ze vatah (26) je splneny pre viethy X a pre
skoro vietky Y. Dosadenim za @(Y):
e NI
DY)=-"
JoLZ(Y)[X ]
pri pevae zvolenom vektore X a dosadenim za £2 1, Z(Y) a L podla (23).
(24) a (25) do lavej strany vztahu (26) preverime platnost rovnosti (26).

36



Nech naopak plati rovnost (26). Kvadratickd forma (26) (premennymi
st zlozky vektora X) je rovnd nule len vtedy, ked

(27) (YT — ATYK S == (YT — AT)LTR-1LS
pre skoro vietky Y. Vztah (27) moze byt splneny len vtedy, ked

(:_)S) l\ril;sY = I/T]l),“llﬂg .

1

Matica A 'S ma hodnost k. Preto aj matica LS je nesinguldrna a existuje
matica (LS)1.

Ak vyndsobime vztah (28) zlava maticou LT(STLT)-1ST dostanceme:
(29) LT(STLTYISTK LS — LTR-LLS .
Porovnanim so vztahom (28) dostaneme:
(30) NS = LT(STLT) 1STK-18 .
Transpoziciou a Gpravou dostaneme:
(31) L = LS(STK-18) 1STK-1,
Matica LN je nesingularna a je preto jednou z matic D vo vztahu (25). Veta
je dokdzana.

Existuje cela trieda linedrnych transformdacii zachovavajacich inforimiciu,
 ktoré, pravda, podla vety 2 veda k tej istej konstrukeii minimalnych priestorov
spolahlivosti. Vodalsom preto vystadime s transformiciou:

(32) Zy = (STK-18)1STK (Y A).

Ak je matica AV diagondlna, zodpoveda vztah (32) riefeniu normalnych
rovinic vvrovnavacicho podtu, pricom matica A -1 zodpovedd matici vah.
Veta doplia preto interpretiaciu rieSedia normalnych rovnic: rieienic nor-
maluych rovaic zachovava vsetku informaciu o meranych velic¢inach @y, ..., xg.
Pre kazda predpisant pravdepodobnost 2 uréime éislo », vztahom
(33) plt ot <) = P,
kde 4 je ndhodnd veligina s 4* rozdelenim pravdepodobnosti. Potom elipsoid:
(34) B(Z) = {X | XT — ZI|STK 'S[X ~ Z,] = r}}
splhiuje podmienky a), b), ¢), vety 2, a je preto minimdlnym £2-priestorom
spolahlivosti priradenym redukovanému vystupu Z,. Dosadenim (32) do (34)
dostaneme hladané clipsoidy spolahlivosti priradend vystupu Y.
Rozne meracie systémy (o nerovnakom podte vystupnych holndt) mozeme
porovnat pomocou kovarianénej matice R, redukovandho vystupu Z,. Tvar
tejto matice dostaneme aplikovanim lemy 2 na vztah (32). Dostaneme:

(35) R, = (STK 18)-1.
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Mozeme porovnavat aj pomocou objemu elipsoidu spolahlivosti (34):

(36) B(Z) = plGlrp)] [— R
det (STK-18)
(G(rp) je k-rozmernd gula).
Vyraz:
(37) det STK-18 = det R}

je vhodnou mierou presnosti merania.

Nesymetricky model merania
Meriame jednu veli¢inu « (skalarnu). Meranie je sprevadzané aditivnymi
nesymetrickymi chybami merania n; s hustotou pravdepodobnosti

[a exp {— an;} pre n; = 0,

(38) fo(nz) _ ‘0 pre n; < }) .

kde a je kladna konstanta.
Merania m-krat opakujeme (nezavisle) a dostaneme vystupué hodnoty
Y1, .. .. Ym z&vislé od meranej veli¢iny podla vztahov:

(39) Yi == x + (@2=1,...,m).
Zo vztahov (38) a (39) dostaneme:

(40) BTy — am exp {— (I(Z yi—mxr)p  prey; =w (I=1..... m);

0, ak y; << v aspon pre jedno @
Redukciu vykondme pomocou transformacie:

(41) z = min y; .

’

Zo vztahu (41) vyplyva:
(42) plziz >z = [ oyt yi > 20}

a 70 vztahov (42) a (38) dostaneme:

ma exp{-—ma (z — x)} pre z = .

(43) Fulzf) =

0 pire = <7 .

Porovnanim hustot pravdepodobnosti (40) a (43) zistime, Ze splnuji pod-
mienku (5) vety 1, t.j. transformécia (41) zachovava informaciu. Pre Tubo-
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volné P uré¢ime minimélne priestory spolahlivosti priradené k redukovanému
vystupu z zo vztahu: -

a—(1 /mu,)‘log(lﬁ pP)
(44) P = ma exp {— ma(v — x)} dv .

Y
&£

Oznad¢ime ako predtym mmoziny bodov z spliiajiice vatah (44)
1

(45) A@)={zre<z<wx - -—1log (1 — P)}
ma

a hladané priestory spolahlivosti podla vety 2 st intervaly:

1
(46) B(Y) = {a: (min y;)+——log (1 — P) < & < min y;} .
i ma i
Vztah (46) umoznuje priamo z neredukovaného vystupu uréit potrebné inter-

valy spolahlivosti.
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CONPAHEHNE UHOOPMAIIUI ITPU CORPAUIEHILH
CTATHCTUYECKUX MOJAEJEN U3MEPEHIIH

Anppeit ITasman

Pesome

I padore anaasipyeres BO3MOHKHOCTb PPYHIMPOBKI N0KA3alMil BLIX01a U3MePUTEIIL IO
CHCTOMBL TPIL o;gioBpeMeniiom coxpatenun uHopmannu. [Toayvenusie odmue oTHONICHNS
HCHOJABLBYIOTCH Ccllauaiia i anajins3a JHeliHoil Mojielin n3Mepenns ¢ rayccoBckuMu onmd-
HaMit uaMepennst. I3 DTy Mo/Jedbh BKIIOYCHBl NMPSMBIE U KOCBEHIBIE, 3AaBUCHMbIe U He3aBU-
CHUMBIC IIBMCPCHIS, H3BCCTHBIC U3 Teopun omMioK. OOULUE COOTHONCHUS UCIIONL3YIOTCH
BB ICTTIIeM JLT5 aHagllisa OO0 MOJICJIN TIOBTOPAEMBIX N3Mepetitii ¢ 3HauITe b0l acuv-
MeTpiell GULHTHBHBIX OHIMOOK H3Mepenus.
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