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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, 15, 1, 1965

ELEMENTARNI PROSTOROVE URCENI
OSKULACNICH KRUZNIC KUZELOSECEK 1

ALOIS URBAN, Praha

1. UVOD

Pro sestrojeni oskulaéni kruznice kuzelose¢ky je znama cela fada konstrukei,
které jsou odvozeny nejriznéjsimi metodami. Nejzndméjsi z nich se opiraji
o analyticky aparat (Bydzovsky, [1], str. 214—217), o Steinerovu— Pelzovu
parabolu (Kadefavek—Klima—Kounovsky, [4], 1., str. 50—53), o Wey-
rovu vétu (Hlavaty, [3], str. 276—278) a o homotetii (Kadefavek—KIli-
ma—Kounovsky, [4], I., str. 80—81), tedy vesmés o véty rovinné geometrie.
Jsou vSak také znamy konstrukce, které vychazeji z prostorové geometrie
a které napt. uzivaji fez kuzelové plochy nebo Meusnierovy véty (Kadeia-
vek—Klima—Kounovsky, [4], II., str. 565). Do této skupiny konstruket,
lépe fedeno dukazi znamych konstrukei oskula¢nich kruznic kuzelosedek, je
mozno zatadit i jiné metody. Jedna z nich se opird o véty tykajici se zvySovani
styku kfivek promitanim, druhd o priniky specidlnich kvadratickych ploch.

2. OSKULACNf KRUZNICE KUZELOSECEK

Nejprve uzijeme vét o styku praméta dvou kiivek, které uvedeme bez
diakazu (napi. [5]).

Necht kiivky ki, k2 maji ve spoleéném bodé M styk Ffadu pravé s — 1
(« > 1).

Nutna a postadujici podminka pro to, aby stfedové praméty k, a k., kiivek
ky, ks mély v pramétu M’ bodu M styk ¥ddu s, jest, aby stted promitani lezel
v hlavni roviné a nelezel na spoletné teéné kiivek ki, ke v bodé M.

Nutna a postadujici podminka pro to, aby kiivky k;, k, mély v M’ styk
fadu s -+ 1, jest (za predpokladu, Ze hlavni rovina neni oskulaéni rovinou
kiivek ki, ko), aby stied promitani byl bodem hlavni p¥imky a byl razny
od bodu M.
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Nutnd a postacujici podminka pro to, aby kiivky k;, ky, mély v I’ stvk
Fadu s 4 2, jest (opét za predpokladu, Ze hlavni rovina neni oskuladni rovinou
kiivek ki, ke2), aby stfed promitani byl hlavnim bodem.

ieometrickd konstrukee hlavni roviny a hlavni primky byla napi. uvedena
(Clechem [2]. Je-li % libovolnd plocha. na niz lezi kiivky &y, k2. pak hlavni
rovina je tend rovina plochy v bodé M (obr. 1) a hlavni piimka je piimka
konjugovand ke spoletné teéné kiivek v bodé M.

Da se dokazat, ze ke konstrukei hlavniho bodu je mozno s vyhodou pouzit
netrividlni rozvinutelné plochy uréené kiivkami ki, ko. Dotykovy bod jeji
hrany vratu s hlavni piimkou, kterd je piimkou této rozvinutelné plochy,
je hlavni bod (pro ptipad protinajicich se kiivek dukaz je proveden v [5]:
dtukaz v tomto p¥ipad¢ by probihal obdobné).

Uvedenou konstrukei hlavnich elementii je mozno v eukleidovském prostoru
pro ptipad s = 2 a za predpokladu, ze oskula¢ni roviny kiivek Ly, &2 v bod¢ M
jsou razné, znaéné zjednodusit.

Obr. 2.

Konstrukee 2.1. Necht [y, Iy jsou oskulaéni kruznice kiivek ky. &2 v bodé
M (v obr. 2 je zndzornén pramét z bodu spoleéné teény ¢ kiivek ky. k2 v ).
Podle predpokladu lezi I1, I v ruznych rovindch; uréuji proto jedinou kuze-
lovou plochu. Jeji teénad rovina prochéazejici spoleénym bodem M kiivek ky. ko
je hlavni rovina, povrchova piimka prochéazejici bodem M je hlavni piimka
a vrehol A je hlavni bod. Hlavai piimka je ziejmé kolmd na teénu  kiivek
ki, ke ve spole¢ném bodé.

Konstrukee 2.2. Necht x je kulovd plocha. kterda ma v bodé M tiibodovy
styk jak s kiivkou k1, tak také s kiivkou ke; snadno se uvazi, ze takova plocha
je jedina (obr. 3). Oskulaéni roviny kiivek ki, ks v M protinaji » v kruznicich
l1, Iz, které jsou oskuladnimi kruznicemi kiivek ki, ke v bod¢ M; je jich proto
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mozno uzit ke konstrukei hlavnich elementt dvojice kiivek ki, &2 v bodé M
podle konstrukee 2.1.

Uzijeme-li nalezenych vysledki na nejjednodussi piipad, kdy za kiivky
k1. ke volime dotykajici se kruznice k, ! lezici v riznych rovindch a promitne-
me-li kromé toho obé kruznice na rovinu rovnobézné s rovinou jedné z nich,
pak dostavame (obr. 4):

Obr. 3. Obr. 4.

Véta. Pramétem dvojice dotgkajicich se kruZnic, jejichZ roviny jsouw ruzné,
nu rovinw rovnobéEnow s rovinow jedné z nich je kruznice dotykajict se kufeloseéky
¢ bodé, ktery je pramétem dotykového bodu dané dvojice kruZnic.

Nulnd a postaéujici podminka pro to, aby v primétu kruznice oskulovala
kuZeloseCku, jest, aby st¥ed promitani lefel v teéné roviné kulové plochy, nu niz
leZl dand dvojice kruZnic, sestrojené v bodé dotykw dansjch kruZnic (a aby byl
riczny od bodw dotykw).

Nutni a postaéujici podminka pro to, uby v pramétu kruZnice hyperoskulovala
kufeloselku, jest, aby stied promitdini leZel na piFimce tecné roviny prochdzejici
dotykovigm bodem obou dangjch kruZnic a kolmé ke spolecné teéné (w aby byl
ruzny od bodw dotykw).

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby v pramétu kruZnice splijoala s kuZelo-
seckow, jest, aby stied promitani byl vrcholem kuzelové plochy, na niz lezi obé
dané kruZnice.

Jiny clementarni dikaz je mozno provést aplikaci znamych vét o prianiku
kuzelové a kulové plochy (obr. 4).

Promitaci kuzelova (valecova) plocha 4 kruznice k je protata rovinou kruz-
nice v RQuzelosecee h. Kulova plocha je protata touz rovinou v kruznici /.
Spolené body kruznice { a kuzelosetky A jsou tedy na pranikové kiivee kulové
plochy » a kuzclové plochy 2.



Prinikova ktivka obou ploch je slozena, nebot podle pfedpokladu obsahuje
kruznici k; druhé ¢ast je ovsem také kruznice. Vzhledem k tomu, zZe obé plochy
se dotykaji v bodé M, prinikova kiivka ma v tomto bodé dvojnasobny bod.
a tedy rovina kruznice %', ktera je druhou &¢asti priniku, prochazi timto bodem.
Pokud stied promitani V nelezi v roviné prochazejici bodem M kolmo ke spo-
le¢né teéné danych kruznic, rovina kruznice &' neni kolma k této roviné,
a tedy protina rovinu kuzelose¢ky v piimce, jez je rtzna od spoleéné tetny
obou kruznic, tj. od teény kuzelosetky £ v bodé M. Kruznice k' tedy protina
kuzelose¢ku kb jednak v bodé M, jednak v dalsim bodé M’ == M. Spoletné
body kruznice [ a k jsou tedy M (v némz se dotykaji) a M’ (v némz se nedoty-
kaji). Tedy I je oskuladni kruznici kuzelose¢ky # v bodé M.

Jestlize stied promitdni lezi v roviné jdouci bodem M kolmo ke spoleéné
tetné danych kruznic, pak rovina kruznice £’ je k ni kolmd. Spoleéné body
kuzelosetky h a kruznice ! lezi opét na prianikové ktivee k, £’ obou ploch.
Bud rovina kruznice £’ je rizna od roviny kruznice I, pak & a I maji spoleény
jen bod M, tj. I je hyperoskulatni kruznici kuzelose¢ky b v bodé M. Je-li
rovina k' totozna s rovinou kuzelosetky &, pak k' = h = l. Je to ve specidl-
nim piipadé, kdy stfed promitani je vrcholem H kuzele uréeného kruznicemi
k, l. Tim je podan druhy dtkaz pfedchozi véty.

3. UZITI ELIPSY KE KONSTRUK(I OSKULACNICH KRUZNIC

Tvrzeni véty je mozno rovnéz lehko dokazat elementarnimi metodami
podetnimi p¥imo, aniz bychom uzili predchozich vét. Dikazy se vsak pak
musi provadét zvlast pro jednotlivé typy kuzelosedéek (ptipad hyperoskulad-
nich kruznic kuzeloseéek je napt. uveden v [6] a [7]).

UZijeme-li rovnobézného promitani, pak ziejmé miizeme odvodit jen véty
tykajici se oskula¢nich kruznic elipsy.

Necht je ddna kulova plocha x a na ni dvé dotykajici se kruznice k, I (obr.3).
Promitnéme obé kruznice ve sméru piimky s, ktera lezi v teéné roviné kulové
plochy ve spoleéném bodé M obou kruznic, do roviny rovnobézné s rovinou
kruznice ! (smér s nelezi ve dvojsméru roviny kruznice l). Smér promitani
a kruznice k uréuji kruhovou valcovou plochu, jejiz fez pramétnou je elipsa
(resp. kruznice) o sdruzenych primérech MN, PQ.

Z podobnych trojthelnikt A M28:K ~ AM,0,8, plyne

(1) MoSs : MoK = ﬂ[gOziMZS.I_,,
Podobné z podobnych trojiheiniki 1 MKO, ~ 1M,0,0, najderfte
(2) M0, : MoK = M505 : M0,
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7 (1) a (2) dostavame

(3) (ML,002 — M ,S, : MaSs,

1

a tedy, vzhledem k tomu, ze MoS, = M8 sin ¢ (0 < ¢ = 2 7).

M0
(4) M\S, = M,S, = (1,0,)

(SP)2

AM1S1 sin q MS . sin ¢

coz je znamy vzorec pro polomér oskulaéni kruznice elipsy v jejim bodé M,

je-li elipsa urcena sdruzenymi praméry MN,
PQ (a jejiz stied je S).

Nalezeny vysledek je mozno formulovat
takto: Oskula¢ni kruznice rovnobézného pru-
métu kruznice do jeji roviny je kruznice, ve
které teénou rovinu dané kruznice protina
kulova plocha, ktera prochazi danou kruznici
a dotyka se roviny uréené smérem promitani
a prisecnici roviny dané kruznice s danou
tetnou rovinou.

Protoze kazda elipsa je, jak znamo, rov-
nobéznym primétem néjaké kruznice, miize-
me nalezeného vysledku uzit ke konstrukei
oskulaéni kruznice elipsy.

Konstrukee 3.1 (obr. 5.) Necht elipsa je
déana sdruzenymi praméry MN, PQ. Osku-
la¢ni kruznici dané elipsy v krajnim bodé M
jednoho z danych praméru sestrojime takto:
Yovinu elipsy zvolime za prvou pramétnu,
rovinu k ni kolmou a rovnobéznou s norma-
lou elipsy v bodé M zvolime za druhou pra-

Obr. 5.

métnu. Dana elipsa je prvym pramétem kruznice k, kterd se dotykd roviny
dané elipsy v M, je kolma k druhé pramétné a ma polomér r = PS == QS.
Stied O libovolné kruznice vyhovujici uvedenym podminkam (pokud ovsem
jeji rovina je ruzna od roviny dané elipsy) a stied S dané elipsy uréuji smér
promitani s. Kulova plocha » vyhovujici podminkam dokazané véty protina
rovinu dané elipsy v hledané oskulaé¢ni kruznici (! o stfedu S”).

Konstrukee 3.2 (obr. 6). Provedeme-li pfedchozi konstrukei specialné pro
kruznici &, jejiz rovina je kolma k roviné dané elipsy, pak v podstaté dosté-
‘ame znamou konstrukei sttedu S’ oskalaéni kruznice v bodé M elipsy dané

sdruzenymi priuméry M N, PQ.
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Poznamka. Primky, které jsou potrebné k vlastnimu sestrojeni stiedu
oskula¢ni kruznice, jsou 0,8,, M0z, 0O20;. Snazime-li se co nejvyhodnéji
uzit danych prvki, pak uZijeme toho, ze M R 0,5, a MR = 0,8,. Kol-
mice z R na 0,8, uréuje na MS; hledany stied S;.

Obr. 6. Obr. 7.

Konstrukee 3.3 (obr. 7). Ze zakladni prostorové odvozené konstrukce 3.1
miuzeme za predpokladu SP =< SM sin ¢ snadno odvodit novou zajimavou
konstrukei sttedu S oskulaéni kruznice v bodé M elipsy uréené sdruzenymi
priméry MN, P@Q. Pomocnou kruznici k zvolime tak, aby bylo s2 | Aa.
V tomto piipadé stied O pomocné kulové plochy splyva se stiedem O’ kruz-
nice k, takze pravoidhly primét bodu O do roviny dané elipsy je hledany
stted S: oskula¢ni kruznice.

Samotnou konstrukei pak provedeme takto: Na kruznici opsané nad pru-
mérem M»S> uréime bod 0 tak, aby M,0, = Si Py, coz podle predpokladu
je mozné. Pata S; kolmice spuiténé z O == 0, na MsS» je hledany stied.

Konstrukee 3.4 (obr. 8). Je-li SP = SM sin ¢, pak s vyhodou muzeme uzit
promitani, jehoz smér je kolmy na zikladnici @, ,. Pro stied O’ kruznice &
plati O, ~ So, O.M, = S1P;. Pomocnd kulovd plocha ma stied O na zaklad-.
nici, a tedy stied §" oskula¢ni kruznice dané elipsy pro bod M je S" =: 0.
Konstrukee je velmi snadna. Polomérem SiP; pretneme z M; primér sdru-
zeny s MiSi; tim najdeme 0O,. Kolmice v 0O, k M,0, uréi na normale elipsy
v M, stted 8’ oskuladni kruznice.



Pro polomér hyperoskulaéni kruznice ve vrcholu elipsy vyplyvaji specia-
lisaci konstrukei 3.1 — 3.4 zndmé i méné obvyklé konstrukce.

Konstrukce 3.5 (obr.9). Uzijeme-li konstrukce 3.2 pro piipad ¢ = R,
piipadné uzijeme-li upravené konstrukee podle diive uvedené poznamky.

N
| ‘ L*
| S/ /
! /02 / [
k,
R ‘
; X,z oy G H
0=, 0,:075=S,
o N, -,\ Xz

Obr. 8. Obr. 9.

"0+ O“_S“Sﬂ

Ohbr. 10. Obr. 11.

dostavame velmi znamou konstrukei stiedu hyperoskulaéni kruznice ve vreholu
clipsy.

Konstrukee 3.6 (obr. 10). Specializaci konstrukce 3.3 pro pifpad ¢ = R
najdeme stied hyperoskuladni kruznice v hlavnim vrcholu elipsy. Misto
obeenych sdruzenych praméra MN, PQ jsou dany osy AB, CD. Uvedené
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konstrukce muZeme uzit, nebot piislusny pfedpoklad je splnén (jest totiz
a>b> 0).

Konstrukee 3.7 (obr. 11). Stfed hyperoskulaéni kruznice elipsy o osach
AB, CD ve vedlejsim vrcholu € muzeme sestrojit specializovanou konstrukei
3.4, nebot ptislusny ptredpoklad je splnén (b < a). Poznamenejme, Ze ke sku-
teéné konstrukei sta¢i v ohnisku elipsy sestrojit kolmici na spojnici tohoto
ohniska s tim vedlej$im vrcholem elipsy, pro ktery hledame stied hyperosku-
ladni kruznice. Prusedéik sestrojené kolmice s vedlejsi osou je hledany stied.
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