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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 3 — 1938

POZNAMKA O IZOMORFIZME TOPOLOGICKYCH
FAKTOROIDOV

ROBERT SULKA

Katedra desiriptivioe] geometrie Slovenskej vysokej Skoly technicke] v Bratislave

Votomto clanku nadvizujem na pracu [3] & ne tam zavedend pojmy topo-
logického  rozkladu,  topologického  grupoidu a  topologického  faktoroidu.
Vosthlase s (ym pouzivam vidsinou tie isté oznadenia ako v praci [3].

Pozndmka 1. Prvky topologického priestoru ¢ budeme oznadovat a, .
soochoooojeho aphny svstém okolt Moo okolia z ¥ budeme oznacovat (7] V),
oo o prevky roskdado [(7] na ¢ budeme oznacovat Xy, Y, Z,, A, Do ...,
aplny systém okoli topologického priestoru [G]; budeme oznacovat My a okolia
7 Y, budeme oznacovat Oy, 17, Wi ... pevky rozkladu [(7], na ¢/ budeme
oznadovat Xyo 2y Za o Ay, By, oL, Gplny systém okoli topologického priestoru
[, budeme oznacovat X, & okolia z ¥, budeme oznadovat Uy, V,., W,. ...
prvio rozkladu [ na [(7]; budeme oznadovat X, 9, 3. 9, V. ..., {piny
svstém okoli topologicleého priestoru { ¢/} budeme oznadovat X* a jeho okolia
CF I Topologické priestory G |G, [G,. { G} & ich GpIné systémy
okoli st definované tak ako v élanku [3]. Pritom oznacCovanie okoli je tak vo-
lené, ze U} je mnozinou vietkyeh tried X, € [(7],. pre ktoré X, n U == 0, V, je
muozinou vsetkyeh tried Y, € [, pre ktoré Y, n V == 0 atd. ... ; U, je mno-
zinouw vietkych tried X, € [(/],, pre ktoré X, n U7 = 0. V, je mnoZinou vset-
kyeh tried Y, € [G pre ktoré Yy n V== 0 atd. ... ; U* joe mnozinou vietkych
tricd X € { (7}, pre ktoré X n Uy == 0, V* je mnozinou vietkych tried ) € { (/' },
pre ktor¢ ) n V== 0 atd. ...

Nech [(7] je rozklad na mnozine ¢ a { (¢} rozklad na mnozine [(/],. Potom
mozeme vytvorit novy rozklad [6], na mnozine (7, definovany tak. ze kazda
tricda X, rozkladu [(7], je saétom vSetkyeh tych tried X, rozkladu [(7];, ktoré
st prvkami tej istej triedy X rozkladu {(/}. To mézeme napisat takto: X, =

U X, pre kazda triedu X, € [(/],. Potom hovorime, Ze rozklad [(f],, je zd-

NyeX
kryvtom rozkladu [(7];, vynatenym rozkladom {¢}. O rozklade [(7]; hovorime,
ze je zjemnenim rozkladu [(f], (pozri [1]).

Pozniamka 2.V dalsom volime oznadenie tried X,, Y,, Z,,... z [({], a tried

X. 9. 8.... z {(} tak, aby platili vztahy X, = U¥ X, Y, :YU Y,...
el €Y
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Veta 1. Nech ( je topologicky priestor « X jeho dplnij siystém okoli. Nech |7,
je topologick i rozllad wa G a Xy wech je diplnyg systém okoll topologich fio prics-
toru |(/],. Nech {1} je topologicly rozklad na (1), . Potou byt (€, rozidad {07
vyndatenyy rozkladon {G} e tieZ topologiclagu roziladon .

Dokaz. Mamedokdzat. ze w X, je olvorend mnozina, Dokdzome =i najpry,

AV O]
ze Xy n U7 o Ovtedy alden viedy.ak X n 070 0 0 (kde pre X o XN, plati N, -
=u X,
NieX
Nech teda Xy n U8 0. 1o zinend. ze U Xy n (0 4 00 Potom existuje

XyeX
také X; € X, 7e X;n U 4 0. Teda existuje X; € X, Ze X, € {7, a preto
X n U7, = 0. Nech naopak ¥ n {7, 5= 0. V" tom pripade existuje také X, 2e
X, € X a X, el Teda existuje Xy € X. 2e X, n "« 0. 7 ioho plynie e

Xon U =u X;n U ¢ 0. ¢ sme mali dokdzaf
Nyex
Pre kazdé X, plati X, == u X,. Pre tic X, prektoré Xon 07 . 0 a len pre
NyeX
tie X, plati X n {7 4 0. Teda pre tie X,. pre ktord Xon U7« 4 je U N,
Nonl 50
=U X, =UX, kde ] = u X.No.dl = U X jeotvorend mnozina. pretoze
XyeX XyeM Xnl/ 40 Xnly 40
{G} je topologicky rozklad. Teda existuje taky systém L okoli 17 €X,, ze
u V= u ¥ =M Nou X prekazdé I, je otvorend mnozina v (/. pretoze
Vieo Xn U0 X,el,
[G]: je topologickym rozkladom a preto U X, = u X, (kde M = u 1)
Xon U0 NyeM Fren,
ako sGdet otvorenych mnozin U X, je tiez otvorena.
Xyel,

Zostava nam eSte dokdzat. ze kazda mnozina X, je uzavrend v (. K tomu
staéi dokazat, ze mnozina ¢ -~ X, je otvorena v (7. Pre tito mnozinu mozeme
pisat @ — X, = U X,. Pretoze viak X je uzavreta v [(],, je [(7]; — X otvo-

X, &X
renad v |(];. Existuje teda taky systém I, okoli V, €Y, ze [(]; — X = U T
Viell,
a mame (/ — X, = U X, == U X, = u X, kde P = u V,. Nakolko
X, ¢X X,¢[(G),—X X,eP Viyell,
viak U X, pre kazdé ¥V, € ¥, je otvorena mnozina v G ([(], je totiz topolo-
XV,
gickym rozkladom). je aj (/ — X, = u X, ako stéet otvorenych mnozin
X,eP
U X, otvorenou mnoZinou v ¢ a dékaz je ukondeny.

X eV,

Nech [(], a [@], st dva rozklady na mnozine G. Nech kazda trieda X, rozkladu
[G], je suétom niektorych tried X, rozkladu [G],. Potom mézeme definovat roz-
klad {G} na mnozine [(], takto: kazd4a trieda X rozkladu {G} obsahuje prave
vietky triedy X, rozkladu [@],, ktoré su incidentné s tou istou triedou X,
rozkladu [@),. O rozklade [(], zase hovorime, Ze je zakrytom rozkladu [G],.
vynttenym rozkladom {G} a o rozklade [(];, Ze je zjemnenim rozkladu [G],

(pozri [1]).
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Veta 2. Nech G je topologickyy priestor o X jeho viplng systém okoli. Nech [(1),
jo topologicksy rozklad na (F «a X iy sysiém okoli topologického priestoru [(1),.
Neeh [G, ge tieZ topologick g rozkladom na G« nech je zakrytom rozkladw | (1],

N, onech je dplngim systémom okoli topologického pricstorw |(1],. Potom na mno-

Fine |Gy existuje rozklad (G0 Koriy je topologick g rozkladom, Mor i vynucauje
kgl |Gy rozklade (67,

i

Dokaz. Zavedme oznadenic I' = U X. Dokazeme teraz. ze kazdda mno-
Xnl/ =0
zina I je otvorend. Pre X plati u X, = X,. Dalej X n U} =+ 0 plati vtedy
NeX

alen viedy,alk Xon U7 f 0. Tedapre X; € U X=Fje u X, - u X,
Xnl7 40 Xyl Xl 0

Pretoze viak [/, je topologickym rozkladonm. je U X, otvorenou mnozinou

NonUs0

v (/o Existuje teda taky syvstém @ okoli €Y. ze u V= u X,=uU X,
Ted XonU+0 Xel

dize U 1= U X;. Oznaéme znakom U, systém vSetkych okoli I, € X,

e Xt
pre ktoréd 7€ ® a nechP = u J,. Pretoze U V= U X, je pre 1€ d
e, Ied X !
I"n X, {0 iba ak X, € F. Teda iba prvky X, € F' patria do okoli ', € ¥/,
atedaajdo P = u V. Preto P C F. No na druhej strane z tej istej rovnice
1 ey,

viplyva. ze kazdé X, € /7 ma neprazdny prenik s niektorym V € @, teda pre
nicktoréd 1€ @ plati Xy n V = 6. To viak znamené. 7e X; € V, €W, a preto
tiecz X, €L = u V.. Teda F C P, ale pretoze je tiez P C F, plati F = P,
1 1 2 | J
Viey,
Cize = u X= U V,a je to otvorend mnozina, ako sme mali dokazat
XnU; =0 ey,

(pretoze okolia V, st otvorené).

Dalej dokizeme, Ze kazdd mnozina X € {G} je uzavretd v [(],. Utvorme
mnozinu [(7]; — X. Stadi dokazat, ze tito je otvorena. ¢ — X, je otvorena v (.
Teda existuje taky systém Qokoli V€ X. ze @ — X, = u V. Dalej ¢ — X, —

VeQ
=0 -uX,=uX,;= U X, =uléize u X;=uU V. Oznacéme ll,
XpeX X, €% %,e(G—2 Veo X \e[6),—X Veo
svstém vSetkych okoli V,, pre ktoré V €Q a nech R = u V,. Pretoze

Vyedly
U X,=uU V, plati pre X, €[G], — X a len pre tieto X,, Ze ich prenik
X,e[@],—X, VeQ
s nejakym okolim V € Q je neprazdny, teda X, n V == 0. To vS8ak znamena,
7ze X, €[G], — X a len tieto X, [patria do okoli V, €ll, a teda tiez do R =

U V. Preto u V, = [G], — X a tym je dokaz hotovy, pretoze V, st otvo-
Vyell, Vyell,

rené.

Priklad 1. MnoZina G nech je mnoZinou vietkych usporiadanych dvojic
(&1, &) redlnych ¢&isel vadsich ako 0. Tato mnoZina je grupoidom, ak ndsobenie
dvoch prvkov = (§,§&), y = (g, n,) definujeme takto: zy = (& + 7.
£ 4 ). Dalej je tdto mnozina topologickym priestorom, ak napr. za Gplny
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systém okoli ¥ berieme systém vietkych okoli UL ktoré st detinované takto
U7 je mnozina \\sctkv(h dvojic @ == (&, &), ktoré splnujia nerovnosti 0 -7 &

— vl e 0= & — x| < e kde (v, vy) = ¢ €Ga ¢ jenejakd kladné redlne
¢islo. Ukzwmno temz. 7e ¢ jo topologickym grupoidom. Majme dva Tubovolud
prvky @ = (¥, x,) a b = (f,. f,) =z (/. Nech W jo l'ul)m'nl'né okolie prvku 5
W nech je mnozina vietkyeh prvkov z = (£, 0.), ktord <piniuja neroviosti
O |5 — (400 <<e 0 [ L= (b)) <e VL nime za okolie (" prvku

@ mnozinu vietkych prvkov x = (&, &), ktoré spliiuji nerovnosti o

- € _ | & . , . .
SE — x ) 5.0 L& - v <t aoza okolie T oprvku A mnozing vae
kyeh pryvkov gy == (5. 9,). ktord spliinja nevovnosti o Ly 0 00
Lio == Pol =7 Potom mrejme 0 <21 (& 1oy — (v 0 By) - es B (S

o

2
[
|

< r, 7 Ccoho vyplyva, ze T C I ¢o sme mali dokazad

o) = (v
(pozri [3]).
Dofinujme si teraz rvozklad [(f]; na (/0 Nech v aoa, stredine ¢islas v o 0a
x5, € (0,1 >; nech potom X, - {{vy, &), (v, v == 1) (v, vo B 2)0 00 je triedon
rozkladu [(7],. Tento rozklad je topologickym rozkladom, pretoze jedralk kazd
tricda X je uzavrenou muozinouv Zajednak U X je efvorencu mnoZino:

NnlU40

v (f pre kazdé U. Preto rozklad 6], je topologickym priestorom (pozri |3}
Jeho aplny systém okoli oznacme ;. Dalej dokdzeme. ze vozklad [(/], jo vy
tvarajueim rozkladom. Nech o4, = {(x;. ), (vy, x, - D)oo a3, — 40, 0,

1 1 2/ 1 2 RS I AR
B, P, + 1), su dm, Tubovolné prvky rozkladu [¢/], . Potom dostdvanie

i 21 f E . 1

A By = {(\tl —{— Bixg 4 Bo)y (vy Py By 1) Lo e platl A B C O =
= {(is ve)y Groye 1) oo pricomoxy = iy = prayy oy == ppakoyg s

< 1 alebo x, + By =y, + 1. ak v, + f, > 1. To viak znanend. ze rozklad
[G], je topologickym faktoroidom na (/. Definujme si dalej rozklad [/7], na (7
takto: Nech mnozina X,, klorej prvky @ st tvaru a -

prebicha pre kazda mnozinu X, vetky redlne ¢isla viidsic ako 0 a & je pre
kazdd mnozinu X, konstantné, & € (0, co) — je triedou rozkladu [¢/],. Tento
rozklad je tiez topologickym rozkladom, pretoze kazda trieda X, €[], je

uzavretd mnozina v (7 a kazda mnozina U X, je otvorend mnoZina v (/.
X,aU+0

Rozklad [(F], je vsak tiez vytvarajucim rozkladom. Nech A, a £, s dve triedy

[y, Prvky triedy 4, nech s tvaru ¢ = (x. v,). ¥, € (U, c0). N, € (1) co).
Prvky triedy B, nech st tvaru b —= (f,, f,). p, € (0, ©0), {3, € (0. c0). Potom
prvky sac¢inu 4,8, maji tvar (x; — B, x, + f.) = (71, 72) = ¢. kde v, + ) =
=7y, % + s =7s, 7, €(0, 0), v,€(0,00). Vietky ticto prvky ¢ st viuk
prvkami tej iste] triedy C, € [(],. Preto rozklad [G}, je tiez topologickym
faktoroidom na . Podla toho, ako sme utvorili rozklad [G],, je vidiet. ze [(/],
je zékrytom rozkladu [G];. Pritom kazda trieda X, € [(]; je stiétom \‘set]{)'cll

= (&, &) — pricom &,

S
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tyeh tried Xy €G], ktoryeh prvky a = (&, &) € X, maja na prvom mieste
to isté cislo & € (0, co). Zikryt [(F], lozkl(ulu [G]; je vyn(teny istym rozkla-
dom {7} vozkladu [(7], . Kazdd trieda X rozkladu {G} obsahuje ako prvky vietky
tie triedy Xy € [(f],, ktoryceh prvky a = (&, &) maji na prvom mieste to
ist¢ Cislo & € (0, 00). Podla vety 2 je rozklad {(/} topologickym rozkladom.

Neeh (F jo grupoid, [, vytvarajael rozklad na ¢ a [(f], zakvyt rozkladu
/], vynateny rozkladom {(f} vozkladu [(/],. Potom rozklady [(F], a {7} st
vatvar u'iunn suCasne (pozri [N, [(7]. [(], a {(} st faktoroidmi.

Veta 3. Neeh (2 je topologicky grupoid « X jeho aplnyg systém okoli. Nech | (7],
e /()‘))(){'ug/l(/.‘// faktoroid na ¢ (pozri [3]). Nech {G} je topologickyj fukloroid
e |G, Polom faktoroid {1y, ktord je vil‘rfz/frmz topologického faktoreidu (7], .
vypiidcn e topologickym falktoroidom {7 7(/ fve topologickaym. faktoroidom.

Veta 4. Neeh G je topologicky gr upozd « X jeho aplngj systém okoli. Nech (1],
a |6, s dopologicke faldtoroidy ne (1. Nech [(:] je zakrytom topologicliého falilo-
roidu (G vywitenygm fakloroidom {Q} na [G,. Potom faktoroid {G} je tie?
topologieljin fallorcidom.

Daokaz, Obidve vety st priamymi dosiedkami vety 1. 2 a vety 3 7 [3].

Priklad 2. Rozklad () z prikladu I je podla vety 4 topologickym fukto-
roidom.

Veta 5. Nech ¢ je topologicky grupoid a X jeho diplnyy systém okoli. Nech [17],
jc topoloyicky fakioroid na (. Nech dalej [(f], je rozlladom na G« zilryltom lo-
pologickilio jr(ﬁ'/(;)'oa'(/'zc [G,, vyniitenym rozkladom {G} na [G],. Nech wieltori
= rozkludor |G, a (G je topologickiym falioroidom. Potom je topologickym fulio-
roidon aj druly z .g/c]ctr) rozkladov « ticto lopologické fuktoroidy si izomorfnd

Dokaz. Prvd ast tejto vety vypivva z vety 3 a 4. Zostdva dokdzat izo-
morfizmus topologickych faltoroidov [(1], a {G}. Ze [G], a {G} st izomorfndé
ako faktoroidy. to je zndme (pozri [1]). Pritom kazdej triede X € {G} je jedno —

v

jednoznacne priradena ta trieda f(X) = N, €[(/],, pre ktord plati X, = u X,
XeX

kde X, €[(/];. Mame este dokazat spojitost izomorfného zobrazenia f {(/} na

|(7'], & k nemu inverzného zobrazenia f~1. Pri dokazovani vety 1 sme ukazali, ze

Non U8 0 vtedy a len vtedy, ak X n U, == 0, pricom plati X, = u X .
X eX

X, €1(/];. Nech U je Tubovolny prvok z {G}. Tento sa zobrazi na prvok f(2)

{,. ])m ktory plati 4, = u A,, 4, €[(7],. Nech U, je 'ubovoIné okolic tr w(l.y

1eA
A, Vsimnime si, ze okolie U, triedy A, tvoria vietky tie triedy X,, pre ktoré
X, n U ==0. K okoliu U, € X, existuje podla pozndmky 1 okolic 17 €X.

k okoliu U € ¥ existuje okolie U, € ¥, a k tomuto existuje okolic /* € X*.
Prvkami okolia U* st vSetky triedy X € {G}, pre ktoré plati £ n U, = 0.
Pretoze A, € U,, je 4, n U == 0. No pretoze X, n U == 0 vtedy a len vtedy,
ak X n U, 40, vyplyva zo vztahu 4, n U %0, ze A n U, =0 a teda

A€ U* Triedy X € U* sa zobrazia do tried X, = f(¥), pre ktoré X, = U X,,
Xiex
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X, € [7],. Ako sme vak vy&Sie videli, plati pre tieto triedy X, vztah X, n (7

== 0 (pretoze X 0 U, == 0). patria teda ticto triedy do U, a preto je f(U*) ¢ U7,.
tize zobrazenie f je spojité. Nech teraz naopak U* je lubovolné okolie triedy .
Prvky tohto okolia st vSetky triedy X, pre ktoré X n U, == 0. K okoliu
U* € ¥* existuje okolie U, € Xy, k okoliu 7} € ¥, existuje okolie U7 € ¥ a k to-
muto existuje okolie U, € X.. Prvkami ckolia {7, st vietky triedy X, € [(7],.
pre ktoré plati X, n U == 0. Pretoze W€ U* je A n U7, == 0. Pretoze vank

X.n U == 0vtedy alen vtedy,ak X n (7, == 0. viplyva zo vztahu A 1) = 0,
ie Ay n U 4= 0 a teda A, € l7,. Pretoze viak plati A, = v A, ., €[], je
e

fQ) = A,€ U,. Pre triedy X,€17, potom je f4X,) =X, pricom pre X @ X,
plati X, = \U X, X, €[(],. Podla uvedeného viak pre tieto X plati X n 17,
NieX
=+ 0, (pretoze X, n U == 0). teda tieto X patria do okolia (7. 7 ¢oho f 1))
C U* a veta je dokazana.
Priklad 3. Topologické fuktoroidy [(¥], a {(/} z prikladu 2 s podla vety 5
izomorfné ako topologické grupoidy.
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SAMETKA K T3OMOPDODU3MY
TOHOJOTNYECKUX OARTOPON OB
POBEPT MYJAKA
BrBoagn
B crarsn gokasana jemma: llyers Gf TonosiorudecRuid rpynnoug 1 X €ro mojHasg cHeTeMa
oxrpecrrocreii. IIyers [@], Tomosormyeckmit garropony na @. Ilycrs [G, pasbucine na G
M 3aKpHITLIe ToIoJIormueckoro Qaxkropomaa [G], BmmykmcnHoe pasbuenmesm {G} na [@Q];.

1lycrs omio us pasbuennii (], 1 {G} rononornaeckuit gaxropony. Torna apyroe pasGienre
TOKC TONOJOIMIECKIMH PAaKTOPON;| M TH TONOJOrHYecKHe (aKkTOPOHAN M30MOpQHbL.
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