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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VI, 3 — 1956 

O P O L O G R U P Á C H S P L N U J I J C I C H Z O S L A B E N É 
P R A V I D L A K R Á T E N I A 

Š T E F A N S C H W A R Z 
Katedra matematiky Slovensko] vysokoj školy tcchniokoj v Bratislavě 

V K N () V A N Ú Iv 7 5. N A \l O .1) K N 1 N A M A K A 1) K M I K A ;i LI R A J A \l 11 O N C A 

Obsahom lejto práce jo studium struktury pologrúp, ktoré splňuj ú i sté 
^oslabené pravidla krátenia. J>udeme v podstatě študovat podmienky, za kto-
rých možno danú pologrupu 8 písať ako súcet disjunktných čiastočnýeh polo­
grúp. z ktorých v každej platí istý druh ])ravidla krátenia. 

Tento ty]) pologrúp je zrejmo prirodzeným zovšeobecnením pologrúp, kíoré 
sa dajú písať ako súcet disjunktných grup. K tomuto typu pologrúp som bol 
vedený istým výsledkom z teorie cliarakterov bikonipaktných pologrúp |3]. 
K tomuto isťému typu došli najnovsie pri riešení ])odobných oťázok. ale v cel-
kom iucj súvislosíi, aj H e w i t t a Z u c k e r m a n [1]. 

Na ])oIogru])ii budeme v "priebehu práce klásť niektorú z týclito podmionok: 
I. P o d m i e n k a At: zx ~- zy - x — // pře každé x, y, z € S. 

L\ P o d m i e n k a Ar: xz -~ yz > x y pre každé x, y, z € 8. 
)*. F o d m i e n k a A: 8 splňuje súéasne Af i Ar. 
\. F o d m i e n k a C: x1 - xy — y1 -> x - // pre každú - dvojicu x, y € 8. 
Logická súvislosť týelito podmienok je daná touto sehémou: 

A 

л, A, 

\ i S 

c 
Příklady pologrú]), ktoré splňujú ])odmienku Af (Ar), ale nesplňujú pod-

mienku A. sú známe. Eahko možno udať aj příklad pologrupy, ktorá splňuje 
podmienku C, ale nesplňuje podmienku A. PokiaF je mi známe, podmienka C 
vystupuje prvý raz v literatuře v práci [I], ktorú mi autoři dali k dispozícii 
v rukopise. Význam podmienky C bude v priebehu práce a výsledkami tejto 
práce náležité vyložený. 

Zakončíme tento úvodný odsek právo spomínaiiým príkJadom. 
P ř í k l a d 0. L Necli 8 je množina reálných čísel uzavretóho intervalu 

/O. 1) . Násobením rozumějme obvyklé násobenie čísel. Kedze ])re každé 
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a € S je O . a = O2, je zřejmé, že pologrupa nesplňuje podmienku A. Nech pre 
nějaké a, b € $ je a2 = ab — b2. Ak je a -4- 0, b 4= -\ plynie z toho a = b. Ak 
asj)oň jedno z čísel napr. a = O, je 0 — b . 0 — b2, t . j . b = 0 , teda zase a = b. 
Preto S splňuje podmienku (•. 

1. P - r o z k l a d y d a n e j p o l o g r u p y 

Definícia 1,1. Nech P značí v dalšom ktorúkoTvek (pevné zvolenu) z podmie-
nok A, Ax, Ar, C. Povieme, ze pologrupa S pripústa P-rozklad, ak sa dá písatako 
súcet disjunktných pologrúp S 23,*, pricom v kazdej z pologrúp 3 a je splněná 

podmienka P. Jednotlivé pologrupy S a nazveme kompemenimi daného P- rozkladu. 
P o z n á m k a . Ak nějaká pologrupa pripúšťa ^4-rozklad, pripúšťa samo­

zřejmé aj A^-rozklad, ^4r-rozklad a C-rozklad. 
P ř í k l a d 1.1. Nekonečná cyklická grupa S = {an | n = 0} pripúšťa A-roz-

klad tvaru S = S 0 + S + -| - S_, kde 3 0 = {a0}, SL = {a. a2, . . .}. 3._ = 
{cг1, a~2, •}• 

P ř í k l a d 1.2. Pologrupa S = {xt | i = 1, 2, 3,. , .}, kde a-^. — .r, ])i'e každé 
i, k = 1 ,2, . . . , nepripúšťa nijaký P-rozklad. Každé dve ciastočné pologrupy 
majú totiž zrejme neprázdný prenik. 

P ř í k l a d 1.3. Každá idempotentná pologrupa (t. j . ])ologru])a so samými 
iclempotentnými elementami) pripúšťa P-rozklad. Každý element a € S polo­
grupy sám osebe tvoří Y takom případe jednu z pologrúp 3 t . 

Nech S pripúšťa P-rozklad. Pologrupu S a , ktorá obsahuje v sebe element x. 
označíme znakom Q.V/. V tomto zmysle píšeme S = 2 j3 r . prieom rovnaké 

sčítance berieme len raz. 
Ak je y € S : r , je podlá deíinície Qy = 3 ; í.. Ak je 3 V n 3 r r o, je 3 ^ - : 3 r . 
Preiože je x € SiT, je tiež x" € (&x pro každé prirodzené n > 0. Naopak, ak 

pre nějaké n > 1 je yn€Qx., je tiež y € 3 a . . Lebo ke by bo.lo // € 3?y . 3?y -^ 3 r . 
bolo by yn € Sy + 3^., co je spor s predpokladom. 

Význam poclmienky C je ozřejměný touto větou. 
Veta 1.1. Nutná podmienka k lomu, aby pologrupa. S pripúštala ktorýkofcek 

z P-rozkladov, je, aby S splňovalo podmienku C. 
D ó k a z . Protože podmienka C je najslabšia, stačí zrejme dokázat', že polo­

grupa S, ktorá pripúšťa C-rozklad, splňuje sama podmienku C. Nech S = -tv2,. 
xeS 

je ])redpokladaný C-rozklad. Nech ])i*e x, y € S je xl — xy = y2. Potom je 
y- ::: 7/2 £ S.,.2 -- S;(.. Teda je t i( ž ?/ £ 3.,. a a1// 6 3 , . . Ale v 3,. platí podmienka ('. 
Teda je x = y, č. b. t. d. 

Aby sme ukázali, že podmienku C vo vete 1,1 nemožno vo všeobecnosti 
nahradit inou z našich ])odmienok, zostrojhne ])ríklad pologrupy, ktorá pri-
púšťa .4-rozklad, ale v ktoroj nie je s])lnená žiadna z podmienok ^4, Ar a A(. 

P ř í k l a d 1.4. Nech S je pologrupa, ktoroj elementami sú dvojice reálných 
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čísel (O, b), S = {(a, b) \ O < a < 1, 0 < b < 1}. Násobenie nech je definované 
vzťahom (a, b) O (c, d) = (ac, d). 

X tejtopologrupenie je splněnápodmienka^4 r. lebo (a, b) (c, d) = (a, bx) (c, d) 
i ked je b 4T bi • Nie je splněná anipodmienka At, lebo (0, b) (c, d) = (0, b) (cx, d) 
platí i pro c 4" CÍ • J e však splněná podmienka C. Zo vzťahu (a, b)2 = 
- ~~ (a. b) (c. d) = (c, d)2 plynie (a2, b) = (ac, d) = (c2, d), t. j . b = d a a1 = 
—- ae — c1. Druhý z týchto vzťahov implikuje (])odobne ako v příklade 0,1) 
a -- c. Teda je (a, b) = (c,d). 

Uvažujme množinu © (M = {(a, b) \ 0 < a < 1}. To je zrejme komutatívna 
pologrupa s])lňujúca podmienku A. Nech je dalej %{h) = {(0, b)}. To je polo-
grupa splňujúca podmienku A. Máme teda tento A.-rozklad pologrupy S 
S ^ %(h) f ^ &h). Tým je uvedené tvrdenie dokázané. 

A e ( 0 . 1 ^ bt({),\ > 

Ak pologrupa S splňuje sama podmienku P, potom rozklad S = S -j- 0 
nazveme t r i v i á l n y m P - r o z k l a d o m pologrupy S. Tak napr. gru])a pri-
púsťa \YA\Y triviálny A-rozklad. 

Deíiníeia 1.2. P'-rozklad S = 22 Qx nazýváme ireducibilný m, ak ziadny z kom-

ponentov 3.,. nepripúSta dhUÍ netriviální/ P-rozklad. 
Lemma 1.1. Xech pologrupa S má aspov jeden P-rozklad. Potom má a) iredu-

cibihi ý P-rozklad a tento je jednoznačné určený. 
D o k a ž . Nech S —- _S 3 í r \ kde v ])rebieha istii množinu indexoval, dává 

množinu všetkýcli P-rozkladov pologrupy S. Podlá předpokladu je A. ne­
prázdné. Nech je x € S. Zostrojme prenik n S(

c
r) = 3ír. Množina 9ir C S 

ve A 

je neprázdná, lebo je x 6 í)\x . 9ir je ])oíogrupa s vlastnosťou P . Je S = H 9í r 
,re,S 

a, tento rozklad je zrejme ireducibilný. Že ireducibilný rozklad je jednoznačný, 
])lynie z konstiukcie rozkladu S = H91,.. 

P o z n á m k a . Y odseku 1 dokážeme, že pře komutativně pologrupy je pod­
mienka (1 niť len nutná, ale i dostačujúca pre existenční P-rozkladu. Analo-
gickii vetu ])re nekomutatívny případ sa mi nepodařilo ani dokázat, ani na 
příklade vyvrátit. 

V nasledujúcom odseku dokážeme najprv, že i v případe periodických (ne-
komutatívnych) pologrúp je ])odmienka C postačujúca. 

2. P e r i o d i c k é p o l o g r u p y 

Pologrupu S nazýváme periodickou, ak ku každému elementu a € S existuje 
konečné číslo O —- o(a) ^ 1 také. že a*-' = e, kde e je idempotent. Periodická 
pologrupa obsahuje teda vždy idempotent. Struktura takýchto polognip bola 
])odrobne o])ísaná v práci [4]. 

Zopakujeme iba stručné tie poznatky, ktoré budeme v ďalsom potřebovat. 
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N e e h {ea | ťx 6/1} je m n o ž i n a vše tkých i d e m p o t e n t o v € S. Ak a^> _____ ^ _ Du_ 

deme hovoriť, že O p a t ř í k i d e m p o t e n t n ea. Množinu v š e t k ý c h e lementov 
p a t r i a c i c h k i d e m p o t e n t n ea označíme z n a k o m Ka. P o t o m možno S písať ako 
sncet d i s junktnýeh množin S --- >], Ka. Ku k a ž d é m u ea existuje jed iná maxi-

ue 1 

m á l n a g r u p a Ga majúea ca za, j e d n o t k o v ý e lement . Zrejme je Ga C Iva. Pro 
k a ž d é a € Iv" je ae t —- e„a. Ďalej je K. e, e tKlt — Gtl. Klement a c I\\ voláme 

\K tt iJt (JL </ J í i Ol O* t i Lt Ol 

r e g u l á r n y m , ak ae(t -— e.ji •-- O. Tie a len tie e lement v € A", sú regulárně, k t o r é 
O «y ' t t U, . tX O 

p a d n u do é7a. Z t o h o p í v n i e : pologrnpa jo súětom ( m a x i m á l n w h ) o-rúp vted\ 
a len v tedy, ak každý eJement € SI je regulárny. 

Nasledujúee dve vet v sú známe a nebudeme ieh proto dokazovat". 

a) Neeh *Sr je ])eriodieká pologrupa. v ktorej ])Ialí A,. Potom jo N s])rava 

jednoduchá pologrnpa (V j . nenbsahnjo ni jaký p ravý ideál i S) ;. S je mno­

ž inovým sně tom di s junktnýeh izomorfnýeh grup. 
h) Neeh S je ])eriodieká poioevupa. \ klobej p i a n podmionka A. Poiom je S 

(periodická) g rupa . 
Lemma 2.1. Neeh S ]< p riodická grupa. Potom S topripásfa nijaký tatri-

vidiny P-rozklad. 
. D ó k a z . Neeh jo *S ^ 3.ř. a neeh je c € 3> jodnotkos \ wi element om g rupy N. 

Kedze je x £ 3 r , je tiež \.x\ x\. . .) C £ r Vvo vhodné \o leno o o(x) je vsak 

aoO-) ._._. ,^ Teda je r c 3,,.. t . j . 3 r -- 3 , . Každý eiemoni x € >V padne do 3 , . . 

t . j . S 3,, . ě. h. t. d. 
Veta 2A. Neeh S ie periodická polognipu. Pologrnpa S prijtá-šfa P-rozklad 

vtedy a I"a vtedy. ak S tep-nuje jtodtt/ienku (\ Jednotlivé ircdticioilné kotnpvaa nty 
P-rozkladu xú (periodické) gmpy. 

D o k a ž , a) Že p o d m i e n k a je n u t n á , vieme z vety V V 
b) Dokážeme, že pndmienka je pos taču júea . Neeh je v horo za ve 

denom zmysle S ^ Iýt a neeh je a € Ka. (a idempotent £ A'a. Nasa veta. bnde 
ae.l 

dokázaná , ak ukážeme, že a* a a . Lebo po tom a p a t ř í do gi*upy Ga. t. j . 
Ka —-. Ga ])ro k a ž d é Y € / l . 

K e d ž e a p a t ř í i d e m p o t e n t n <a. existuje celé číslo o • i) t aké . že a'-'€Ga. 

Teda je 
av . ea ----- uv. (i) 

A k O je pá rne , p lynie z (1) 

(aul*eaY (aQl* . ea) . O^2 -= ( a ^ ) - , 

a t eda vzh ladom na pod mi on ku C 

aQfr . e - a < ^ . 

Ak g je nepárne . plynie z (1) a^líea — r/^ f J, a t eda 

[a - cj \a '2 eja * --,, \O 2 / . 
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Z podmienky C plynie 
0 + 1 Q+1 

a 2 e,, —• a 2 

f°, kde cr < O I totiž o Rovnica atJea —- a(-' má teda vždy za následok a°ea 

•—- alebo a —- --—— , podlá toho, či je Q párne alebo niej . Opakujúc tento 

postůj) dostáváme nakoniec aea —- a, t. j . a €(ra. Tým sme dokázali, že S je 
súčtom grťi]). 

Z lemmy -^J plynie, že jednotlivé grupy Ga sú ireducibilnými kom])oneutmi 
vzniknutého 7^-rozkIadu. Tým je vykonaný dokaž vety 2A. 

P o z n á m k a . Výsledky týkajúce sa periodických poiogrúp možno přehradně 
zhrnúť do tejto tabulky: 

8 -•- -1 GV G. -° G/, 

AS' jo spnivii jednoduchá 

pologiTipa 

S je grupa 

Aг 

S - 2<Ga, G( / G,. , 

S je z Tav a jednoduchá 
pologrupa 

# = ľ£ Gu, 
u 

S jo súčet grúp 

P o z n á m k a . Je známe, že H a u s d o r f f o ve b i k o m p a k t n ě p o l o g r u p y 
niajú analogickú strukturu ako periodické pologrupy. Tak aj uvedené vety 
a) a b) platia i pře takéto pologrupy. Je však dóležité poznamenat, že 
pře takéto pologrupy veta 2.1 vo všeobecnosti nemusí platiť. O tom nás pře­
svědčuje příklad 0,1, v ktorom zavedieme obvyklú topológiu na reálnej osi. 
Táto pologrupa splňuje podmienku 0, je bikompaktná, nie je však súčtom 
grup. Táto pologrupa má však tú vlastnost, že sa dá písať napr. ako súčet 
troch disjunktných poiogrúp, z ktorých každá splňuje podmienku A. Je totiž 
napr. 8 =- {0} f {1} -|- {a \ 0 < a < 1}. 
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3. R o z k l a d k o m u t a t í v n e j p o l o g r u p y 

V t o m t o odseku n e b u d e m e p ř e d p o k l á d a t ž iadnu z p o d m i e n o k P. Odvodíme 
exis tenční „naj jemnejšieh<> rozkladu k o m u t a t í v n e j pologru])y S n a súčet 
d i s j u n k t n ý c h čiastočných pologrúp. H o c i ú v a h y t o h t o odseku nie sú kompli-
kované, v l i tera tuře som v y k o n a n i e t o h t o rozk ladu n ikde nenašiel . 

Definícia 3.1. Nech S je komutatívna pologrupa. Budeme pisaf a ~ b, ak exi­
stujte také prirodzené čísla m a n, ze platí eim = bn. 

Lemma 3.1. Vztah ~ je ekvivalencia v obvyklom slova zinysle. 
D o k a z . K e d z e v z t a h y a ^ a a a <^ b —> b ^ a sú zřejmé, s tačí iba doká­

zat p l a t n o s t implikácie a ^> b, b ^ c ~> a ^ c. 
P o d l á p ř e d p o k l a d u existujú pr i rodzené čísla m, n. r. s, že am = bn. br r\ 

T e d a je amr — bnr = (br)n = c"1, t . j . a ~ c, č. b . t . d. 
Tr iedu obsahujúcu e lement a b u d e m e znači t z n a k o m T(l. Zre jme je a ^ a'1 

]rre k a ž d é celé n > 0. Teda Tan = Ta. 
Lemma 3.2. a ~ b -> a ~ ub, t. j . každé Ta je pologrupou. 
D ó k a z . P o d l á p ř e d p o k l a d u je an = bm pře isté v h o d n é volené pr i rodzené 

n. m > 0. T e d a je (ab)nm = a>>m (bm)n = a
n(m+n), t . j . a ~ ab, č. b. t . d. 

Lemma 3.3. Každá z tried Ta obsahujúca idempotent je periodická pologrupa 
s jediným idempotentom. 

D ó k a z . Ak p ř e d v a i d e m p o t e n t y eA. e2 € AS" p l a t í c , ^ > . exis tujú dve pr i ro­

dzené čísla m. n > 0 t a k é , že em = em, t . j . e, —: et. Tr ioda móže t e d a o b s a h o v a t 
najv iac jeden i d e m p o t e n t . 

N e c h e je i d e m p o t e n t a c £ Te. P o t o m exis tujú pr i rodzené čísla m. n > 1 
t a k é , že cn = em = e, t . j . cn e. T e d a ku k a ž d é m u c 6 Te existuje konečné číslo 
n = n(c) t a k é . že cn -- e. P r e t o je Ta per iodická pologru])a. 

Lemma 3.4. Každá z tried Ta je ireducibilná, t. j . nedá sa pisaf ako súcet 
dvoclh alebo viac disjunktných pologrúp. 

D ó k a z . Nech Ta v F K kde T(a) sú d i s junktně pologrupy. Nech je b £ Ta). 

c € T(']), a > ji. K e d z e T(a) a 77(;) sú ])ologrupy, je pře každé pr i rodzené m, n : • o 

0n £ q\a)^ cm g 7V>. Teda je pro každé pr i rodzené n. m > 0 bn í cm. To je však 

nemožné , lebo p o d l á p ř e d p o k l a d u je b ~ c. 
Z u v e d e n ý c h výs ledkov plynie t á t o v e t a : 

Veta 3.1. Každá komutatívna pologrupa, sa. dá pisaf ako súcet disjunktných 
pologrúp, z ktorých každá -má najviac jeden idempotent. Přitom existuje ,.naj-
jenniejší^ rozklad, ktorý má lú vlastnost', ze komponent obsaleujúei idempotent 
je periodická pologrupa. 

P o z n á m k a 1. Veta 3,1 n i e j e s p r á v n á p r e n e k o m u t a t i v n ě polo­
g r u p y . To z n a m e n á : existuje n e k o m u t a t í v n a pologrupa. k torá sa nedá písať 
a k o súčet d i s j u n k t n ý c h pologrúp, z k t o r ý c h k a ž d á m á najviac jeden idempo­
t e n t . P r í k l a d o m take j t o po logrupy je pologrupa S. k tore j e lementární sú m a t i c e 
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° - ( o o ) ' 6* = (oo)' 6- = (S i ) ' 5 ' = ( o I ) ' 6 4 = ( í o ) ' 
a násobením rozumieme obvyklé násobenie matic. Multiplikačná tabulka tejto 
])ologru])y je 

K b3 b4 
0 Ьi 

0 0 0 

Ьi 0 Ьi 
b2 0 0 

Ьз 0 0 

Č>4 0 ь, 

0 0 0 

0 bз 0 

ьa 
0 к 

Ьз 0 ьx 
0 b-> 0 

Predpokladajme, že by taký rozklad existoval. Čiastočná pologrupa, do 
ktorej j)atrí b;,, obsahuje nutné aj element 0. Do tejto pologrupy j)atrí j^otom 
aj b4 (lebo b% = 0). Táto čiastočná pologrupa obsahuje j)otom však aj elementy 
J)J)X —- b., b4b;i — b2. Teda obsahuje vóbec všetky elementy € S. Rozklad žia-
daného tvaru jiie je možný. 

P o z n á m k a 2. Ekvivalenciu z lemmy 3,1 možno zaviesť i v nekomuťa-
tívnom ])rí])ade. Všeťko sa však zvrtne na tom, že lemma 3,2 nemusí platiť. 

4. A - r o z k l a d y k o m u t a t í v n e j p o l o g r u p y 

\T tomto odseku dokážeme, že v případe komutatívnych pologrúp je pod-
mienka C nielen nutná, ale i postačujúca j)re existenciu A -rozkladu polo­
grupy S. Táto veta vyplývá z vyšetřovaní H e w i t t a a Z u c k e r m a n a \\]. 
leh metoda rozkladu pologrupy je analogická istej metodě, kťorú zrejme ne­
závisle od nich podali T. T a i n u r a a N. K i m u r a v práci [2]. Dókaz, ktorý 
tu podáme, je založený na inom j)rincíj)e (totiž na rozklade z odseku 3) a je 
podstatné jednoduchší. Má okrem toho výhodu, že cláva ihned' ireducibilný 
A-rozklad. Třeba však j)oznamenať, že práce [1] a [2] sledujú trochu iný 
ciď. Třeba (v nasej terminologii) nájsť taký X-rozklad, ktorý splňuje na-
viac vzťah S.,.. Qv C S r j / ]u'e x, y € $. 

Lemma \A. Nech S je komutatívna pologrupa spinu jú ca podmienku C. Potom 
x(-'y xQz - - xy ----- xz. 

Dokaž . Nech o je ])árne. Potom z rovnic x-'y2 = xQzy, xQyz = x-'z2 plynie 

(xQ>2y)2 = x(->zy = (xc/2y)(xQ!2z) = xQz2 = (xQl2z)2 

a odťiaF (vzhladom na j)odmienku C) xQl2 . y —-. xQl2 . z. 
Nech o je nejmrne. Potom z rovnic xQ+^y2 ~ xS)VX?,y, xQ + xzy = x'-,vXz2 pivnic 

°Jil g + 1 

ol)dobne x 2 y = x 2 z. 
Opakováním tohťo postupu dostáváme vzťah xy = xz, č. b. t. d. 
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Lemma 4.2. Nech řS je Jwmutatívna pologrupa splňujúca podmienku lV 
Potom kazdeí trieda Tn (zavedená v odseJcu 3) splňuje poďmienicu A. 

D ó k a z . Z l e m m y 4,1 p lyuie najprv, že v kažtlej t r iede p la t í x'Jy =- x'Jz -
—> xy = xz.To n á m pomóže dokázať, že pre a, b, c 6 Ta p la t í ab = ac -,- b — c. 

P o d l á p ř e d p o k l a d u je p r e v h o d n é volené pr i rodzené čísla w, n. s. ty- 0-
bn — a™, r s = a1. T e d a je 

b'H1 abam L = acď^1 = bnc. 

c^[ .--. aca( x --— aha1 Y ^ c/b. 

Z l e m m y 4,J plynie b2 —- bo\ r'~ = bc, t e d a b2 = bc c2. 
Vzl i ladom n a p o d m i e n k u G jo p r e t o b c, o. h. t . (J. 

Lemma 4.3. Za predpoJdadov lemmy 4,2 každá trieda obsahujúca id< mpot< ni 
je periodickou (jrupou. 

D ó k a z . Z l e m m y 3.3 plynie, že Tn je ])eriodickou ])ologru])oii .- j e d n u m 
i d e m p o t e n t o m . Z vety 2,1 'plynie, že Tn je periodickou gnt])ou. 

Z doterajs ích výsledkov p ivn ic : 
Veta 4.1. Nutná a postavu júca podncit iika pre to, aby komutallrna polojrupa 

piipástaía A-rozkíad. je spha nie podmienky C. Přitom v ireducihihiom A-roi 
klade komponent obsahuj úci id (impotent je periodickou arupon. 

Ako dopinok k lomme 2.1 móžeme íeraz Fahko dokáz<.ť t u t o vetu o gin 
])áols: 

Veía 4.:2. Nech S je Ahelora jrupa. Nutná a po^ffu^ujúca p,od>ni< ri:a />. - fo. 
aby S pripv stalo neti iriáhny . I rozklad /V; S ob.sahnie <hon( ni nckraa rm'!,o rťnin. 

J rediicihiiný A-rozklad 'má a spon tri frifdy. 

D ó k a z . N e v y h n u l nosť p o d m i e n k y j>l\nie z ienimy 2 A . Xeeh. a je element 
nekonečného rádu a S() podgrupa všetkých elemoutov k o n e č n é h o rádu. Xech < 
je j e d n o t k o v é m elementům z S. Pro každé pr i rudzené n ^ í je ar' )\o>i £ 

l eda je Ta = Te •---•- S(). Vxisienoia nel ri viálneho A-rozkladu je teraz dosk<; 

kom vet;> 4 .1 . N e v y h n u t n é je O ^ a ' . leho Tn Tn _, by impí ikosalo <<a ! 

= e € Ta. Teda je T({ j Ta ., a, S m á najmenej tri tr iody, totiž N, Tn. Tn }. 

P o z n á m k a . Výsledky nasej práce dávajú vzn ik niekofkým p rob lémům. 
k t e r ý c h riešenie sa nezdá j ednoduché . 

P r o b l é m 1. Nech AS' je n e k o m u t a t í v n a ])ologru])a. Nájsť u u l n ú a posta 
čujúcu p o d m i e n k u pre to. aby ASY pripúsťalo /4-rozklad (^/-rozklad, .-^.-roz­
k l a d ) . 

P r o b l é m 2. Kozriešiť prob lém I aspoň pre p ř í p a d Hausdorffovych hi-
k o m ] ) a k t n ý e h pologrúp. 

J e d n o d u c h š i e znie t e n t o problém (hoci sa nezdá l a l i k ý m ) . 
P r o b l é m 3. N e c h S je n e k o m u t a t í v n a grupa. Nájsť nu tnu. a postačujúcu 

p o d m i e n k u , a b y JS pr ipúsťalo net r iv iá lny Ahrozklad. 
P r o b l é m 4. Kozriešiť problém 3 aspoň pre p ř í p a d Hausdorffovych bikom-

j>aktných grup. 
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I К Ы У Г РУН11 Ы УД О В Л Е Т В О Р Я Ю1Ц И Е Н Е К О Т О РЫ М 

( М Л П Ы М ВИДАМ П Р А В И Л А С О К Р А Щ Е Н И Я 

Ш Т К Ф А Н Ш В А Р Ц 

В ы в о д ы 

II \ с I к />' полугруппа. Скажем, что # удовлетворяет условию А/(А г ,Л), если в # имеет 

м е с т правило еокрапцлшт слева (справа, слова и справа). Скажем далее, что N удо­

влетворяет условию (• сели .?:- — ху — у1 —> х = у для ве>1К'ой пары .с, у С 8. 

Пусть С значит н( Ччотороо ил условпИ А, А ^ А г, С. Скажем, что 8 допускает/'- разбпе-

ппо если >' можно писать как сумму непееекающихся частичных полугрупп Л' — ~ 2 а , 

прпчо\1 каждая полугруппа 2,, удовлетворяет \ елоишо I-*. 

Для -тго чтобы N допускало /'-разбиение необходимо, чтобы $ удовлетворило уело 

ими (\ П статье доказано: лто условие является также достаточным в сл(1дую1нм\ 

,1В\ \ е. 1\ чля \: 

а) >' - - периодическая нол\ 1 рупма, 

1>) N любам коммутативная полугруппа 

!'> ел\чае а) компоненты неразложимого / ' разбиения — (периодические) группы. 

Г; с.1\чао Ь) коммопомты неразложимого А- разбиении — классы эквивалентных 

\южд\ собой элементов, п])мчо\| эквивалентности ^ ' в Л' уетаповлива( тея еледл клиим 

образом: // ^;'; - (с» ..-- Ьп для некоторых натуральных ?//., п > 0. Класс содержавши 

идомнотет --- периодическая группа. 

Легко показать, что абелова группа Л' допускает петривиалное Л-разбиснпе тшда 

и т л к к о тогда, если в N имеется элемент бесконечного порядка. Аналогичная проблема 

для некоммутативных групп оставляется открытой. Д р у г а я проблема, которая оставля­

ется открытой: найти необходимое и достаточное условие для того чтобы любая по­

лугруппа допускала А(А/, А^-разбиепис. 

8 1Ш101К(ШР8 8 А Т 1 8 Е У Ш О 8ОМЕ VVЕАКЕNЕ^ Е О К М 8 
ОЕ Т Н Е С А N С Е ^ ^ А Т I О N ЕА\У 

5ТЕ.РА.КГ 8 С Ш У А К 2 . 

Й и т т а г у 

1.о1 & Ье а вепп^гоир. \^о вЬаП 8ау ЬЪаЬ 8 затлапез 1пе сопсШюп А[(АГ, А) И" т 8 тпе 

1оГЬ (тщЫ, {луо-вМеа") сапсеПатгоп 1а\у поЫз. \Уе 8па11 зау гитШег тпат- 8 затлапез гЬесоп-

сНтлоп С И' х2 = ху — у2 --> х - у Гог еVе^у соир1е х, у € 8. 
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Let P detones any one of the conditions A, A/, Ar, G. We shall say that S admits 
a F-decomposition if S can be written as a class sum of disjoint subsemigroups S ~ X2a , 

where each (Sa satisfies the condition F. 
A necessary condition that S admits a F-decomposition is the fulfilment of the con­

dition G (in the whole semigroup S). 
It is proved: this condition is also sufficient in the following two special cases: 
a) S is a (non-commutative) torsion semigroup, 
b) S is a commutative semigroup. 
In the ease a) the components of the irreducible /^-decomposition of S are (torsion) 

groups. 
In the case b) the components of the irreducible A-decomposition are classes of 

equivalent elements where the equivalence relation ~ in S is defined by the following 
statement: a ~ b if and only if there exist two integers ra, n > 0 such that am = b". 
Hereby a class containing an idempotent is a torsion group. 

It is easy to show that an abelian group admits a non-trivial A-decomposition it" and 
only if it contains an element of infinite order. The analogous problem for non-comnni-
tative groups seems to be not easy. An other problem which remains open is to find ne­
cessary and sufficient conditions that a general semigroup admits a A (A/, A ^-decom­
position. 
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