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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VI, 3 — 1956

O POLLOGRUPACH SPLNUJUCICH ZOSLABENE
PRAVIDLA KRATENTA

STEFAN SCHWARZ
Katedra matematiky Slovenskej vysokej fkoly technickej v Bratislave

VENOVANE K 75 NARODENINAM AKADEMIKA JURAJA HRONCA

Obzazhom tejto prace je stadium Struktary pologrip, ktoréd spliuja isté
rostabendé pravidia krditenia. Budeme v podstate Studovat podmienky, za kto-
rveh mozno dant pologrupu & pisat ako «aéet disjunktnyeh dastoénych polo-
ardp. 7 ktorveh v kazde) plati sty druh pravidla kratenia.

Tento typ polograp je zrejme privodzenym zovieobecnenim polograp. kioed
st daju pisat ako sacet disjunktnyeh grip. K tomuto typu polograp som bol
vedeny istvm vysledkom 7z tedrie charokterov bikompakinyeh polograp |31
X tomuto istému typu dosli najnoviie pri rieseni podobnyeh otdzok. ale v cel-
kom inej savislosti, aj Hewitt a Zuckerman [1].

Na pologrupu budeme v priehehu prace kldst niektoria z tychio podmicnok:

I. Podmienka A,: zv == 2y -x =y pre kazdé a, y, z € 8.

20 Podmienka A0 oaz == gz -0 oy pre kazdé x, y, z €8,

2o Podmienka A0 S sphiuje sticasne 4, i A4,.

Lo Podmienka 0 a2 =@y == 9> > =y pre kazd(-dvojicu wx, y € 8.

Logicka <tvislost tycehto podmienok je dand touto schémou:

A
2N I
A, A
Ny Y
(/

Priklady polograp, ktoré spliiuja podmienku A4, (4,), ale nespliuju pod-
mienku . st zname. Lahko mozno udat aj priklad pologrupy, ktora splhiuje
podmienkua ¢, ale nespliuje podmienku 4. Pokial je mi zname, podmienka f
vystupuje prvy raz v literatare v praei [1], ktord mi autori dali k dispozicii
v rukopise. Vyznam podmienky (' bude v priebehu prace a vysledkami tejto
prace ndlezite vyloZeny.

r

Zakon¢ime tento ivodny odsek prave spominanym prikladom.
Priklad 0.1. Nech S je mnozina redlnych ¢isel uzavretého intervalu

Z0.1%. Ndsobenim rozumejme obvyklé nisobenie ¢isel. Kedze pre kazdé
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a €8S je 0.a= 0% jezrejmé, ze pologrupa nesplituje podmienku 4. Nech pre
nejaké a, b €8 je a* = ab = b Ak je a + 0, b % 0, plynie z toho a = b. Ak
aspoil jedno z &isel napr. @ = 0, je 0 == 0.0 == 0% t.j. b = 0, teda zase « = b.
Preto S spliiuje podmienku (

1. P-rozklady danej pologrupy

Definicia 1.1. Nech P znadi v dulSom ktorikolvek (pevne zvoleni) = podmie-
nok A, 4,, A,, C. Povieme, Zc pologrupa S pripiste P-rozklad, ak sa dd pisatako
stcet disjunktnych pologrip S XS, pricom v kaZdej z pologriip S, je splnend

€.t

podmienka P. Jednotlivé poloyrupy S, nazveme komponentine daného P-rozllada.

Poznamka. Ak nejakd pologrupa pripusta A-rvozklad. pripasta samo-
zrejme aj A,rozklad, 4,-rozklad a C-rozklad.

Priklad 1.1. Nekoneéna cyklicka grupa S = {a"|n = 0} pripusta .

A-roz-
klad tvaru S =6, + S, |- S, kde G, = {a"}. S. = {a. «® ...}. S . =
= {a Y, a"2...}.

Priklad 1.2. Pologrupa S = {x; |7 == 1, 2, 3,. ..}, kde aya, —= @, pre kazdé

i,k =1,2, ..., nepripasta nij:tky P-rozklad. Kazdé dve ¢Giastoéné pologrupy
majl totiz zrejme neprazdny prenik.

Priklad 1.3. Kazda idempotentna pologrupa (t.j. pologrupa so samymi
idempotentnymi elementami) priptsta P-rozklad. Kazdy element « € S polo-
grupy sam oscbe tvori v takom pripade jednu z polograp 3.

Neceh S pripusta P-rozklad. Pologrupu &, ktord obsahuje v sebe element .
oznadime znakom &,. V tomto zmysle piseme S = NZ,.. pricom rovnaké

» . re S

s¢itance berieme len raz.
Ak je y € ©,, je podla definicie SJ =<, Ak je 3, N3, L0 je g, 2,
Pretoze je €S, je tiez v € &, pre kazdé prirodzend n == 0. .\empak. al

pre nejaké n > 1 ]e Yy €S, jotiez y€ S,. Lebo keby bolo yeZ,. &
bolo by y* €&, == &,, ¢o je spor s predpokladom.

Vyznam podmienky €' je vzreimeny touto vetou.

Veta 1.1. Nutnd podmienk I fomu, aby pologrupa S pripisiala Ltorijlolvcl:
z P-rozkladov, je, aby S splitovalo podmienkw .

Dokaz. Pretoze podmienka (! je najslabsia. staci zrejme dokdzat, ze polo-
grupa S, ktora pripasta C'-rozk| dd, splinuje sama podmienku (!, Nech § = N2

fsz

v .

zeN ’
je pr r*(lpo]«ladalw C-rozklad. Nech pre @, y €N je a? = vy = ;> Potom jo
et €8 == G, Teda jeticny € S, a ay €3, Ale v S, plati podmienka (.

Teda je @ =y, ¢. b.t.d.

Aby sme ukazali. ze podmiecnku €' vo vete 1.1 nemozno vo vieobecnosti
nahradit inou z nasich podmicnok, zostrojime priklad pologrupy, ktord pri
pusta A-rozkiad, ale v ktorvej nie je splhend ziadna z podmienok 4. 4, « ,.

Priklad 1.4. Nech S je pologrupa, ktorej elementami st dvojice redalnyeh
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¢isel (a. 0), 8 = {(a, b) | 0 < a <1, 0 < b < 1}. Niasobenie nech je definované
vztahom (a, b) O (¢, d) = (ac, d).
V' tejto pologrupe nie je splnena podmienka 4, . lebo (a, b) (¢, d) = (a, b,) (¢, d)
i ked je b == b,. Niejesplnend ani podmienka A4,, lebo (0,0) (¢, d) = (0, d) (¢,.d
plati i pre ¢ s=¢,. Je vSak splnend podmienka C. Zo vztahu («, b)2 =
= (. b) (e.d) = (c, d)? plynie («2 b) = (ac,d) = (¢, d), t. j. b=d a a* =
= ac = ¢* Druhy z tychto vztahov implikuje (podobne ako v priklade 0,1)
a = c. Teda je (u, 0) = (¢, d).
Uvazujme mnozinu @ = {(a, 0) | 0 <= « = 1}. To je zrejme komutativna
pologrupa sphiujtica podmienku 4. Nech je dalej T = {{0. b)}. To je polo-
grupa spliujica podmienku 4. Mdame teda tento A-rozklad pologrupy N

N NI N G" Tym je uvedené tvrdenie dokdzand.
he 0.1 be 0,15

Ak pologrupa S spliuje sama podmienku £, potom rozklad S = 8§ -+- 0
nazveme trivialnym £P-rozkladom pologrupy S. Tak napr. grupa pri-
pasta vzdy trividlny  A-rozklad.

Detinicia 1.2, P-rozklad 8 = X &, nazjvame ireducibilngm, ak Ziadny z kom-
aeN

poncentor S, we pripidta dalie netrovialny P-rozklad.
Lemma 1.1, Neeh pologrwpa S nda aspoii jeden P-rozklad. Potom a «aj tredu-
cibiln gy P-roxllad a tento je jednoznaéne wréeny.
Dokaz, Neeh 8 = 3320 kde » prebicha istd mnozinu indexov (1, ddva
aeN
mnozinu victkveh P-rozkladov pologrupy S. Podla predpokladu je 1 ne-
prizdue. Nech je w €8, Zostrojme prenik n S = R,. Mnozina 9N, C S

ve.l

je neprazdne, lebo je € W, N, je pologrupa s vlastnostou P. Je S == X N,
reN

a tento rozklad je zrejme ireducibilny. Ze ireducibilny rozklad je jednoznacny,

plhynic z konstiukeie rozkladu 8 = NN,
xeS

Pozndamka. V odseku + dokazeme, ze pre komutativie pologrupy je pod-
micnka (" niclen nutnd. ale i dostadujica pre existenciu P-rozkladu. Analo-
cick vetu pre nekomutativny pripad sa mi nepodarilo ani dokézat, ani na
priklade vyvratit.

V' nasledujicom odseku dokazeme najprv, ze i v pripade periodickych (ne-
komutativnveh) polograp je podmienka € postadujica.

2. Periodické pologrupy

Pologrupu S nazyvame periodickou, ak ku kazdému elementu « € S existuje
Lkonedné ¢islo o == o(a) = 1 také, ze «¢ = ¢, kde ¢ je idempotent. Periodickd
pologrupa obsahuje teda vidy idempotent. Struktara takychto pologrip bola
podrobne opisand v praci [4].

Zopakujeme iba strucne tie poznatky, ktoré budeme v dalsom potrebovat.
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Nech {e, | x €4} je mnozina vietkych idempotentov € §. Ak «e@ — ¢,. bu-
deme hovorit. ze « patri k idempotentu e,. Mnozinu vsetkyvch elementov
patriacich k idempotentu ¢, oznaéime znakom K,. Potom mozno & pisat ako
stidet disjunktnych mnozin & = ¥ K,. Ku kazdému e, existuje jedind maxi-

[
mdlna grupa ¢, majica ¢, za jednotkovy clement. Zvejme je (7 C K. Pre
kazdé a € K jo ae, = ea. Dalej je K e, e K, = G, . Blement @ € K, volime
regularnym, ak ae, = e i = o. Tie a len tie elementy € A st reguiiime, ktoré
padnt do (/. Z toho pivinie: pologrupa je =tétom (maximdnyeh) erap vteds
a len vtedy, ak kazdy element € S je regularny.
Nasledujuce dve vetv s znime a nebudeme ich preto dokazovat,

a) Nech N je periodiekd pelogrupa. v ktorel plai o Potom je N sprava
jednoduchia pologiupa (101 veobsahuje nijoky preovy idedl @ S) o N je mno-

zinovym =0¢tom disjunktnyceh izomorfiyeh grap.

b) Nech N je periodicikid poloernpacy ktorej plaii podmicnka A4 Potom je N
(periodickd) grupa.

Lemma 2.1. Nech S jo popiodickda gragpee. Pofom S nepripidto nijalig nobri-
victlny P-rozlilad.

Dokaz. Nochjo s - X 2, wnechjer € E,jeduotkoy dmclementom gripy S,

e N
Kedze je w € Z,, je tiez te, o’ 000 CE,0 Pre vhodie velend o ola) jo viak
200 = o Teda je c €2, t. ). 2, - €. Kaidy element €N padne do Z,.

tLj.N 2, cobotod.

Veta 2.1, Neea N je pviodicla pologragre. Pologiape S pripistie Perozldad
wtedyy a o vled g ale S splivnje podmienka CJediotlivé ireducihilid Low ponenty
P-rozleicidu si (periodiciod) giupy.

Dokaz. a) Ze podmicnka jo nutnd, vieme z vety 1.1

b) Dokazeme. ze podmienka je postadujiea. Neeh e v hore zave-

denom zmysle & = XA anechjea € N o idempotent € A - Nasa veta bude
we .l

dokézand. ak ukdaZeme. zc¢ v - «a. Lebo potom « patri do grupy (7 0t

K, =, pre kazdé v e.l. .
Kedze « patri idempotentu ¢ . existuje celé ¢islo o - 0 také, 720 av €/ .
Teda je
e, oab. (1)

Ak o je parne, plynie z (1)
(aele,)?  (ael? e . ae? = (a2l2)?

a teda vzhladom na podmicnku

poln ) /2
( N ==,

Ak o je neparne. plvnie z (1) a¢tle == aetl o teda
[N . o ’

o+l 2 o+1 o+1 o+1\2
a r'u) S\ 2eJa? oo \a® .
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Z podmienky ' plynie

Rovnica ave, = a¢ ma teda vzdy za nidsledok «% == «° kde o < p (totii o

—g— alebo o = © -JJ . podla toho, ¢ je o parne alebo nic) . Opakujice tento
2 2
postup dostavame nakoniec ae, = a. t.j. @ €/ . Tym sme dokazali. Ze S je
sadétom grap.

Z lemmy 2.1 plynie. ze jednotlivé grupy ¢, « iveducibilnymi komponentmi
vzniknutcho P-rozkladu, Tym jo vykonany dokaz vety 2.1,

Pozndmka. Vysledky tykajice sa periodickych polograp mozno prehladne
zhrmit do tejto tabullky:

A

S je grupa

|

— \\
L S
R A,
’ . T :
( N ¢ | N ¢ '
NG Gl } S G, GGy,
" h
N jo sprava jednoduchd S je zlava jednoduchd |
|
‘ polourup polograpa i
S Lo e -
\ //
\* } o

(.7

\J \,‘ Y
L 8=,
“ |
S jo sudet grup

Poznamka. Je zname. ze Hausdorffove bikompaktné pologrupy
maju analogickt Struktaru ako periodické pologrupy. Tak aj uvedendé vety
a) a b) platia i pre takéto pologrupy. Je vsak délezité poznamenat, 7ze
pre takéto pologrupy veta 2.1 vo vieobecnosti nemusi platit. O tom nas pre-
svedéuje priklad 0,1, v ktorom zavedieme obvykla topolégiu na redlnej osi.
Tato pologrupa spliiuje podmienku C, je bikompaktna, nie je viak stétom
grup. Tdato pologrupa ma vsak ta vlastnost, Ze sa da pisat napr. ako sadet
troch disjunktnych polograp, z ktorych kazda splituje podmienku A. Je totiz
napr. § = {0} 4 {1} -} {a | 0 < a < 1}.



3. Rozklad komutativnej pologrupy

V tomto odseku nebudeme predpokladat Ziadnu z podmienok P. Odvodime
existenciu ,,najjemnejSicho” rozkladu komutativnej pologrupy S na sadet
disjunktnych ¢iastoénych polograp. Hoci uvahy tohto odscku nie st kompli-
kované, v literatire som vykonanie tohto rozkladu nikde nenasiel.

Definicia 3.1. Nech S je komulativna pologrupa. Budeme pisat a ~ b, ak eai-
stugi také prirodzené Eisla m a n, fe plati ™ = b*.

Lemma 3.1. Vztah ~ je ehvivalencia v obvyklom slova zmysle.

Dokaz. Kedze vztahy ¢ ~aa a ~ b — b ~ « sl zrejimé. staci iba doka-
zat platnost implikacie ¢ ~ b, b~ ¢ —a ~ c.

Podla predpokladu existuji prirodzené cisla m. n. r, s, z¢ a” = b b7 = ¢
Teda je a™r = b" = (b")" = ¢, 1. j.a ~ ¢, & b. t. d.

Triedu obsahujucu element a budeme znad¢it znakom 7. Zrejme je a ~ "
pre kazdé celé » > 0. Teda T'n = T,.

Lemma 3.2, « ~ b —-a ~ ab, t.§. kaZdé T, je pologrupou.

Doékaz. Podla predpokladu je «* = o pre isté vhodne volené privodzend
n.m > 0. Teda je (ab) ™ = «"™ (b™)y* — @t ] a ~ ab, ¢ b.t.d.

Lemma 3.3. KaZdd z tried 'I', obsahujiica idempotent je periodickd pologripu
s jedingm idempotentom.

Dékaz. Ak pre dva idempotenty e,. ¢, € S platie; ~ ¢,. existujti dve privo-
dzené ¢éisla m. n > 0 také, ze e} = e, t.j. ¢, = ¢,. Trieda méze teda obsahovat
najviac jeden idempotent.

Nech e je idempotent a ¢ € T',. Potom existuji privodzené ¢éisla m, n > 1
také, ze ¢* = ¢" = ¢, t.j.¢*  e.Tedakukazdémuc €7, existuje koneéné ¢islo
n = n(c) také, Ze ¢* —= ¢. Preto je T, periodicka pologrupa.

Lemma 3.4. KaZda z tried T, je treducibilna, t. j. nedd s pisat ako siéet
dvoch alebo viae disjunkinygch pologrip.

Dokaz. Nech 7', — X7TW. kde T® st disjunktné pologrupy. Nech je b € T,

p
c €TV n -1 . Kedze T o T'W st pologrupy. je pre kazdé privodzend w, n >~ 0
b€ 7@, eme TP Teda je pre kazdé prirodzend 5. m = 0 b* 4 ¢ To je viak
nemozné, lebo podla predpokladu je b ~ c.

Z uvedenych vysledkov plynie tato veta:

Veta 3.1. Ka#dda komutativna pologrupa s dda pisat ako sicet disjunktnjeh
pologriip, z ktoryjch kaZdd wmd najviac jeden idewmpotent. Pritom existuje ..naj-
Jemnef$e rozlklad, ktory ma Ui vlastnost. Ze komponent obsahjicy idem potent
je. periodickd pologrupa.

Poznamka 1. Veta 3,1 nie je spravna pre nekomutativne polo-
grupy. To znamend: existuje nekomutativia pologrupa. ktord sa neda pisat
ako studet disjunktnych polograp, z ktorych kazdda md najviac jeden idempo-
tent. Prikladom takejto pologrupy je pologrupa S. ktorej elementami stt matice
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{00} froy (00 o (01 b — (00
ool T loof =T Hor) T oo/ T \1o)

a nasobenim rozumieme obvyklé nasobenie matic. Multiplikaéna tabulka tejto

pologrupy je

' 0 b, b, bs b,
0 0 0 0 0 0
b, 0 b, 0 bs 0
b, 0 0 b, 0 by
by l 0 0 by 0 b,
by | O by \] b, 0

Predpokladajme, ze by taky rozklad existoval. Ciastoéna pologrupa, do
ktorej patri by, obsahuje nutne aj element 0. Do tejto pologrupy patri potom
aj by (lebo b3 = 0). Tato Siastoéna pologrupa obsahuje potom vsak aj elementy
byhy = by byby = b,. Teda obsahuje vébec vetky elementy € .S. Rozklad Zia-
daného tvaru nie je mozny. ‘

Poznimka 2. Ekvivalenciu z lemmy 3,1 mozno zaviest i v nekomuta-
tivnom pripade. Vietko sa vsak zvrtne na tom, Ze lemma 3,2 nemusi platit.

4. A-rozklady komutativnej pologrupy

V' tomto odseku dokdzeme, Ze v pripade komutativnych polograp je pod-
mienka (" nielen nutna, ale i postacujica pre existenciu A-rozkladu polo-
grupy N, Tdato veta vyplyva z vySetrovani Hewitta a Zuckermana |1].
Leh metdda rozkladu pologrupy je analogicka istej metdde, ktora zrejme ne-
zivisle od nich podali T. Tamura a N. Kimura v praci [2]. Dokaz, ktory
tu podime. je zaloZzeny na inom prineipe (totiz na rozklade z odscku 3) a je
podstatne jednoduchsi. Mi okrem toho vyhodu, ze dava ihned ireducibilny
A-rozklad. Treba vsak poznamenat, ze prace [1] a [2] sleduju trochu iny
cicl. Treba (v naSej terminolégii) najst taky A-rozklad, ktory sphiuje na-
viae vztah &,.8, C &, pre x, y € S.

Lemma 4.1 Neek S je komutativna pologrupa spliujica podmienkw C'. Potom
N e A -

Dokaz. Nech o je parne. Potom z vovnic aty? = atzy, atyz = a¢z* plvnie

(o) = oy = (a0ly)(aviz) = avzt — (a0lz)?

a odtial (vzhladom na podmienku C) a2 |y = o2 2,
Nech o je neparne. Potom zrovnic aet1y2 — getlzy a0tlzy — petlz? plynic
o+l o+1

obdobne @« 2 y =2 ? 2.
Opakovanim tohto postupu dostavame vztah xy — wz. ¢ b. t. d.



Lemma 4.2. Nech S je komutativna pologrupa splivujica podmienku (.
Potom kaZda trieda T, (zavedend v odsckw 3) spliwje podmienku A.
Doékaz. Z lemmy 4,1 plynie najprv, ze v kazdej triede plati avy == atz -
— zy = xz. To ndm pomoéze dokazat, Ze pre a, b, ¢ € 1, plati ab = «c --b == c.
Podla predpokladu je pre vhodne volené prirodzené ¢isla a, n. st - 0-
bt = a™, ¢ = a'. Teda je
[t aba™ - qea™ = D
s acaltl = abat Tt = efh.

’

Z lemmy 4,1 plynie b* — be, ¢* == be, teda 02 == be = ¢2.
Vzhladom na podmienku €' je preto b = ¢, & b. t. d.

Lemma 4.3, Za predpoklador lemmy 4.2 FbaZdd trieda obsaljiiea ideipol ot
je periodickouw grapow.

Dokaz. Z lemmy 3.3 plyuie, ze 7', je periodickou pologrupou = jedinyni
idempotentom. 7 vety 2.1 plynie, ze T, je periodickou grupou.

7 doterajsich vysledkov plynie:

Veta 410 Nutnd a posiacujiea podidenka pre Lo aby Lowalalirna pologi e
pripastda d-rozllad. je spinenie podwienky CoPritow v iredueililvon: A-ror
kloed e komponert obsalijiici idcipotent je periodicion grnponr.

Ake dopinek k lemme 200 mdzeme teraz Tahko dokaza{ tito veon o o
pieh

Vet A2 Neoke S o cdbelora girapa. Nulnd o postedcujica podiicidoe g e
by S pripastalo pwetiicidlng 3 rozllad jo: S obsalagje olement wclecneédlio v

Treduicibilng A-rozidad vt epelt D dicd y.

Uokaz, Nevvhoutiost podinienky plytie 2 ey 2000 Neel g je clement

nekopecncho radu a &) poderupa vietkyeh elementoy honeencho ida, Neeh o

je jednotkovym elementom v S Pre kazde privodvend ye 0 e g non €05
teda jo T+ 1, N, Existencin netrivialneho A-vozkledu jo tere dosiod
om vety 4. Nevvhuotne je o cv @ olebo T 1 by iplikos wlo co !
= ¢ €T, Tedaje T, T, a8 midnajmenej tri teiedy. totiz S, 7, 01T

Pozndmka. Vvsledky nasej prace davaja vzoik niekofkym probidmoenm.
ktorych riesenie sa nezda jednoduché.

Probié¢m 1. Nech & je nekomutativna pologrupa. Najst nutni a posta
‘ujiicu podmienku pre to. aby N pripastalo A-vozklad (A -vozklad. A, -rou-
klad).

Problém 2. Rozriesit problém 1 aspori pre pripad Hausdorffovyeh his
kompaktnych pologirap.

Jednoduchsie znie tento problém (hoei sa nezda Tahkym).

Problém 3. Nech § je nckomutativna grupa. Nijst nutn a postacujicu
podmienku, aby § pripustalo netrivialny A4-rozklad.

Problém 4. Rozriesit problém 3 aspon pre pripad Hausdorffovych bikom-
paktnych grip. .
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HOJANTPVINBL VAOBJETBOPHIOUNWUE HEROTOPOHIM
COANBBIM BHAAM TTPABWJA CORPALLET W fI
HTEOAI HTBAPIL

Buiso;in
Fiyvens S noayrpynna, Crigken, uro S voeaersopser yedaosio 4,4, A), cecaur S neer
AMCCTO TPABILIO CORPANLCHTT ¢JeBa (ClpaBa, caensa T enpasa). Crasmes jadee, uyro S vio-
RACTBOPACT VeA0BITO (D oerin a® == ay = y? — @ = 4 137 BCaRoll Hapur @, y €S,

Hyers P snaune neworopoe ns veaopnit A, A0 4, O Crasires, aro S ponyeiacer 2 pasane-
e Ce o N MO0 THICATL KK VMM HCHCCCRAIONUIXC YacTITULIN HoAVEpyHIr S == X2

HPTeNT Lasi g noavrp VI Z S N AOBJACTBODACT N CA0OBIO .

At toro uronn N onyerado P-pazdneinie HeoONoHn0, 4TOOL S VORICTROPI IO VE. 10
B OO B eTaihe 0RABAN0T DTO VESOBHC SBISICTCH TAKIRC JIOCTATOMHLIM B C e,V I0HUTN
"“.\ \ {‘.I.\‘Iil‘:]‘.:

G0N HePIOUINeC A HOAN T PY T,

h) N SHOOAE HOMMY TUFHB G HONVEPY TR

Boconaae @) BOMHONCHTLE HePAsTomnyMoro - pasonens — (NepHoAnuceenne) i pyviIn.

Boconvuae by wovuonenter nepasaoxRnyoro  c-pasbuenns -— RIACCHT ORBHBAJICHTHLIX
ALY COO0TE D ACMCHTOR, HPHITCN DRBHBAITCHTHOCTL ~ B S YETaHOBIIBACTCH CHELN KM
oOpanea o~ S Br U HEROTOPLIN N Pactb X ey 1 > 0. Rutace cojepikanii
TCLCMBOTOIT = = HePHO;UTMCCRAs PPy,

Aerio norasarn, uro adedesa rpynna S onyeraet Herpupuagmoe A-pasOienne To,
HTOARRO TOP L CETIT B S HIMCCTCST DAeMenT Geckoeunore nopsra. Anagormuntast npodiena
LT HCKOMMY TATUBUBIX FPYHIE OCTABHCTCSL OTRPLITOL. I pyrast ipobaenma, RoTopast ocranis-
CTCS OTRPLITOR: TUITIC HEoOXOUBIoe 11 J0CTaTON0e YCAOBIC WISt TOro 41006l Jlo0ast 1o
avepyinonyeraca A(4,, A,)-pasoienie.

SEMIGROUPS SATISFYING SOME WEAKENED FORMS
OF THE CANCELLATION LAW

STEFAN SCHWARZ
Summary

Let S be a semigroup. We shall say that S satisfies the condition 4,(A4,, A) if in S the
left (right, two-sided) cancellation law holds. We shall say further that S satisfies the con-
dition C if a* = xy == y* >« -= y for every couple z, y € S.
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Let P detones any one of the conditions 4, 4;, A,, C. We shall say that .S admits
a P-decomposition if S can be written as a class sum of disjoint subsemigroups S == ¥ 2,

o

where each &, satisfies the condition I’.

A necessary condition that S admits a /’-decomposition is the fulfilment of the con-
dition C (in the whole semigroup S).

It is proved: this condition is also sufficient in the following two special cases:

a) S is a (non-commutative) torsion semigroup,

b) S is a commutative semigroup.

In the case a) the componentis of the irreducible P’-decomposition of S are (torsion)
groups.

In the case b) the components of the irreducible .4-decomposition arve classes of
equivalent elements where the equivalence relation ~ in 8§ is defined by the following
statement: a ~ b if and only if there exist two integers m,n > 0 such that a™ -= b,
Hereby a class containing an idempotent is a torsion group.

It is easy to show that an abelian group admits a non-trivial 4-decomposition it and
only if it contains an element of infinite order. The analogous problem for non-conunu-
tative groups seems to be not easy. An other problem which remains open is to find ne-
cessary and sufficient conditions that a general semigroup admits a A(Ad; A,)-decoms-
position.
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