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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASCPIS SAV, X. 2-1960

NIEKTORE POKRYTIA GULOVEJ PLOCHY
ZHODNYMI KRUHMI

ERNEST JUCOVIC, Presov

I. Nech N zhodnych kruhov celkom pokryva jednotkovi gulovi plochu
(N je prirodzené ¢islo). Nazvime hustotou pokrytia gulovej plochy tymito .V
kruhmi (ozna¢ime d,) podiel zo sucétu sférickych obsahov tychto N kruhov
ku povrchu gulovej plochy. L. Fejes-TG6th [1] predklada problém: K dané-
mu ¢islu 3V urcit sféricky polomer r, . a to rozmiestnenie stredov uvazovanych
N kruhov s polomerom r, na gulovej ploche, aby prislusna hustota pokrytiad
bola minimalna.

Pre.N = 1.2, 3. 4.6, 12 je rieSenie proolému jednoduché. (Pozri K. Schiitte
[2].) Pre NV = 5. 7 naSiel rieSenie Schiitte [2] pomocou grafov, ktoré - na
rozdiel od  Fejes-Téthom konstruovaného grafu — obsahuji aj hrany

mensie ako .V tej istej praci prinasa Schiitve aj odhad hornej hranice mini-
malunej hodnoty dg. Pre N > 8 — s vynimkou N = 12 — nielen ze doteraz
nie je podané riesenie. ale v literatire nie si spominané ani ,,dost dobré-
umiestnenia stredov pokryvajicich kruhov, ktoré by poskytovali odhady
hornyeh hranic minimalnych hustdot pokrytia gulovej plochy prislusnym
poctom kruhov.

V" dalsich riadkoch ukazeme také ,.dobré* pokrytia gulovej plochy 9, 10,
14 a 20 kruhmi. Numerické vypoclty sa vykonaju prostriedkami elementarnej
sférickej geometrie a neuvadzame ich. Na obrazkoch st znazornené stredové
priemety prislusnych grafov, zostrojenych podla spominanej prace Schiittcho.
(Teda ¢ierne body st stredy pokryvajtacich kruhov, biele body st stredy
kruznic opisanych trojuholnikom z trojuholnikovej siete, natiahnutej na
stredoch pokryvajicich kruhov; hrany grafu dostaneme, ked vrcholy troj-
uholnikov zo siete spojime s prislusnymi stredmi opisanych kruznic.)

Predom este pripomeime (CastejSie to pouvzijeme), Ze a) sféricky polomer
pokryvajacich kruhov 7 a k nemu patr.aca hustota pokrytia d , st vo vztahu

N
dy = — (1 — cos 7yv), (1)
b) dolnd hranica hustoty pokrytia je podla 2] dand nerovnostou

(2

1 N T
1 — f’g—cotg N “76_) .
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2, V= 9. Nech 4,. 4,. 4; st vrcholy rovnostranného trojuholnika. vpi-
saného do hlavnej kruznice #. Nech lezia body B,. B,. B, na tej istej polguli
oddelenej kruhom A a nech s vrcholmi zhodnych rovnoramennych trojuhol-

’ ’ v . P e ’ ’ e » -~ v
nikov nad zakladiami 4,.4,. 4,4;. A;4,. ktorych rameni maji 68 58"
Obdobne zostrojme body (', (5, ('; na opacénej polguli. Zhodné kruhy so
stredmi v bodoch A;. B,, (', (i = 1. 2, 3) a s polomerom

ry == 45°53

pokryvaju gulova plochu, pricom hustota pokrytia je

45°53°

Obu. 2.

CGraf (obr. 1) obsahuje 12 zhodnych ¢asti. z nich jedna je zndzornend na obr. 2.
Jeho hrany st dvojaké, 45°53" a 42°38’. Hustota pokrytia pri nasom umiestneni
je o 1097 vidsia ako dolna hranica uréena vztahom (2).

3. N — 10. Nech je 4,4, priemer gule. Nech st B, B,B,B,. (' ,(',(',(’, dva
zhodné $tvorce, vpisané do takych réznych kruznic gulovej plochy. ktoré
obe maju body A4,. A, za pély. Body '\, (',. (/5. (", nech st umiestnené tak.

—~ — —~ — — — — —
aby B = By, = By(y = By(, = By('y, = B,('y = B,C, = B,(,: nech tieto
obliky st zhodné so sférickym polomerom kruznic, na ktorych body 3.
resp. ('; (i = 1, 2, 3, 4) lezia. (Tie obliky maji asi 65°32’.) Potom minimalny
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polomer zhodnych kruhov, ktoré maji stredy v bodoch 4,, 4,. B;. ("; a po-
kryvvaju gulovi plochu, je

Fio == 42°19°.
Prislusna hustota pokrytia je

g = 1.302.
Niet sférickych trojuholnikov s vreholmi v bodoch 4,. 4,. B,, C; sme volili
tak. 7e vSetky st zhodné s trojuholnikom A4,B,B,. — preto aj vietky hrany

B,

grafu (obr. 3) st zhodné s polomerom pokryvajicich kruhov. Hustota uve-
deného pokrytia je o 59, vacsia ako dolna hranica podla vztahu (2).

4. N == 14. Nech st 4,, 4,, 4,, 4, vrcholy $tvorca. vpisaného do hlavnej
kruznice A, ktorej pélmi st body B;. b,. Na polguli 2.5, (t. j. na tej polguli
ohrani¢enej kruznicou £, na ktorej lezi bod 3,) nech st body ';. ¢/, 'y, (',
hlavné vrcholy zhodnych rovnoramennych trojuholnikov so zakladnami 1:7_

—_— o~

—~~~
Aoy Ayd,0 44, nech ramena tychto trojiholnikov st zhodné <o vzdiale-

Obr. 4.
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nostou bodov C; (¢ = 1, 2. 3, 4) od bodu B, (t. j. 54°44"). Obdobnym postupom
zostrojme na opacnej polguli body D,, D,. Dy. D,. Kruhy. ktorych stredmi
st body By, B,. 4;. C;. D, (i = 1. 2, 3, 4) a majii polomer

ryy == 36°12"
pokryvaji gulovi plochu. Prislusnd hustota pokrytia je

dyy == 1.352.

54%4° C;

A,

Obr. 5.

Tato hustota je o 109, vicsia ako dolna hranica d;,. dana vztahom (2).
Vsetky hrany grafu (obr. 4) st zhodné s polomerom pokryvajucich kruhov.
Cely graf obsahuje 16 zhodnych ¢asti. z nich jedna je znazornena na obr. 5.

5. N = 20. Nech sa 4,. 4,, 4;. A,. 4;, 4; vrcholy pravidelného sest-
uholnika, vpisaného do hlavnej kruznice h, ktorej pdlmi st body B,. D,.

Na polguli 2B, nech st body (', C,. ..., C¢hlavné vrcholy zhodnych rovno-
ramennych trojuholnikov so zakladnami A/;L A:;l3 ‘4/371 ' A::IL, :1:4\6.

~—~
AgA,, ktorych ramena meraji 45°32’. Obdobnym postupom zostrojme body
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Dy D,. ....Dgna opacnej polguli. Kruhy, ktorych stredy s body B,. 1,.
A 00D (=10 ..., 6) & maja polomer

Ty === 3')'.)71
pokryvaja gulova plochu, pricom hustota pokryvtia je
d'l() — 1370

1,59

11

1

7234567897077727374

Obr. 7. Obr. 8.

Tito hustota je o 139, vidsia ako dolnd hranica pre dy,. dand vztahom (2).
Hrany grafu (obr. 6) stt dvojaké. 30 27" a 27°1", (ely graf sa skladd z 24 zhod-
nyveh ¢asti, z nich jedna je znazornena na obr. 7.

6. Zaverom na obr.8 je ukdzana zavislost d, od N. Hornou diarou sa
spojenc¢ zname minimalne hodnoty d, alero dolné hranice zo vztahu (2):
dolou darou st spojené odhady minimalnych hodnét d ., uvedené v pred-
chadzajucich riadkoch a w Schiitteho. Odhadovi hodnotu d y pre N == 11.13
sme vzali tak, Ze sme jednoducho ku znamym konfiguraciam desiatich a dva-
nastich kruhov pridali este jeden kruh.
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HEROTOPBIE IMOKPHITH COEPHUECKOII
HHOBEPXHOCTHW PABHBIMII WPV IAMII

JPHEECT 100BI1Y
BuiBo;in

B crarhe nowasann pacuo.oEenms wenrpon . 10, 1411 20 RpyroB, ROTOPLIC HO3BO. LT
CBCPXY OLCHHTL MHUHMAJLHYIO WIOTHOCTH HORPHTHs  ¢HEPHUCCROIN THOBCPXHOCTI )TIIM
KOJIMYCCTBOM KPYTOB.

Ha pueynrax -— nenrpasisunie npoekiyy rpados, nocrpoennniX no Hhorre (2).

Pacuo omxenns nenrpoB, BEIMUAHLL DAY COB ry HORPLIBAIOUIN KPY OB 1 1L IOTHOC T
HOKPLITHSL ({y :

Ienrpn 9 KPpYroB pactoJoMennt 1a 3 apaiic bibiX ORPNFRIOCTIN HO 5 TOURITL 1y

== 45000 dy == 1,307,

Hewrpot 10 Kpyros - = BEpUDInG 2 paBubiX KBA,IPATOB, OICAINBLIC ORPVAIOCTIT KOTOPHiN
JGKAT B HAPALICIALHBLIN (LIOCKOCTAN, = = W HOJOCHE DTIHX  ORPVHNOCTe: 7y 0 4291497
dyg == 1,302,

Hlenrpnt 14 RpyroB — Bepmmub 3 KBa,PATOB, ONACAINIHIC ORPYAHOCTIE KOTOPBLIN L 1C/RaT
B HAPAICBIBIN II0CKOCTHN, — M HOOCHE OTHX ORPYAIOCTel; 1y == S6 1270y o 1552,

Fienrpor 20 RpYroB — Bepuumint 3 HPpaBHALILINY G-V EOLIITROB, OHICGHILIC ORPNARIOCTI
ROTOPBLIX JICKAT B HAPAIICALILIN TLIOCKOCTSN, - = T HOHOCHE OTIX ORPYANOCTen D 1y,
= B0° 277 d Ly e 1,379,

EINIGE UBERDECKUNGEN DER KUGELFLACHE
MIT KONGRUENTEN KREINEN

ERNEST JUCOVIC
Zusammenfassung

Gezeigt werden Lagerungen der Mittelpunkte von 9, 10, 14 und 20 kongruenten
Kreisen, die Abschiitzungen der oberen Schranken der minimalen Uberdeckungsdichten
bieten. Auf den Abbildungen sind die Zentralprojektionen der nach Schiitte | 2] konstruicr-
ten Graphen.

Die Lagerungen der Mittelpunkte der iberdeckenden Kreisen, ihre Radien - unid
die dazugehorenden Dichten dy sind:

Die Mittelpunkte der 9 Kre
zwel Breitenkreise, deren Ebenen paralel sind: 1y 20 45°5337, oy - 1,367,

Die Mittelpunkte der 10 Kreisen sind Ecken zweier kongruenten Quadraten. deren

isen licgen zonal per 3 Punkte auf eimem Grofikreise und

Umbkreise in paralelen Ebenen liegen, — und weiter die 2 Pole der Umbareiser i, 427197,
dyy - 1,302,

Die Mittefpunkte der T4 Kreisen sind Ecken dreier Quadraten mit paralelen U
kreisebenen und die 2 Pole dieser Umkreise; 1y, == 36°127, ), - 1352,

Die Mittelpunkte der 20 Kreisen sind Ecken dreier reguliiren Sechsecken mit paralelen
Umkreischenen und die 2 Pole der Umkreise; 1y = 30°277, d,g - 1,379,

104



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T13:04:45+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




