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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY CASCPIS SAV, X, 2-1960 

NIEKTORÉ POKRYTIA GlEOVEJ PLOCHY 
ZHODNÝMI KRUHMI 

E R N K S T T U T O V Í (\ Prešov 

I. Nech N zhodných kruhov ceJkom pokrývá jednotkovú guiovú plochu 
(N je prirodzené číslo). Nazvime hustotou pokrytia gulovej plochy týmito N 
kru lim i (označíme dy) podiel zo súčtu sférických obsahov týchto N kruhov 
ku povrchu gulovej plochy. L. F e j e s - T ó t h [1] předkládá problém: K dané­
mu číslu X určiť sférický poloměr r A . a to rozmiestnenie stredov uvažovaných 
X kruhov s polomerom r v na gulovej ploché, aby příslušná hustota pokrytia d v 

boia minimálna. 
Pře X -= 1, 2, 3. 4, 6, 12 je riešenie problému jednoduché. (Pozři K. S c h ú t t e 

121.) Pře X = 5, 7 našiel riešenie Schiitte [2] pomocou grafov, ktoré na 
rozdiel o(J Fejes-Tóthom konstruovaného grafu — obsahuji! aj hrany 
menšíc ako rx. X tej istej práci prináša Schútte aj odhad hornej hranice mini­
ma lnej hodnoty J8. Pre N > 8 — s výnimkou N = 12 — nieien že doteraz 
nie je podané riešenie. ale v Jiteratúre nie sá spomínané ani ,,dost dobré" 
umiestnenia stredov pokrývajúeich kruhov, ktoré b\r poskytovali odhady 
horných hraníc minimáln3Tch hustot pokrytia gulovej plochy příslušným 
počtom kruhov. 

Y dalších riadkoch ukážeme také ,,dobré" pokrytia gulovej plochy 9, 10, 
14 a 20 kruhmi. Numerické výpočty sa vykoiiajú prostriedkami elementárnej 
sferickej geometrie a íieuvádzame ich. Na obrázkoch sú znázorněné středové 
priemety příslušných grafov, zostrojených podlá spomínanej práce Schutteho. 
(Teda čierne body sú středy pokrývajúeich kruhov, biele body sú středy 
kružnic opísaných trojuholníkom z trojuholníkovej siete, natiahnutej na 
stredoch pokrývajúeich kruhov; hrany grafu dostaneme, keď vrcholy troj-
uholníkov zo siete spojíme s příslušnými stredmi opísaných kružnic.) 

Predom ešte připomeňme (častejšie to poi:. žijeme), že a) sférický poloměr 
pokrývajúeich kruhov rx a k němu patr aca hustota pokrytia dx sú vo vztahu 

N dx= - - ( 1 - c o s r v ) , (1) 

1)) dolná hranica hustoty pokrytia je podlá 2] daná nerovnostou 

/ - N /i l + N ' K \ 
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2. X = í). Nech Av. A2. A3 sú vrcholy rovnostranného trojuholníka. vpí-
saného do hlavnej kružnice h. Nech ležia body Bx. I>2, B3 na tej istej polguli 
oddelenej kruhom h a nech sú vrcholmi zhodných rovnoramenných trojuhol-
níkov nad základnami AVA2. A2AS. A3At. ktorých ramena majú ()^ 5S\ 
Obdobné zostrojme body (\. C2, (\ na opačnej polguli. Zhodné kruliy so 
střed mi v bodoch A{. B-, (\ (i = 1. 2, 3) a s polomerom 

r 9 = 4 5 ° 5 3 ' 

pokrývají! gulovú plochu, priěom hustota pokrytia je 

dQ 1,367. 

Obr. 1. 

H5°53' 

Obr. 2. 

Oraf (obr. 1) obsahuje 12 zhodných častí, z nich jedna je znázorněná na obr. 2. 
Jeho hrany sú dvojaké, 45°53' a 42°38\ Hustota pokrytia při našom umiestnení 
je o 10% váčšia ako dolná hranica určená vzťahom (2). 

3. N — 10. Nech je AtA2 priemer gule. Nech sú BJIJIJ\. (\(1-/\(\ dva 
zhodné štvorce, vpísané do takých róznych kružnic gulovej plochy, ktoré 
obe majú body Ax. A2 za póly. Hody (\, C2. (\. (\ nech sú umiestnené tak. 
aby f\(\ = IÍ27\ = ÍUJ2 = B/J2 = B^\ = B£z = B~fi[]t = l7£\\ nech tieto 
obliiky sú zhodné so sférickým polomerom kružnic, na ktorých body J>-, 
resp. (\ (i — 1 , 2 . 3. 4) ležia. (Tie oblúky majú asi 65°32\) Potom minimálny 
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poloměr zliodnýcJi kruliov, ktoré majú středy v bodoch Ax, A2. Bt. C\ a po­
krývají! gulovú plochu, je 

Příslušná hustota pokrytia je 
r ł 0 = 4 2 ° 1 9 ' . 

(lы=: 1.302. 

Siet sférickýcli trojuholníkov s vrcholrr.i v bodoch A±. A2. B{, C\- sme volili 
tak. že všetky sú zhodné s trojuholníkom ^41B1i?2. — preto aj všetky hrany 

Obr. 3. 

grafu (obr. 3) sú zhodné s polomerom pokrývajúcich kruhov. Hustota uve­
deného pokrytia je o 5 % váčšia ako dolná hranica podlá vztahu (2). 

4. xV ----- 14. Necli sú Ax, ^42, A3, A^ vrcholy štvorca, .vpísaného do hlav ne j 
kružnice h, ktorej pólmi sú body Bx. h2. Na polguli h!31 (t. j . na tej ])olguíi 
ohraničenej kružnicou h, na ktorej leží bod J3X) necJi sú body (\. ( r

2, (\. (\ 
Jilavné vrcholy zhodných rovnoramemiých trojuholníkov so základnami AlA2^ 
A.A:l. -4:,A,, AXAX. nech ramena týchto trojuholníkov sú zhodné so vzdiaie-
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nosťou bodov C{ (i = 1, 2. 3, 4) od bodu Bx (t. j . 54°44'). Obdobným postupom 
zostrojme na opačnej polguli body Dx, D2, D3. D4. Kruhy, ktorých stredmi 
sú body Blf B2, A{. C{. D{ (i = l. 2, 3, 4) a majú poloměr 

rlt= 36°12\ 

pokrývajú gulovú ])lochu. Příslušná hustota ]>okrytia je 

Táto hustota je o 10% vácšia ako dolná hranica dlx. daná vzťahom (2). 
\vsetky hrany grafu (obr. 4) sú zhodné s polomerom pokrývájúcich kruhov. 
Celý graf obsahuje 16 zhodných častí, z nich jedna je znázorněná na obr. 5. 

5. X = 20. Nech sú Ax. A2, A3. A4. Ah, A6 vrcholy pravidelného sesť-
uholníka, vpísaného do hlavnej kružnice li. ktorej ])ólmi sú body Bx, B2. 

Na polguli hB1 nech sú body C\, C2. . . ., C6 hlavně vrcholy zhodných rovno-
ramenných trojuholníkov so základnami AXA2. A2A3. A3AX. A±A-. A7)A6. 

A6AX, ktorých ramena merajú 45°32'. Obdobným postupom zostrojme body 

102 



/>!> />2 D6 n a opačnéj polguli . K r u h y , ktorých s t ředy sú b o d y Bl. I3.2 

A,. (1
f< D; (i = 1. . . . . 6) a m a j ú po loměr 

Пo 3 0 2 7 ' . 

pokryvajú giifovú p lochu, pr ičom h u s t o t a p ^ k r v t i a je 

J,0 = L379. 

1.5i 

гз 

г2 

Obr. 7. 

2 3 4 5 6 7 5 9 10 11 12 13 74 

O b r . 8. 

r r á t o h u s t o t a je o 1 3 % váčšia a k o dolná hraní ca p r e J20, d a n á vzťahom (2). 
H r a n y grafu (obr. 0) síi dvo jaké . 30 "21' a 27 T \ Celý graf sa sk ládá z 24 zhod-
ných častí, z nich j e d n a je z n á z o r n ě n á n a obr. 7. 

(i. Z á v e r o m na obr. 8 je u k á z a n á z;ávisL)sť d, od N. H o r n o u ciarou sú 
spojené z n á m e m i n i m á l n ě h o d n o t y Jv ale 30 dolné hranice zo vzťahu (2): 
dolnou ciarou sú spojené o d h a d y m i n i m á l n y c h h o d n o t dx, u v e d e n é v pred-
cliádzajúcicli r i a d k o e h a u S c h ú t t e h o . O d h a d o v ú h o d n o t u dx pre N —- J ] . I 3 
sme vzali tak. že sme j e d n o d u c h o ku y n á n n m konfiguráciam desia t ich a dva-
nás t ich kruhov př ida l i ešte jeden k r u h . 
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Я Е КОТО Р Ы Е Я О К Р Ы Т И Я С Ф Е Р11 Ч Е < 1К 011 
П О В Е Р Х Н О С Т И Р А В Н Ы М И КРУГЛА! ! ! 

Э Р И КОТ Ю Ц О В и ч 

Выводы 

1) статье показаны раено.южсния центров 9, 10, 14 и 20 кругов, которые позволяют 

сверху оцепить минимальную плотность покрытии сферической поверхности т ш м 

количеством кругов. 

На рисунках — центральные проекции графов, построенных по Шютте (2). 

Расположения центров, величины радиусов гд- покрывающих кругов и плотное! и 

покрытия (1у : 

Центры 9 кругов расположены на 3 параллельных окружностях по 3 точки: г9 ' 

Г Ь 45°Г)3', г/9 ~ 1,3(57. 

Центры 10 кругов - - вершины 2 равных квадратов, описанные окружности которых 

лежат в параллельных плоскостях, - - и полюсы этих окружностей; / 1 0 • 42°!.) ' , 

г/10 г = 1,302. 

Центры 14 кругов — вершины 3 квадратов, описанные окружности которых лежат 

в параллельных плоскостих, — и полюсы тгих окружностей; г 1 4 г-'- 3(5° 12', с/14 ' Е3.~)2. 

Центры --0 кругов — вершины 3 правильных О-угольпиков, описанные окружности 

которых лежат в параллельных п.км костях, •- и полюсы тгих окружностей: /-.,„ 

~= 30° 27', (!,0 .-••: 1,379. 

E I N I G E UBERDECKUNGEN DER KUGELFLÄVHE 
MIT KONGRUENTEN K R E I S E N 

E R N E S T J U C O V l Č 

Z u s a m in en f a s s u n g 

Oozeigt werden Lagerungen der M i t t e l p u n k t e von .), .10, 14 und 20 kongruenten 
Kreisen, die Abschätzungen der oberen Schranken der minimalen Vberdeckungsdioliten 
b ie ten. Au f den Abbi ldungen sind die Zentra lprojektionen der nach S c h ü t t e |2J konstruier­
ten Oraphon. 

Die Lagerungen der M i t t e l p u n k t e der überdeckenden Kreisen, ihre Radien r,- und 
die dazugehörenden Dichten dy s ind: 

Die M i t t e l p u n k t e der 9 Kre i sen liegen zonal per 3 P u n k t e auf einem (Jroßkreise u n d 
zwei Breitenkreise, deren Ebenen paralel sind; r9 ~ 45°53\ d9 ' V3(>7. 

Die M i t t e l p u n k t e der 10 Kre isen sind Ecken zweier kongruenten Quad raten, deren 
U m k r e i s e in paralelou Ebenen liegen, — u n d weiter die 2 Pole der Umkreise; / 1 0 • 4_°1!!', 
«/,„-, 1,30:.. 

Die M i t t e l p u n k t e der 14 Kre i sen s ind Ecken dreier Quad raten mit paralolen Vm 
kreisebenen und die 2 Pole dieser Umkreise; rJ4 --- 3t)°12', d]4 • \/.]řt2. 

Die Mittel])imkte der 20 Kreisen sind Ecken dreier regulären Sechsecken mit paralelou 
Umkreisebenen u n d die 2 Pole der Umkreise; r2() -r 30°27\ d.,0 -' l,37.k 
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