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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. X, 2-1960 

KU K L A S I C K É M U ^-OSCILÁTORU 

M 1 K U L A Š B L A Ž K K, Brat islava. 

V přácach | V] je vyšetřovaný kvantový ^-rozměrný harmonický izotropický 
oscilátor (v ďalšom stručné i ba kvantový ?i-osoilátor) a je v nich ukázané, že 
pře tento ty]) oscilátora platia okrem dobré známých zákonov o zachovaní 
i ďalšie, ktoré vyplývajú z komutačných vlastností hamiltoniánu s určitými 
veličinami. V predloženej práci ukážeme, že podobných n2 zákonov o zachovaní 
platí i v případe klasického ^-oscilátora a že v tomto případe sa dajú za-
chovávajúce sa veličiny získat z prvej vety K. Noetherovej [2]. 

Práca je rozdělená na tri časti. Keďžc sa v literatuře (z klasickej fyziky) 
zriedka používá veta Noetherovej, zaoberáme sa v prvej časti práce jej formu­
lováním pře klasickú sú stavu o n stupňoch volnosti. (Odvodenie vety Noethe­
rovej pre všeobecnější případ možno ná st například v |3].) V druhej časti 
sú získané vztahy aplikované na klasický ^-oscilátor a v třetej časti je po­
ukázané na súvis medzi zákonmi o zachovaní, ktoré vyplývajú jednak 
z vety Noetherovej a jednak z pohybových rovnic. 

Veta Noetherovej 

1. V úvahách klasickej mechaniky vystupuje ako nezávisle premenná 
veličina iba čas t. UVažiijme dva okamžiky t a ť, ktoré nastanu po uplynutí 
nekonečné krátkéj doby ót 

ť = t -f ót. (1) 

Nech v čase t sú zovšeobecnené súradnice uvažovaného systému Q^t) a v čase ť 
sú Q'j(ť). Přechod od Q{(t) ku Q',(ť) móžeme vyjádřit pomocou nasledujúcej 
transformácie 

G.-(0---&'(*') = 0.(0-MG.-> (2) 

kde dQl.vyjadřuje nekonečné malú změnu súradnice, spósobenú jednak změnou 
argumentu (t —> ť) a jednak i změnou samotnéj funkčněj závislosti (Q{ -> Q';). 
V ďalšom budeme stále předpokládat, že uvažované konečné transformácie 
tvoria grupu, lebo iba vtedy móžeme používat v nich obsažené nekonečné 
malé transformácie [napr. typu (1) alebo (2)]. 
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Všeobecné 1'ubovolnú funkciu času f(t) budeme transformovat' týmto 
spósobom 

f(t) -> ť(ť) = f(t) + df. (3) 

kde óf ])redstavuje nekonečné malú veličinu prvého rádu. IVe takiito veličinu 
platí 

sf(ť) = sf(t + dt) = ň^f(t) + ^t-dt 

Vo všetkých dalších vzťahoch zanedbáme nekonečné malé veličiny vyšších 
rádov (druhého, tretieho. atď.) voči veličinám prvého rádu. Potom zo (4) 
dostaneme 

W) = Min- (5) 
Ďalšie vztahy teda nezávisia od toho. A- akých premenných vyjádříme fiilx>-
volnu nekonečné malú veličinu prvého rádu., 

Speciálně pre zovšeobeenenú rychlost Q{(t) -= ' l - móžeme podlá (3) 

písať 
dQAt) aQ';(ť) d(l.(t) dQi 

dt ~^ dť dt ' + dť' l > ) 

Na druhej straně však móžeme nájsť transformáciu pre rychlosti tak. že 
derivujeme (2) podlá ť: 

dQKť) _ d < 2 ř _ _ _ dóQi 
dť ~~dť ' dť ' 

S ohradom na (1) platí 
cl _ / dót \ d 

dř "" \ dťj dt 

( • ) 

a teda (7) móžeme upravit takto 

dQ';(ť) = dQi(t) _ dót dQ± { dóQt 

dť dt "dt 'dt ' cil 

Ak tento vzťah porovnáme so (6). dostaneme 

, dQ^ dóQi dót dQi 
dí dt dt dt [ } 

2. Majme klasicky systém o n stu])ňoch volnosti, opísaný zovšeobecnenými 

súradnicami Qi(t) a zovšeobeciienýnii rýchlosťami Qt(t) !, (i 1, 

2, ...,n). Nech pre tento systém existuje Lagrangeova funkcia L\Qi(t), 
Q(t), t]. spíňujúca pohybové rovnice 

d dL_Qt,Qt.t) __d_Qt,Qt,t) = Q .. = 1 . , n 

dt dQ. d'Qt ' >->•••>• 
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l Y i p ř e c h o d e k é i a r k o v a n ý m p r o m ě n n ý m d o s t a n e m e 

/, У(У ; ; . / ->- i; Qmá \ť 
dl 

p r i c n m v n-.ivdii s y s t é m e p l a t i a zasa p o h y b o v é rovn ioe 

ii r-L'(Qf,. Q\ l/) čL\Q], Q:, l') 
41. •J,У щ 

10) 

; Ü ) 

Pravda na í ransťormacie / • /'. (),t • Q';. Q; - Q'; mozeme pozerať a j t a k , 

ze n r é i i j ú v t o m is íom s é r n d n o m s y s t é m e h w . . b o d y ^ v n e é i a r k o v a n ý m ] ) i v -

nu-meym ( k t o r ý c h h o d n o t y sú možné pro ť y z i k á l n y p o h y b ) p r i r a ď u j ú h o d n o t y 

M a r k o v a n é . IY"eío musí zároveň s ({)) pSetiť a j 

d rL(Q] ()\ /') riAQ\, o:. /') 
i/' /Ve e/J' 

!2) 

Z p o r o v n a n i e ( í ! ) a í i:/.) \'id l e i . ze lagran.fyán // sa mó/o íísiť od L i ba o v ý r a z , 

k i o r ý i d e i i t i e k y M/émje I M Í !or - - Lay;ra,nycove p o h \ h o \ é r o v n i c e (í)). V nasom 

pr ípaí io j e d i n é m o ž n ý m í y . k v m t o v ý r a z e m je 

d//<V//). /| V ( F úQ; ( PF 
2,i ro. ď ; // 0.1 

kde F je i uho\ oFitá ť i m k í ia s m v d m c a é; srn Plat í t o t i ž 

d / dF / áF I PF r ÚF 

bvť 

.7} Г\l ГQ; úf (1/ e t f / ( , / ^ 

(/V 

o n c м t e г.i.dýeh hr. ľsTo. m м м Y h ( ! ) . ( 2 / (<i) 

// / ! n/Y 

l e d ; 

// /, '-'"''{'Л /) 
d/ 

íobe e t en. i ty r o v n i c e sú v y j á d ř e n é v í ý e h i s t ý e h p r o m ě n n ý c h ) . 

P ř i p o m e ň m e , ze Y/.ťahom (14) nová ť u n k e i a // n i o je u r č e n á . V z ť a l i 

u r č u j e d i v e r i m n c n y pnYastok, t , j . ťm/ke iu F. N o v y l a g r a n g i á n L' t ř e b a 

/. iu'ej. ďalsoj p o d m i e n k y . T o u ! o ďalšou f y z i k á l n ě o p o d s t a t n ě n o u je t á 

( i •">) 

(14) 

(14) 

u r č í ť 

pod 

\ I , i t ( I I I . I I I C I : O - I > - / I K : Ч>:--, >•• J - l l ì l iЦ І І З 



mienka, ktorá vyžaduje, aby sa účinok (resp. element účinku) vyjádřil v oboch 
sústavách (čiarkovanej i neciarkovanej) tým istým spósobom, t. j . aby platilo 

i-[вяa^Д.^-Lfftw. **<-!>..]љ (IГ.) 

Ak poznáme lagrangián v póvoduej sústave (a zrejme poznáme aj uvažovánu 
transformační) určuje táto rovnica skutočne novů funkciu L'. 

Keď už poznáme obe funkcie L a L', móžeme ich použit na zistenie diver-
genčného prírastku dF v (14),a to takto: Vzťah (14) vyjádříme v čiarkovaných 
premenných a vynásobíme ho s dť. Dostaneme 

L\Q't, Q'., ť) dť = L(Q\, Q\, ť) dť + d^F dl (1 (i) 

[pre posledný člen sme použili vlastnost (5)]. Z rovnosti 1'avých stráň v (lf>) 
a (16) vyplývá rovnost pravých stráň, t. j . 

HQ'i, Q'i, ť) dť - L(Q{, Q\, t) dt + ~-*f-dt = 0. (17) 

Ke cize 

* - (• + T) "'• 
dostáváme ďalej 

L(Q\, Q[, ť) \l + -JPj dř - L(Qt, Q\,t)dt+ d^- dt = 0. (18) 

Prvého činiteia rozvinieme do Taylorovho radu: 

L [««•). í f n - .!•] = £ [«,(«, + «?„ í f + í § -. (+ «] _ 

Po dosadení do (18) (nekonečné malé členy vyšších rádov zanedbáváme) 
dostaneme 

Í V 8 L *n , V dL *ri , dL si , r dét t ddF\ ,. .. 

\ 1 '9Qt
 ÓQi + 1 lo\Nt ~dt + dT ^ = (10) 

Tento vzťah má platit pre každý časový úsek dt (=^0). Z uvedeného vyplývá, 
že hiadaný divergenčný prírastok móžeme zistiť pódia tohto vztahu 

- dthF =-• 1 -eg,ÓQ' +1 •$;bQi + atdt +L dť • <-°> 

Obvykle je 6F - 0. 
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3. J e dobré si uvědomit, že vzťah (20) sme odvodili za toho předpokladu, 
že účinok daného fyzikálneho systému je mvariantny voči uvažovaným 
transformáciám (1), (2,) (6), t . j . platí (15). Pravda, je zřejmé, že ak uvažujeme 
1 libovolné transformácie tvaru 

t-+ť = t + At, 

Qi(t) -*Q\(ť) = QM + dQt, 

dQS) _^ dOÍ(ť) _ áQt(t) . d(l 
dt ^ dť ™ dt dt ' 

možeme zistiť cisto formálně, že s ohFadom na dť = J1 -f- . dl ])latí 

L[wn.W!L)->ť]** f).T.']* = 
- lAQ.d) + -4o,- o.(0 + /1Qť, ť + /1ť] (i + -d~-) dt - MQtf), Qt(t), t\dt = 

ÍV d L A,l , V d L
 AÁ , ' ^ A* , r ^ l j , 

= ! z dQt
 áQ*+1 ~^;AQt+-éi-át + L - a r r <21> 

|])odobným sj)6sobom, ako sme zistili (19)]. U tohto vztahu (21) možeme 

ďalej písať, že je rovný výrazu len v tom případe, ak platí (15), 

t. j . ak je účinok invariantný voči uvažovaným transformáciám. V ])rípade 
takýchto transformách (A -> O) možeme (21) pre])ísať na tvar, formálně zhod-
ný s (19) a takto získaný vzťah možeme upravovat ďalej. 

4. Pii ďalsej úpravě vzťahu (19) vy lučíme třetí a štvrtý člen, a to tak, že 
zavedieme totálnn deriváciu (podlá času) funkcie Lói. Platí 

a teda z (19) dostaneme (po integrovaní cez čas t2 — tL) 

/ p r • •<• i %, <*• - * « + 1 ; %- <*• - <*•*>+%)«=«• 
t, ^ 

K tomuto vzťahu připočítáme a odpočítáme výraz 
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I dostaneme 

I I <U JLI \<\t ,/j. < Y 

1, \ - V 
. , i')(J • Q;)t) -i- > 

V ; / ' ' ' JLU 

(I f.7, 

(1/ /ү.i 
íЮ -- Q Ol) 

r7, 

«7J 

<: d o M , 
M M 4 •-, (h V 

! <i/ ! 

KcdVe p ř e d p o k l á d á m e s p i n c m c p o l í v k o v ý c h r o v n i c (JV d r u h ý Ven v ď ď 

sa r o v n á n u l e . l)a !ej píai í 

^ (OV; - VaV) ,)Q, - QM. 

prefoze po p r o v e d o u , o/ ,r : r : o n \ a< ;c <;t' i a Í-C-Í; r 

л/ 

d ď d-V dV 
! 1/ 

co je s ohutdoiv i na (8) spino..e. 

Po ú p r a v o výra/a í. k u n y sa n c c h . u k / i v hrana V j 

m o r o u (*2.») d o s t a n e m e 

í i díLin) v í d I M 
M < / • • •• « 

' I . - u - Ä 

Lл ď | //* ď o. 

iYSp 

| ' < ! ' / V ' / - ••... • Cí,y ; V 
Vл ;ҷ) ' ' í 

\ M / / \" . i ruiatcj ;Vnvo /k 

( h l t á v á m e 

i . í tonovo i i i c c j v a a ! /. svs lcn .u a ! c 

f . ' ÌІІV • > 

./ - M ,ď ; 

Z í o h t o v y p l ý \ a j ú z á k o n y o '/achaném • I 1 

' ! I!,M !- S ' 1 ' * o . i - r t d ... (LM, 
<hM -V*i áO " í 

•- -1 

T o í o j o h r a d a u c v m a d r e m e \fiy V o e í ! : r ^ ;\ c j JHV khoecUn .-Vala. \ u o c s t u p -

UOrh \ofuOSíÍ. IVltOUi ň/' ,0 P'/'í:\ 0'íiMK-í>ii V/ť<ďu M ď 

f V Y a V ď M , i) Oď ( v ; , / u M ď : .•><;» / \ vo \\»,./c eď) n m / o n e v v i / d r i ť a k o 

l i n o á r n u k o n ď i u a c m p r V / Y ď a sm/aviV/dV o m r m í U m k l o n sú ohs i-duml c 

\" u v a ž o \ a u \ M t r a u V ď i:.Áe>/.ch . Shd/.c sú íicu> p a r a m e t r e ( u a p V k l M 



o počte p) lineárně nezávislé, vyplývá z (24) ]) lineárně nezávislých zákonov 
o zacliovaní (v ktorých móže byť obsialmutý i zákon o zachovaní úhrnnej 
energie v případe uzavretej sústavy). 

Použitie na klasický n-oscilátor 

5. Lagrangián klasického H-oscilátora 

L 2 J ( 2 m^ " 2 'nc°2^) 
i ----1 

možeme previest na obvykle používaný tvar 

/;=£($-<2?)> (->r>) 
i -=--1 

kde Qt a Qt= } reprezentuji! zovšeobecnené súradnice a rychlosti. 

Pohybové rovnice (0) sú v tomto případe 

QÍ + QÍ = 0. i = 1,2, ...,?i, (20) 
IVe další postup zoberieme do úvahy ..otocenia" 

Qi~>Q: = X("Jh + bikQk), 
'•' (->?) 

Qi~>Q'i = l(-b,;kQk + aikQk), 
k 

pričom sme použili (26) (záměna bik --•*- --bik nemá tuna podstatný význam). 
Připomeňme, že transformáeie (27) obsahujú aj rychlosti. Nech tieto trans-
formácie (27) tvoria grupu (počet nezávislých parametrov sa tým nezmenšuje). 

Vyšetříme, ako sa chová lagrangián (25) voči grupě transformácií (27). 
Dosadením (27) do (25) dostaneme 

Wi- Q\) == 1(Q? - Q'ň = 
= 1 {(«„•«,•* " bifiMiQi- - QJQL) - -(«iA* ~ buaik) o/?j, (28) 

Všimnime si, že koeficient při poslednom člene tohto výrazu je symetrický 
v indexoch j, k\ Ak žiadame, aby platilo 

X(avaik-~bijbik) = dík, (20) 

možeme (28) prepísať do tvaru 

HQ',, Q\) = L(Qi, Q) - ~ £ QA(«.-A* + &.,«.*)• (30) 
;j,k 
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[ P o d m i e n k a (29) vy jadřuje t o , že v 2H-rozmernom ..fázovom priestore*-
p r e m e n n ý c h Q 1 ? Q2 QH, ....Qn sa obmedzu jeme iba n a or togonálně 
t rans formácie . ] 

Keďže t rans formácie (27) t v o r i a grupu (podlá ])redpokladu). móžeme 
v ďalšom v y š e t ř o v a t , ako sa chová lagrangián (25) voči n e k o n e č n é malej 
t rans formáci i 

Q'i = Qi+aQi, 
Qi = Qi + bQi, 

])ričom p r i r a s t k y óQ{ a ÓQÍ m ó ž e m e zistiť pomocou (27) 

("it 

(31 

P o m o c o u inf initezimáhiych pr í ras tkov m ó ž e m e za])ísať p o d m i e n k u (29) 
v t v a r e 

Óaik + óakt — 0 (32) 

(])rírastky óaik sú a n t i s y m e t r i c k é ) a vzťah (30) v t v a r e 

£(<?;. Qi) = lAQi, Qi) - % X QiQkW* + *>*>*})-

Ôik + àaik,bik-+ òbik) 

ЬQІ = = 2 (àaitQt + òbitQt), 
k 

àQ\ = --l(-ы>i*Qt+ Ч-Á) 

<:,:,) 

Z t o h t o v z ť a h u h n ě ď v idíme , že p r í r a s t k y dbik sú s y m e t r i c k é , t . j . plat í 

M>ik = M.W l : u ) 

6. Dva d r u h y zákonov o zachovaní móžeme získat z (24) p r i a m o . 
a) V p ř í p a d e h o m o g e n i t y času (lagrangián je i n v a r i a n t n ý voci časovej 

t r a n s l á c h ) je ót -£ 0. dQ{ = óQl --— 0, a z (24) dos t aneme zákon o zachovaní 

úhrn ne j energie celého sys tému. Y našom p ř í p a d e je p l a t n o s t t o h t o zákona 
už zře jmá i z t v a r u lagrangiánu (25), k t o r ý neobsahuje expl ic i tně čas. 

b) Y p ř í p a d e h o m o g e n i t y . .pr ies tonr* vo směre niektore j súradnice . na­
př ík lad Qk (t. j . dQi -•= 0 ]>re / --[- k a <)Qk 4= 0. ale v se tky cQ- = o) d o s t a n e m e 

z (24). že sa zachovává přís lušný sdružený impulz —- ^ . 

V ďalšom u v á ž í m e t rans formácie t v a r u (27), resp. (3 l) (dt 0). I)o vzťahu 
(24) p o t ř e b n ý výraz r)F m ó ž e m e zistiť hněď zo (17) (áť — d/). res]>. zrejme 
z (20). S o h l a d o m na (33) a (34) d o s t a n e m e 

*F=*lMibQiQ,. 
i, k 
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Tento výraz spolu s (31) dosadíme do vyjádřenia vety Noetherovej (24) 
a s ohladom na lagrangián (25) dostaneme 

~ ^ (2QiQtda.it + 2QsQtM{ll + :>QiQkdbi!c) = 0. C$5) 

i, k 

Uvážíme dva případy. 
A. Uvažujme otočenie v priestore súradníc. a to konkrétné v rovině (i. k). 

Teda nech 
Q\--=Qi+oaikQk, 

Ql = Qk + *<hiQn 

(nesčituje sa) a ostatně prírastky da1s a vsetky prírastkv dbik sa rovnajii nule. 
S ohladom na to. že daik sú antisymetrické (3:').dostaneme z (35) 

QiQic — QiQk --= konst. (36a) 

71 ^ lh 

pre lubovotnú dvojicu v, k. Počet týchto zákonov o zachovaní je 

(v suli lase s počTom nezávislých antisymetrickych parametrov daik). 
IV Ak uvážíme transformácie, pri ktorých je s])lnená podmienka symetrič-

nosti |)arametrov r)/>.... (34) (oaik = 0) 

Q^Qi + lňbxQt, 

Q'i = Q\-V MaQ„ 
dostaneme z (35) 

QA;c + QiQk •-= konst. (36b) 

pre lubovotnú dvojicu t, k\ Speciálně pre i •= k máme 

Qi + Qí = konst, 

V tomto případe sa teda zachovává aj cnergia, připadá júca na každý stupen 
volnosti (co zasa vidief už z vyjádřen ia lagrangiánu. v ktorom nevystupuje 

žiaden ..vazbový** člen). Rovnice (36b) vtyjadmjú :> zákonov o za­

chovaní (v siihlase s počtom nezávislých symetrických parametrov nba.). 
Počet zákonov o zachováni (36) je H2. 

Závor 

7. Dá sa ukázat, že j)odmienky, aby existoval pre danii fyzikálnu sústavu 
o H stuj)hoch volnosti lagrangián, spíhajúci pohybové rovnice (9) a aby 
účinok bol invariantný (\5) voči uvažovanej grupě spojitých transformácií 
(o p nezávislých parametroch) sú nutnými i pcstačujúcimi pre platnost vety 
Noetherovej (24). 
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Fyzikálny systém o n stupňoch volnosti je obvykle popísaný H pohybovými 
diferenciálnymi rovnicami druhého rádu (9). Integrováním týchto rovnic 
móžeme zistiť, ako sa mění n súradníc a rychlostí s časom (teda dostaneme 
2H rovnic) a přitom vystúpi 2n lineárně nezávislých integracných konstant. 
Kedze pohybové rovnice uzavretej sústavyr neobsahujú explicitně čas, možno 
lubovolne zvoliť počiatok pre odpočítáváme času. Jednu z integracných 
konstant v riešeniach pohybových rovnic možno preto vždy vybrať ako 
additívnu konstantu t0 k času f. Tým sa počet dalších integracných konstant 
zmenší na 2n — l. Ak vylúčime t -f- i0 zo získaných 2n rovnic, móžeme vy­
jádřit týchto 2 / i — l konstant pomocou súradníc a rychlostí. Teda týchto 
2H — 1 lineárně nezávislých kombinácií súradníc a rychlostí nezávisí do času 
a představujú zachovávajúce sa veličiny [4]. 

Ako vidíme, prvá podmienka pre platnost vety Noetherovej už implicitně 
zaručuje existenciu 2n — 1 zákonov o zachovaní. 8 ohladom na vetu Noethe­
rovej móžeme potom povedať, že počet nezávislých parametrov p (v akýcli-
kolvek možných spojitých transformáciách, voči ktorým je účinok inva-
riantný) je váčší alebo sa aspoň rovná dvojnásobku stu])ňov volnosti uva­
žovaného systému, zmenšenému o jednotku, t. j . platí p \7r_ 2n — 1. Kxistencia 
lagrangiánu (a splnenie pohybových rovnic) zaručuje teda. že účinok [alebo 
v případe (27) i sám lagrangián, kedze áť = dt\ je invariantný as])oň voči 
2n •-— 1 nezávislým transformáciám. 

IJhrnom dostáváme, že platnost vety Noetherovej (24) zahrnuje v sebe 
i platnost pohybových rovnic (9). Teda zákony o zachovaní, plynúce z po­
hybových rovnic, sú nutné obsažené vo vete Noetherovej (24) (splnenie 
pohybových rovnic je nutnou, ale nie postačujúcou podmienkou pre platnost 
vety Noetherovej). Z vety Noetherovej móžu preto plynut okrem toho niektoré 
záhony o zachovaní, ktoré integrováním pohybových rovnic nezískáme. 
Příklad na toto podává právě uvedený klasický H-oscilátor. 

P o z n á m k a . Niektorí autoři sa zaoberajú ešte otázkou, do akej mierv 
je jednoznačnou zachovávajúca sa veličina vo vztahu (24) (v zátvorke). 
Vychádzajú přitom z toho poznatku, že pohybové rovnice (9) sa nezmenia. 

á[)(Q- /) 
ak k lagrangiánu L přidáme lubovolnú funkciu G tvaru: ,G -= l 

[pozři (14)]. V tomto případe spomenutá veličina bude jednoznačná, ak pri 
intinitezimálnej transformách (1) a (2) bude funkcia G spíňať určitý vztah --
pozři [5] , vzťah (C), — ktorý móžeme pre náš klasický případ písať v tvare 

i 

[porovnaj tuna s (20)]. Třeba si však uvědomit, že uvedený vzťah riesi otázku 
jednoznačnosti iba s ohladom na tvar lagrangiánu (resp. s ohladom na 
funkciu G). Ďalšia nejednoznačnost totiž móže vyplynut z toho. že prírastky 
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..tiQi" nie sú jednoznačné určené. Takýto případ nastává například v elektro-
magnetickom ])oli, kde úlohu ,,súradníc'* Q{ majú potenciály, ktoré sú určené 
až na ciachovaciu transformační (druhého druhu). 

Záverom ďakujem kandidá tom vied M. Petrášovi a E. Hrivnákovi za 
Ííámet a diskusie k tejto témě. 
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Д Л М К Т К Л IV К Л А С С И Ч Е С К О М У « - О С Ц И Л Л Я Т О Р У 

M II K V ; I A III l>\I А Ж К IV 

I! ы в о д ы 

Г» ттоп работе noMOHii.io первой теоремы л. Матар показано, каким законам со\[)п 

1КЧ1ПЯ подчиняется классический //-размерный гармо итческий изотропный осип. i. штор 

(классический //-осциллятор). Mf)ii атом лагранжиан преобразуется таким образом, 

ч'гобы выступило выражение типа дивергенции [см. уравнение (33)]. .')тим путем \\п 

л\ чаются .:ак'ош.1 сохранении в виде (3(5), число которых //- и согласии с числом не 

зависимых пптнеимметричпых д(ц\. (32) и симметричных olv,- (34) параметров. Г> конце 

рабтгы обсуждается число атпх законов сохранения. Д л я замкнутой механической 

системы с // степенями свободы число независимых интегралов равно 2/' I [4 | . Мо 

м .(том сл\чае, к'огда . т г р н н ж и н п (действие; системы инвариантный относите, маю 

rj>\ ним преобразований, которая содержит р параметров, по теореме Матар можно 

иол \ чи1 к //сохраняющихся величии. Уравнения движения необходим!! по не достаточны 

для теоремы Матар и потому с о х р а п я ю т и е с п ме.п чипы полученные из уравнений 

движении находятся в числе тех, которые можно п о у ч и т ь помощью теоремы Матар. 

Но сказанному видно, что р > 2// - I. Итак1 уже существование лагранжиана говорит 

о том, что он (дейепше) инвариантен по крайгей мере относительно 2// -I преобразо­

ваний. Наглядным примером сказанного является предложенный классический n-осцил 

дятор. Полученные законы сохранения формально одинаковые с теми, которым под 

чнпяется и квантовой n-осциллятор (рассмотренный напр. в раб. [I]) . 
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A R E M A R K ON T H E CLASSICAL w-OSTILLATOK 

M I K U L A S B L A Z E K 

Su m m a r y 

With the aid of the first E. Xoether theorem we show the further conservation 
laws (36) for the classical n-dimensional isotropic harmonic oscillator (as a consequence 
of the invariance of the lagrangian over an ^--parameter group of transformations). 
There is discussed also the number of these conserving quantities. From the validity 
of the equations of motion for a system of n degrees of freedom (considering a close 
system) there follows namely 2n — 1 conservation laws (see e. g. [4]) and from the 
E. Xoether theorem for this system follows p these laws where p is the number of the 
transformations over whose is lagrangian invariant. The validity of the equations of 
motion is necessary but not sufficient condition for the validity of the Xoether theorem 
and therefore the conservation laws following from the equations of motion will he 
included in these following from the Xoether theorem. From this follows: p ; 2n - 1. 
An explicit demonstration of this is given by introduced example of the classical 
/'-oscillator. The conservation laws under discussion are formally equal with these that 
are valid in the ease of the quantum n-dimensional isotropic oscillator' (that was investiga­
ted e. g. in [1]). 
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