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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOFIS SAV. X, 2-1960

KU KLASICKEMU 72-0SCILATORU

MIKULAS BLAZEK, Bratislava

V opracach | 1] je vySetrovany kvantovy n-rozmerny harmonicky izotropicky
oscildtor (v dalsom strucéne iba kvantovy n-oscilator) a je v nich ukazané, ze
pre tento typ oscilatora platia okrem dobre znamych zikonov o zachovani
1 dalsie, ktoré vyplyvaju z komutaénych vlastnosti hamiltonianu s urditymi
velicinami. Vopredlozenej prici ukdzeme, Ze podobnych n? zakonov o zachovani
plati 1 v pripade klasického n-oscilatora a ze v tomto pripade sa daju za-
chovavajice sa veliciny ziskat z prvej vety K. Noetherovej [2].

Praca je rozdelend na tri casti. Kedze sa v literatare (z klasickej fyziky)
zriedka pouziva veta Noetherovej. zaoberime sa v prvej ¢asti prace jej formu-
lovanim pre klasickt stistavu o n stupnioch volnosti. (Odvodenie vety Noethe-
rovej pre vieobeenejst pripad mozno naist napriklad v [3].) V druhej casti
st ziskané vztahy aplikované na klasicky n-oscilator a v tretej ¢asti je po-
ukazané na sivis medzi zakonmi o zachovani. ktoré vyplyvaji jednak
7. vety Noetherovej a jednak z pohybovych rovnic.

Veta Noetherovej

1. V' Gvahach klasickej mechaniky vystupuje ako nezavisle premennd
velicina iba ¢as . Uvazujme dva okamziky ¢ a ¢, ktoré nastand po uplynuti
nekonecne kratkej doby ot

=t ot (1)

Nech v case t st zovSeobecnené suradnice uvazovaného systému @,(¢) a v case ¢’
st Qi(t'). Prechod od Q,(f) ku @;(') moézeme vyjadrit pomocou nasledujiicej
transformaicie

Qi) — Qi(t') = Q1) -+ 0Q;, (2)

kde 0@, vyjadruje nekoneéne mali zmenu siradnice, spdsobentt jednak zmenou
argumentu (¢ —> ¢') a jednak i zmenou saraotnej funkénej zavislosti (Q; — @);).
V' dalsom budeme stale predpokladat, Ze uvazované konecéné transformicie
tvoria grupu, lebo iba vtedy mézeme pouzivat v nich obsazené nekoneéne
malé¢ transformécie [napr. typu (1) alebo (2)].
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Vseobecne Tubovolnt funkciu c¢asu f(f) budeme transformovat tymto
sposobom

f(&) = f(t) = f(t) + of. (3)
kde of predstavuje nekoneéne mala veli¢inu prvého radu. Pre takito velicinu
plati )

o) — Of(t + ot) = o [f(i) + :: ot + ... . (4)

Vo vietkyeh dalsich vztahoch zanedbime nekonecne malé veliciny viyssich
radov (druhého, tretieho, atd.) voéi veli¢inam prvého riadu. Potom zo (4)
dostaneme

of(t) = of(t). (5)
Dalgie vztahy teda nezavisia od toho. v akych premennych vyvjadrime Tubo-
vol'ni nckonedne mala veli¢inu prvého radu.
d@;(t)

d

; mozeme  podla (3)

Specialne pre zovieobeenentt rychlost Q,(t) —
pisat
() dQir)y _ deun | de;
e e = 0 =
dt d¢ d¢ dt
Na druliej strane vsak mozeme najst transformaciu pre rychlosti tak. ze

derivujeme (2) podla t':

AQi()  dQun) | doQ,

B N T B A ()
N ohladom na (1) plati
L (1 ;‘ét) 4
dt’ dr | de
a teda (7) mdézeme upravit takto
dQi(r) _ d@(t)  dot  dQ,  dog,
de’ d¢ de  de T ode
Ak tento vztah porovname so (6), dostaneme
540, _ oy, dor a0, .

e de T de e

2. Majme klasicky systém o n stupnioch volnosti, opisany zovseobecnenymi

stiradnicami  Q;({) a zovSeobecnenymi  rychlostami Q1) - ‘ ((Jl’l(f) (I 1.
2. ...,n). Nech pre tento systém existuje Lagrangeova funkcia L{Q(/).
Q(t), t]. spitiujuca pohybové rovnice
L(Q:. Q. 1 L(Q,. Q. t ,
a ——aff@k’: Qi) _ OL@ @i 1), =0, =12 ... n. ()

de 00, 00,
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Priprechode k Ciarkovanym premenny i dostaneme

AR
dr

A6

/’ (5)7(/) ‘”

i, (10)

> [c)‘,'u'>.

Hricoi v onovem systéme platin zasa pohivbove rovnies

|
J
i

ALY AL Q)

0. (1)

«©

Pravda na transformadcie £ 0O, QG - Q0 mozeme pozerat aj tak,
Ze e v o astom vitrednom systdme it Uhody e nediarkovanym pre-
mieneyin (ktorveh bodnetyv <0 mozndé pre fvzikddny pohy ) privaduji hodnoty

Sarkovand Pret

vivust zaroves s (9) plitit aj

oy .I,(!"), 1"(‘:. i nu((!, R (,):A [ 1o
, . N~y 0 {12
il N Y,

Dopovovaenio (s o) vinedl e bhgmisin L0 m0ie Hsit od Liba o vyrag,

Kitory daenticks

foarier - Lagrangccove pohvbovd voviice (9). Vonsdom

ik into

pripade

[FARINEE

! itv‘(:t(‘/\,“ I,Ai }"‘ ¢ (é!“)i ) oF
O actpdr
proeeehvie oo corns Plati totiz

odE 4 oF o dr
hY ! 1+ Ny ) 0.
cta.dl ar oy At
Al
i ; {!“
i

el cekonecne mnivel pen

AT
L I d Jl'\(!»/ i}
Y o

oy (14}

fobe strany rovoiee stovyjadrend votveh styeh premennych),
Pripomeniee. ze vafahom (L) novi fonkein L7 nie je nrcend. Vztah (14)
arcnie divergenceny privastole to . fonkein /. Novy lagrangian L7 treba urdéit

o teejs dalie] podniienky. Tonto duldon. fyzildlne opodstatnenon je ta pod-

. . L DY
VLT T T 0= IV /RGN oy, S 2= 106 1is



mienka, ktora vyzaduje, aby sa tc¢inok (resp. element uc¢inku) vyjadril v oboch
sustavach (Ciarkovanej i neciarkovanej) tym istym spdsobom, t. j. aby platilo
ey AQIE) T @) -
L [Qi(t )s Mdbt’w’ Ude = LQ,1), stT’t d. (15)
Ak pozname lagrangidn v pévodunej stustave (a zrejme pozname aj uvazovanu
transformaciu) uréuje tato rovnica skutocéne novua funkeciu I.'.
Ked uz pozname obe funkcie L a L', mdézeme ich pouzit na zistenie diver-
gendéného prirastku 6F' v (14),a to takto: Vztah (14) vyjadrime v ¢iarkovanych
premennych a vynasobime ho s d#’. Dostaneme

’ ’ Y ’ ’ ’ 17 y ’ db[ﬂ .
L (Q: Q[: t ) dt = L(QL > QL t ) dt + "'dt di (“))

[pre posledny ¢len sme pouzili vlastnost (5)]. Z rovnosti lavych stran v (15)
a (16) vyplyva rovnost pravych stran, t. j.

LQ:, @), t)ydt — L(Q,, Q,, t) dt + (}(?f dt = 0. (17)

Kedze

At — (1 + d(‘l)tF ) dr,

dostavame dalej

LQ., ., z')( + 193) At — L(Q,, 0, t) dt + - déF =0, (18

Prvého cinitela rozvinieme do Taylorovho radu:

plewer, S48 v |- 2o + o0, T90 40 5P

) . oL oL - ol
=L@ G )+ )y G 00+ Y, 20 0

Po dosadeni do (18) (nekoneéne malé ¢leny vyssich radov zanedbavame)

b+ (5!] =

dostaneme

dot | dof }.»u — 0,

oL
{ 0 aHzm.aQJr /~(St—}L i+

Tento vztah ma platit pre kazdy ¢asovy tsek di (5=0). Z uvedeného vyplyva,
ze hladany divergen¢ny prirastok mézeme zistit podla tohto vztahu

d oL oL« OL (lét
e §F = - 080 - [, 20
& oF 20, 0Q, + E 2, 06Q); + ot ot - 1 A (20)
Obvykle je 6F — 0.

(19)
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3. Je dobré si uvedomit, Ze vzfah (20) sme odvodili za toho predpokladu,
7ze ucinok daného fyzikilneho systému je invariantny voéi uvazovanym
transformdaciam (1), (2,) (6), t. j. plati (15). Pravda, je zrejmé, Ze ak uvazujeme
TubovoIné transformacie tvaru

f—t =t + Al
Q) — Qi (") = Q;(t) + 40,

a0 | 4QI) _ e , 4 4o,
“odt

dt dr T de

R Cen s . , | , dAte ]
mozeme zistif ¢isto formalne, ze Is ohlTadom na dt’ = (l -+ ‘ ) (JIJ plati

d¢
e Q) de.()
L l_(,),(/ I ,l]dt - (J[(gi(f), P f]dt =
o : A :
LIO) + 10, O1) + AQ,, t + Al (1 =) L. G nar
B ANKYY N 4 4 L daaty :
- IZ 50, 40 Z g A0y A LS e (21)

[podobnym spdsobom. ako sme zistili (19)]. U tohto vztahu (21) moézeme

(l((;f len v tom pripade, ak plati (15),
t. j. ak je ac¢inok invariantny vodéi uvazovanym transformaciam. V pripade
takvcehto transformdcii (41 —- ) moZeme (21) prepisat na tvar, formalne zhod-
ny s (19) a takto ziskany vztah mézeme upravovat dalej.

4. Pri dalsej aprave vztahu (19) vylicime treti a Stvrty ¢len, a to tak, Ze
zavedieme totalnu devivaciu (podla ¢asu) funkeie Lot Plati

dalej pisat, Ze je rovny vyrazu -—

d i oL . z: el oL dot
L0l) — - . \, - - . () - Ay V]
dt (£.01) 0@, @0t + 20, 20t ol o+ 1 d¢

a teda z (19) dostaneme (po integrovani cez Cas t, — )

L
"(1(14«5/)7“ oL A N 2\ ol A N Q()E‘] — 0
(jl @ s 00— 00 0 (0Q: — Gty + “gr-far =0,

K tomuto vztahu pripoc¢itame a odpocitame vyraz

ty

O d oL :

./ ‘}J (l/— ‘(")’Ql (()(Jl - (\!10/) (1t.
tl‘.
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o pocte p) linedrne nezdvislé, vyvplyva z (24) p linedrne nezavislych zakonov
o zachovani (v ktorych méie byt obsiahnuty i zdkon o zachovani tihrnnej
energie v pripade uzavrete] ststavy).

PouZitie na klasicky n-oscilator

Lagrangidn klasického n-oscilatora

/ r ., 1 o
s z o MGP e

mozeme previest na obvykle pouzivany tvar

n

L= Y (0 — @), (25)

=1

d@,(1)

kde @, a @ = dr reprezentuji zovseobecnené stradnice a rvchlosti.
Pohybové rovnice (9) st v tomto pripade
O, + @, = 0. i=1,2 ... n. (26)

Pre dalsi postup zoberieme do tivahy ..otodenia‘
Q; — Q= / (((z,L(r?L + zLQ/)
Q,— Q) = 2 > (- 0,.Q, - a,;:Q.),

pricom sme pouzili (26) (zamena b, -~ - b;, nemd tund podstatny vyznam).
Pripomenime. Ze transformdacie (27) obsahujia aj rychlosti. Nech tieto trans-
formacie (27) tvoria grupu (pocet nezavislych parametrov sa tym nezmensuje).

Vysetrime. ako sa chova lagrangian (25) voéi grupe transformaecii (27).
Dosadenim (27) do (25) dostaneme

QL. QF) = D@2 — Q;‘Z) —
S agy, — 00 )00, — Q) — 2ty — b)) @0, (28)

Lk

Vsimnime si, Ze koeficient pri poslednom ¢lene tohto vyrazu je symetricky
v indexoch j, k. Ak ziadame, aby platilo

>, (@0 — byby) = Oy, (29)

Ly

&

moézeme (28) prepisat do tvaru

I’(Q:’ Qz,) - L(Qw Q at' 2 Q Q aubzk '*— b”(l ) (30)

ik
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[Podmienka (29) vyjadruje to, zZe v 2n-rozmernom . fazovom priestore:
premennych Q. Q,. ....Q,. ....Q, sa obmedzujeme iba na ortogonalne
transformacie. ]

Kedze transformacie (27) tvoria grupu (podla predpokladu). mézeme
v dalsom vysSetrovat. ako sa chovéa lagrangian (25) voc¢i nekonecne malej
transformacii

Q[ - Q,’ + r)Qi,
(1), = Qi + ()Qi’

pricom prirastky 0@Q; a 6¢); moézeme zistit pomocou (27)

(i —> Oy + Oty by — 6byy)

8Q, = : (0a,Q, + 0b,.0Q.),
T

F (31)
0Q; = > (—0h, @, + 90,Q,).
Pomocou infinitezimalnych prirastkov mézeme zapisat podmienku (29
v tvare
dct; 4 oty =0 (32)

(privastky da,, st antisvmetrické) a vztah (30) v tvare

, L - d o
L(Q,‘ - Qr) == L(Qis (s.)l) - VdT z Qj(l)/;(”bj,/; -+ f)l):;;)- (33)
g, ke
7 tohto vztahu hned vidime. ze prirastky ob;, sit svmetrické. t. j. plati
Ob,. = ob,;. (34)

6. Dva druhy zdkonov o zachovani mézeme ziskat z (24) priamo.
a) V pripade homogenity ¢asu (lagrangian je invariantny vodi Casovej

ahrnnej energie celého systému. V nasom pripade je platnost tohto zakona
uz zrejma i z tvaru lagrangidnu (25). ktory neobsahuje explicitne cas.

b) V pripade homogenity ..priestoru vo smere niektorej siradnice. na-
priklad @, (t. j. 9Q, == 0 pre i == k a o}, == 0. ale vSetky cQ, = 0) dostaneme

o
, . " o cL
7. (24). ze sa zachovava prislusny sdruzeny impulz -
B

’

Vo dalsom uvazime transformacie tvaru (27), resp. (31) (0 = 0). Do vztahu
(24) potrebny vyraz o/ mozeme zistit hned zo (17) (4t — d/7). resp. zrejme
z (20). NS ohTadom na (33) a (34) dostaneme

OF = 2> 00,0.0..
ok
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Tento vyraz spolu s (31) dosadime do vyjadrenia vety Noetherovej (24)
a s ohladom na lagrangian (25) dostaneme
d

o (20,Q .00, + 20,00, + 20,Q,0b,,) = 0. (35)

ik
Uvazime dva pripady.
A. Uvazujme otocenie v priestore siradnic. & to konkrétne v rovine (i, k).
Teda nech
,
Q= Q; + 01,Q,.
o .
Q= Qp -+ cuyQ;,
(nescéituje sa) a ostatné prirastky oa,, a vietky privastky ob,, sa rovnaju nule.

N ohladom na to. 7ze o, st antisymetrické (32).dostaneme z (35)

(;)i(;),b, (Ji(\)k == konst, (36a)

n: - n

pre Tubovolni dvojicu ¢, k. Pocet tychto zakonov o zachovani je 5

(v sthlare s poétom nezavislych antisvmetrickych parametrov da,,).
B. Ak uvazime transformécie, pri ktorych je splnena podmienka symetric-

0V = @, + Z ’)bi/;Qw
()/ = Q; — : 0h;;,Q .,
dostaneme z (35H)

0.Q. + QQ, ~ konst. (36h)
pre Tubovolna dvojicu i, k. Q-peciz‘ilno pre ¢ = Ir mame
G+ @

V' tomto pripade sa teda zachovava aj energia, pripadajica na kazdy stupen

== konst.

volnosti (¢o zasa vidiet uz z vyjadrenia lagrangianu. v ktorom nevystupuje

ziaden _vizbovy- ¢len). Rovnice (36b) vvjadruji — zakonov o za-

chovani (v sthlase s poc¢tom nezavislych symetrickych parametrov o4,).
Pocet zakonov o zachovani (36) je n2

Zaver

7. Dd sa ukdzaf. ze podmienky. aby existoval pre dani fyzikalnu ststavu
o stuptioch volnosti lagrangian, spliajici pohybové rovnice (9) a aby
ac¢inok bol invariantny (15) vo¢éi uvazovanej grupe spojitych transformacii
(0 p nezavislyeh parametroch) si nutnynii i pestacujicimi pre platnost vety
Noetherovej (24).
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Fyzikdlny systém o n stupiioch voInostije obvykle popisany n pohybovymi
diferencialnymi rovnicami druhého radu (9). Integrovanim tychto rovnic
mozeme zistit, ako sa meni » stradnic a rychlosti s ¢asom (teda dostaneme
2n rovnic) a pritom vystapi 2» linedrne nezavislych integradnych konstant.
Kedze pohybové rovnice uzavretej ststavy neobsahuja explicitne ¢as. mozno
Tubovolne zvolit poédiatok pre odpoditavanie ¢asu. Jednu z integracnych
konstant v rieSeniach pohybovych rovnic mozno preto vizdy vybrat ako
additivnu konstantu ¢, k ¢asu t. Tym sa podet dalsich integraénych konstant
zmensi na 2n — 1. Ak vylaéime ¢ + {, zo ziskanych 2n rovnic, mézeme vy-
jadrit tychto 2n — I konstant pomocou suradnic a rychlosti. Teda tychto
2n — 1 linearne nezavislych kombindcii suradnic a rychlosti nezavisi do ¢asu
a predstavuja zachovavajice sa veli¢iny [4].

Ako vidime, prva podmienka pre platnost vety Noetherovej uz implicitne
zarucuje existenciu 2n — 1 zakonov o zachovani. S ohladom na vetu Noethe-
rovej mdZeme potom povedat, Ze pocCet nezavislych parametrov p (v akvceh-
kolvek moznych spojitych transformaciach, vod¢i ktorym je uc¢inok inva-
riantny) je vadsi alebo sa aspori rovna dvojnasobku stupniov volnosti uva-
zovaného systému, zmensenému o jednotku. t. j. plati p = 2n — 1. Existencia
lagrangidnu (a splnenie pohybovych rovnic) zarucuje teda. ze Gcinok |alebo
v pripade (27) i sam lagrangian, kedze dt’ = df| je invariantny aspon voci
2n - 1 nezavislym transforméciam.

Uhrnom dostdvame, ze platnost vety Noetherovej (24) zahriuje v sebe
i platnost pohybovych rovnic (9). Teda zakony o zachovani. plynice 7z po-
hybovych rovnic, st nutne obsazené vo vete Noetherovej (24) (splnenie
pohyhovych rovnic je nutnou, ale nie posta¢ujicou podmienkou pre platnost
vety Noetherovej). Z vety Noetherovej moézu preto plynit okrem toho niektoré
zakony o zachovani, ktoré integrovanim pohyhbovych rovnie neziskame.
Priklad na toto podava prave uvedeny klasicky n-oscilator.

Poznamka. Niektori autori sa zaoberaji este otdzkou. do akej miery
je jednoznaénou zachovivajica sa veli¢ina vo vztahu (24) (v zdtvorke).
Vychadzaja pritom z toho poznatku, zZe pohybové rovnice (9) sa nezmenia.
dOQ;. 1)

dt
[pozri (14)]. V tomto pripade spomenutd veli¢ina bude jednoznacnd. ak pri
infinitezimalnej transformacii (1) a (2) bude funkecia ¢ spltat uréity vztah —-
pozri [5] , vztah (C'), — ktory moézeme pre nas klasicky pripad pisat v tvare

oG od oG dot
—— . E 77777777 R G- =0

ak k lagrangianu L priddme Tubovolnt funkeiu ' tvaru: (7 =

0 d¢

:

[porovnaj tuna s (20)]. Treba si v8ak uvedomit, Ze uvedeny vztah riesi otazku
jednoznadénosti iba s ohladom na tvar lagrangianu (resp. s ohladom na
funkciu @). Dalsia nejednoznactnost totiz moéze vyplynit z toho, ze prirastky
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0@, nie su jednoznatne uréené. Takyto pripad nastava napriklad v elektro-
magnetickom poli. kde tlohu ,.stradnic* ¢); maju potencialy, ktoré i uréené
az na ciachovaciu transformaciu (druhého druhuv).

Ziverom dakujem kandiddtom vied M. Petrasovi a L. Hrivnakovi za
namet a diskusie k tejto téme.
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Doslo T4, 7. 195H9.
Katodra fyzilky Privodocedecke) falulty
Cndverzity Komenského o Bratislar

SAMETIHRA KW KJOANCCHYECKOMY 2-OCIH I TATOPY
MEBRNJTATT BOAWER
Boiso,nt

I} oroft padore HoMontio nepsoii reopemnl DL Hrop nokazaino, RakuM sakonaM coxpa
NCHTTEE B0 CHTGBICTE ST R QeeHaee K 7-pasMepHLiil P2 pMo frec KU 30TPOTLiit Oc i LsTop
(Raacengcesiti g-ociunLserop). Hpi omoM arpuskiais npeodtpasyeres TakuM  ohpaios.,
QTOOLE BLICTVHILIO BHDAZKCHITC TIHQ ,GIBepreniint [eM. Ypasuenne (33)].0 DTHM nyres o
ANUAIOTCH SAROILE COXPAHCeTs B BILe (B0). UHCA0 ROTOPLIX 7% B CORIQcn ¢ WICI0M e
SABHCHMBIN QUTHCIMMCTPIIBIN Oagy (32) 1 CHMMOTpHatRIN Obgy (34) napamerpon. B ronie
PAOHTHE O0C VAR ACTCH MHC 10 DTN 3aROH0B coxpaneitts. L st 3aMRIVTOI Mexaliiiee kol
CHETCMBE ¢ 70 CTCHCIIMIT CRODOILE WIE 10 He3aBUCHMBIX HITerpaaos pasio 20 1[40 o
BOOTOM  CONURC, KOE G darpaikian (ICHerBIe.  coeTeMpl HIEBApHANTHL OTHOCIHTe. 110
PPV B HPCOOPABOBANIIL, KOTOpAH COCPKIT p apaMerpoB, 1o reopeMe Hrop Moo
HOAN T p CONPAITSHONUTN CHEBE, BTN N PaBHCHIA  BIGKCHITH HEOOXOUIMI 1O HE L0CTATC
At teopesut Horop 11 moToMY cONPIHIONUICe T BEAF GHILE HOAYUCHIBIC W3 Y paBienini
ABIGRCHITEL ANO, BT B SWICTC TON, ROTOPBLIC MO7 (HO HC IV UITL HOMOUELI0 Teopembt Horop.
Ho crasannomy BiLwo, wro po=z 2 - 1o Hraw yvige e yniectBoBane Jarpaiznana ropopny
O TOM, UTO O ((LCHETBIC) HBapuanTell o kpaiikcii Mepe ornocnresnino 20 -1 npeodpaso
g Har spumiM npiMepos ¢Rasaiinoro i sere s Hpe LIosKCHILIT KIeCHIee KU 7-0c it
Asrop. Hoavaennnie 3aR0nbl coxpaneinisi GopMasinio 0 MIHAROBBIC ¢ TCMH, KOTOPLIM 10,1
GHISLETESE 1 RBAITOBOIL 7-ociun Lsrrop (pacemorpennntii ntanup. B pad. | 1]).
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A REMARK ON THE (LASSICAL #-0S

TJLLATOR
MIKULAS BLAZEK
Summary

With the aid of the first . Noether theorem we show the further conservation
laws (36) for the classical »-dimensional isotropic harmonic oscillator (as a consequence
of the invariance of the lagrangian over an n*-parameter group of transformations).
There is discussed also the number of these conserving quantities. From the validity
of the equations of motion for a syvstem of n degrees of freedom (considering a c¢lose
svstem) there follows namely 2n — 1 conservation laws (see ¢. g. [4]) and from the
IZ. Noether theorem for this system follows p these laws where p is the number of the
transformations over whose is lagrangian invariant. The validity of the equations of
motion is necessary but not sufficient condition for the validity of the Noether theorem
and therefore the conservation laws following from the equations of motion will be
included in these following from the Noether theorem. From this follows: p - 2n 1.
An explicit demonstration of this is given by introduced example of the classical
m-oscillator. The conservation laws under discussion are formally equal with these that
arevalid in the case of the quantum n-dimensional isotropic oscillator (that was investiga-
ted e g.oin [1]).
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