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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, VII, 2 —— 1957

K JEDNEJ VLASTNOSTI IRACIONALNYCH CISEL

TIBOR SALAT

Katedra matematiky Univerzity Komenského v Bratislave

V préci [3] sa A. Turowicz zaoberad rieSenim nasledujicej otdzky :
Konstruujme postupne (indukeciou) postupnost

{a}y . a,>0m=12.3,...), a>a,>a3>...>d, >

"
Je otazka, ¢ existuje taky predpis pre konstrukeiu parnych (neparnych)
¢lenov postupnosti, aby sme pri konstrukeii parnveh (neparnych) ¢ enov pc-
stupnosti podla tohto predpisu a pri I'ubovolnej konstrukeii neparnych (par-

nyvch) &lenov postupnosti dostali postupnost {a,} , s tymito vlasrnostami:

%
(a) 2, a, < +oo.
=1

o)
(b) Stcet radu 2 a, je iracionalne &slo.
n=—=1
V citovanej praci je vypracovany taky predpis.
Tejto tlohe mozno dat aj formuldciu matematickej hry. Nech A. B st
dvaja hrac¢i, ktori hraji tak. Ze postupne striedavo volia ¢leny lesajice]
xX

postupnosti kladnych &sel {a,}” . A zvitazi, ak rad > a, konverguje a jeho
n -1

o0

sticet je iraciondlne ¢islo, B zvitazi, ak rad > «a, bud diverguje. alebo konverguje

n-=1
a jeho suéet je racionalne ¢islo. V praci [3] je dokdzané. ze vidy mozno zarucit
vitazstvo hrida A.

V tomto ¢lanku je rieSena podobna otiazka pre nckonecndé siciny. Kon-
struujme teda postupne (indukeiou) klesajicu postupnost kladryeh cisel
(realnych) {a,}; ;. je otazka. ¢i existuje taky predpis pre konstrukein paanych
(neparnych) ¢lenov postupnosti, aby sme pri volbe parnvch (neparnyeh)
¢lenov postupnosti podla tohto predpisu a pri Tubovolnej volbe neparnyeh
(pdrnych) ¢lenov postupnosti dostali postupnest {« 17 | s tvmito viastnostami:

(a) I (1 -+ a,) konverguje.
o1

(h) Hodneta nekonecného sacinu [T (1 - «,) je iracionilne ¢islo.

-1
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Zrejme aj tejto tlohe mozno dat formuldciu matematickej hry. Uvidime.
ze aj na tito otazku je odpoved kladna a problém rozriesime istou modifikaciou.
Turowiczovej metddy.

Prv nez prikroéime k rieSeniu tohto problému, uvedieme niekolko znamych
poznatkov z teérie realnych déisel.

Je zname. ze kazdé redlne ¢&islo x mozno jedinym spdésobom vyjadrit ako
sti¢et tzv. Cantorovho radu (pozri [1], str. 116), t. j. plati:

o]
Cy

_\N% &6 & Ln
“*‘2%!‘_1!*2!T'“+n!+"' M

n=1

c,m=1,23,...) celé &isla, ¢ (n = 2,3, ...) nezdporné, ¢, < n pre vietky
n =2 3.4, ... ac, <n— 1 pre nekoneéne mnoho n. Rad (1) volame Can-
torovym rozvojom ¢éisla x. Nutnd a postacujica podmienka na to, aby éislo x
bolo raciondlne je, aby pre vsetky n od istého pocinajic platilo ¢, = 0.

Dalej je zname (pozri [2], str. 46), ze prirodzeny logaritm us kazdého kladného
racionalneho ¢isla a je bud 0 (ak a = 1), alebo iracionalne &islo. Oznaéme
v tomto ¢lanku znakom M’ mnozinu vietkych tych iracionalnych &isel, ktoré
st logaritmami racionalnych ¢isel, a polozme M == M' u {0}.

Nasledujice pomocné vety hovoria o niektorych jednoduchych vlast-
nostiach mnoziny M.

Lemma 1. Nech y,, y, € M, vtedy y, + v, €M a y;, — y, € M.

Dokaz. e a et st podla predpokladu kladné raciondlne d&isla, oznadéme
ich znakmi 7, a r,, t. j. r; = e, r, = e¥2, Potom "'z = r .7, a e¥r7 ¥ = 7’ ,

2

v 7‘ 7 z . ’ v’ 4 M u
kedze 7, .7, a — st zase kladné racionalne ¢isla, dostdvame odtial platnost
,

Pl

lemmy.
Lemma 2. Nech y,. y, € M, y, == y,. Nech Cantorove rozvoje isel y, a vy, si

e (@)

c” . .- ¢
7/11T'—+*§'+—f—n' 4 ... =1, 2.

Tordenic: Pre nekoneéne mnoho privodzenjjch isel n plati: ¢f) == ¢?.
Ddéikaz. Dokdzme to nepriamo. Nech by pre vietky n > n, vlatilo ¢() == ¢/*'.

17“
Potom dostavame y, — 9, = Z

el e®)
n n 3 1 4 ol
- ST, ]{d() A ]C I'2L(‘vl()lléll]1(‘¢ (?lSl(),

n!
n o1 .
# - 0. teda o je iraciondlne ¢éislo (pozri [2], str. 46), v dosledku toho y, — 3, € M.

a to je spor s tvrdenim lemmy 1.
Uvidzme v dalSom, Ze mnozina M je odislovatelnd a zrejme nekoneénd.
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Zoradme vietky jej ¢leny do prostej postupnosti {y,0/ . Nech

Al a A
O L
je Cantorov rozvoj Cisla g, (b = 1,2.3. ...) z mnoziny .

tiesenie nasho problému je Tahkym dosledkom nasledujicej vety. ktora
dokazeme vhodnou modifikaciou Turowiczovej metd6dy.

Veta Lo KNonstruwjme  postupne  (indukcion) klesajicu postupmost Lladn jel
redlnyeh Elsel

[N -
7S .

i Y1 Ve e X, (2)

Tvrdenie: Eristuje také pravidlo pre kondtrukciu pdrnych (nepdriyeh) élenor
postupmosti (2). Ze pri konStrukeiv pdranych (nepdarnych) clenov postupnosti podlu
tohto pravidle « pri Tubovolnej konstrukcii nepdarnych ( pdarnych) clenos postu p-

nosti dostavame postupnost (2) s hijymito viastnostami:

(a) 2 ~p < -+ oo,

A
(b) Sicet radu >, ~, je iraciondlne Eislo nepatriace do mnoZiny M.
ool
Dékaz. Obmedzime sa na dékaz existencie spominaného pravidla pre
konstrukeiu parnych ¢lenov (pre neparne éleny je to podobné).
Polozme v dalSom pre kazdé prirodzené L s, == v, — v, = ... ~ .
Nech je zvolené (Tubovolné) ¢islo s; == v, > 0. Nech
elh e eth
o -+ SN R
1! 2000 T oy

Sy~

je Cantorov rozvoj ¢isla s,

St tu dve moznosti:

(a) Ak s == y;. potom existuje (najmensi) index (1) - 1 s viastnostou:
el == db)) (3) a éslu s, priradime é&islo ¥, .

(b) Ak s, = ¥,. potom s, = y, a zase existuje (najmensi) index (L) -1
s vlastnostou: ¢}, = d'3)) a ¢islu s, privadime ¢islo y,.

Nech p(1) je najmengie prirodzené ¢islo s vlastnostami:

p(l) > (1) + 1. ey < p(l) — L

V" pripade (a) zvolime za druhy d&len postupnosti akékolvek kladné ¢islo

vvhovujice obom nasledujicim podmienkam
|

([) X2 = 31” <P /’(l) Xo < Np-

\/\

s na v, nekladieme

1
(I'T) Ak je s, < 9,. nech ~, < S (s — s7). Ak

dalsiu podmienku.
Za ¢len ~y zvolme Tubovolné kladné ¢islo. mensie nez v, .
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7 podmienky (II) ihned vyplyva, Ze s; & ¥,.

V pripade (b) zvolime «, tak, aby vyhovovalo podmienke (I), x, je zase
I'ubovolné redlne c¢islo spliiujuce jedine podmicnku 0 < a3 < &,. Zrejme
8 F Y-

Ukdzeme, Ze v oboch pripadoch sa Cantorove rozvoje ¢&isel s;, s,, s; nelisia
v prvych p(1) — 1 ¢lenoch, a teda sa nelisia ani v prvych »(1) 4 1 &lenoch.
Uvazme, ze plati:

2
§3 =8 + X + X3 < 8 + ?’)2“)", p = p(1),
A “ ) 4 9
CIL CIL T R
& < z at T (z n! 3p! ) T P! (4)
n== n=p+1
' 4 n— 1 4 1
DR L N Z [ Loy
n! 3p! n! 3p! (n— 1)  nl
neopt1 n=p+1 n= p+l
4 1 4
= < 0. (5)

gl TPl T apl
40, ) vypljva:

p—1 1
Cm 2 _ ) eV 2 oo 1
N < . < PN + . ' < Oy _}_ P |
n! p! Zy n! (p — !

w1 nesl

a teda celkom p[atn:

p--1 )
¢! ]
81 < 8y < 8y < Z-ff e s
n! (p — D!
ne=l
To dokazuje spravnost tvrdenia.
(2]
v v X c/ .
Teraz pokradujeme v konstrukeii takto: Nech s, -—:Z _ni' (3)

Ak nastal pévodne pripad (a), je s; & y,. Ak existuje najmensie prirodzené

¢islo 1(3) s vlastnostami
W3) > (1) 4+ 1, e+ d, (6)
tak priradime cislu s, ¢islo y,.

Ak viak také »(3) neexistuje, tak s, = ¥, a s; mé pre vietky n > »(1) +
rovnaké ¢leny vo svojom Cantorovom rozvoji ako w,. Teda podla lemmy
je v tomto pripade s; € M a teda s; == y;. Teraz zrejme (podla lemmy
pouzitej na ¢&isla y,, ¥,) existuje (najmensi) index »(3) s vlastnostami:

»(3) > »(1) + 1, CA(,) =% d.(e)

Vol'bu dlena x, mozno zrejme zariadit tak (pozri (LL)), aby s; == y,. Ako prv
i teraz sa moZno presveddéit, ze Cantorove rozvoje &isel sy, s,, s; sa neliSia

[o—

5

%

b

(8]
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v prvych »(3) + 1 ¢&lenoch. Tvrdime, Ze y, moZno priradit ¢islu s; v tomto
zmysle: lixistuje (najmensie) prirodzené ¢islo »(5) s vlastnostami:

w(5) > v(3) + 1, e = dB.

Keby totiz také &islo »(5) neexistovalo. Cantorove rozvoje ¢isel s; a 1, by s
nelisili v Ziadnom ¢lene s indexom vadsim nez »(3) + 1, a teda i C antom\ ¢
rozvoje ¢isel s; a s3 by sa neligili v Zziadnom ¢&lene s 1ndex0m vadsim nez 13) 4 1,
a kedze sa nelisia v prvych »(3) 4 1 &lenoch, vyplyva, Ze s; = s,. 6o je spor.

Ak nastal pripad (b), potom je nutné s; == y;. Tvrdime, Ze ¢islu &; mozno
priradit ¢islo y, v tom zmysle, Ze existuje ¢islo »(3) s vlastnostami:

W(3) > (1) + 1, oy 4 difhy.

(V konstrukeii pre uréitost berieme najmensie ¢islo tejto vlastnosti) Keby

totiz také &islo »(3) neexistovalo, rozvoje &isel s;3 a y; by sa nelisili v ¢lenoch

s indexmi vadsimi nez »(1) 4+ 1. a teda (kedze s; a s; = ¥, sa neliSia v prvych

r(1)i4 1 ¢lenoch) dostavame s, = s;, ¢o nie je mozné.

Teraz pristipime k indukénému kroku.

7 celého postupu je zrejmé:

Nech k je prirodzené ¢islo. Potom mame dve moznosti:

(2) Cisla 7y, ¥s, ..., y, st vzajomne jednoznaéne priradené ¢islam s;. s;. .. .,
(y; je priradené ¢cislu s, ;, ak existuje (na]mensw) prirodzené (~1slo

Sap1
r(2l — 1) s vlastnostami: »(2l — 1) > »(2l — 3) + 1, ¢, 1, 5= d', ).

() Cisla oy, ¥s, oo Y1y Yuy1 STG vzajomne jednoznac¢ne priradens éislam
81 83, « ..y Sapoy, Pritom &islo ;. jepriradené &islu sy 5 a vetky éleny rozvoja

vy

¢isla s, ; s indexom vadsim nez »(2k — 3) 4 1 s rovnaké s prislusSnymi
¢lenmi rozvoja Gisla y,. 1 tu plati pozndmka uvedend v zatvorke v («).
V pripade (a) pokratujeme takto:

Nech
C(l_’/r 1) C!,')“I‘ 1) CEI’L 1) _
See1 Ty + 21 + .. ! + . (7)
jo Cantorov rozvoj Cisla s, ; a nech p(2k — 1) je najmensie prirodzené islo
s tvmito vlastnostami:
p(2k — 1) = p(2k — 3), P2k — 1) > »(2k — 1) & 1.
¢y < p(2k — 1) — 1.
Zvolme Cislo «,, tak, aby spliovalo podmienky :
1
() 0 <y = —;17‘ , p == p(2k — 1), Xop <7 Xop g -
‘ 1
(1) Ak sy y <y nech wy < f0 kde 1= PSap 1= Yoy 1o 1k vSak

=

Y1 = Sy . Potom na x,, nekladieme dalsiu podmienku.
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Z \'()]Yby Noge Vidief;, Ze Sok1 ?f— Yyt )
r ) , < Nog)-
Zvolme X, Tubovolne (pravda, tak, aby 0 << &Xasr+1 2 - »
L o oy, ga nelisia v prvych
Ukazeme, Ze Cantorove rozvoje ¢isel Ssp—1, Sy, S2+1 sa prvy
1(2k — 1) 4 1 ¢lenoch. Skuto¢ne mame:
2
(2 — ]
1) = P L .
Saupr1 == Sapog - Ny Vapey < Sy 3p!”’ p = )
})

o » ok 1) 4 P

B ek e ] + i (%)
Sorr1 < - -r . ! !
2441 n! n! 3p! p:

n--1 We=p-l

o2k v 4 SE 4 Z ( L '_) N
Z nl 3';)'! = Z nl ‘3p>!4 o (n — 1)! n!
n-=p41 ne=pil n=p+1
S R B ) ()
3p! p! 3p!
Teda 7 (8), (9) vyplyva:
p—1 p--1
- @k 1
e et 2 Z Cii o
Sar1 < Z Tl + o pr* = n! - (p— 1)!
ne=1 ne==1
a teda celkom dostdvame:
p--
o(," ~1) 1
Sop1 < Sop < Supq < Z Hes - »—1n (10)

n=1

Rovnakym postupom mozno ukézat aj pri volbe ~xy; v pripade (b) (pozri da-
lej). ze Cantorove rozvoje &isel s, 1, Sais Sap+1 52 nelisia v prvych »(2k — 1) 4 1
¢lenoch. Treba si viak uvedomit, ze »(2k — 1) znacéi v pripade (b) vSeobecne
iné ¢islo nez v pripade (a).

Dalej mdme tu dve moznosti:

(¢) Existuje prirodzené ¢&islo »(2k + 1) s vlastnostami:

r(2k 4+ 1) > »(2k — 1) + 1, o' F difub,

(v konstrukeii berieme najmengie prirodzené Cislo »(2k -1 1) s uvedenymi
vlastnostami).

(d) Vsetky éleny Cantorovych rozvojov &isel Sy 1 a ¥4 s indexmi vadsimi
nez »(2k — 1) + 1 st rovnaké, rozvoje &isel Sy4y & 7,4 neliSia sa v ¢lenoch
s indexmi vadsimi nez »(2k — 1) -+ 1.

V pripade (c) priradime ¢&islo #,., ¢islu Sy 5.

V pripade (d) je zrejmé: s, € M == Syeq F Yirz @ podla lemmy 2 existuje
index »(2k + 1) s vlastnostami:

12k 4 1) > 2k — 1)+ 1, RN = avp



(v konStrukeii berieme najmensi taky index), ¢islu sy priradime ¢islo yy-
Cislo .., v dalfom kroku priradime &islu s.;;5, o je mozné na zaklale toho,
ze Cantorove rozvoje &isel ¥, & 843 Nemoézu mat vsetky cleny s indexmi
viassimi nez »(2k 4 1) 4 1 rovnaké, pretoze v opa¢nom pripade by si rozvoj
éisla 8.3 zhodoval s rozvojom éisla sy, vo vSetkych ¢lenoch s indexmi
viiésimi nez »(2k + 1) + 1 a kedZe rozvoje Gisla Syig @ So; sa nelisia v prvyceh
v(2k + 1) + 1 &lenoch, dostdvame sy,13 = Su;py, €O Nie je mozné.

V pripade (b) zvolime «,, tak, aby vyhovovalo podmienke (I), kde p(2k — 1)
je najmensie prirodzené ¢islo s vlastnostami:

P2k — 1) > p(2k — 3), p2k — 1) >v(2k — 1) + 1,
ey < p(2k — 1) — 1

»(2k — 1) je najmensie prirodzené &islo s vlastnostami:
(2 — 1) > v(2k — 3) + 1, ¢35t = dify0

Ukazeme, Ze ¢islo y, mozno priradit ¢islu sy.q, t. j. existuje »(2k + 1) pri-
rodzené s vlastnostami:

v(2k + 1) >»(2k — 1) + 1, Clen =+ d((u 1

(v konstrukeii berieme najmensie prirodzené ¢islo uvedenych vlastnost ). Keby
totiz také »(2k 4- 1) neexistovalo, tak by rozvoj &isel y, a 8,,.; mali rovnaké
rovnolahlé &leny s indexmi vac¢simi nez »(2k — 1) 4 1, a kedZe &leny rozvoje
disla g, s indexmi vaéSimi nez »(2k — 3) + 1 st rovnaké s rovnolahlymi ¢lenmi
rozvoja &isla sy, tak aj rozvoje &isel 8y @ 8344 sa nelisia v ¢lenoch s indexmi
viacsimi nez »(2k — 1) + 1, a kedZe sa zhoduju tieto rozvoje aj v prvych
v(2k — 1) 4+ 1 élenoch, je s,..; = 8,4, €0 je spor.
Zostrojme teraz rad:

b, by by bnnq
nra et T par T T
b’n'(3)ﬁ ,,,\b'(,‘,)i 1 bn (5)
e T e e T T
4+ byor-1 + b.m—l)ﬂ NI bi(,’i y + (11)
2k — D] T (@ — 1) + 1! b+ ) T
kde

b=V, L=i=0(1) 4 1
b = ofY, 1)+ 1 <1=9(3) + 1
b, : oD v(2k — 1) 4+ 1 <1< »(2k 4 1) 4 1.

Z volby cisel b, ihned vyplyva, Ze rad (11) konverguje; jeho stcet ¢ znaéme
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znakom b. Odhadnime rozdiel b -—s;. Ak j je neparne ¢islo, j = 2k — 1
alebo j je parne é&islo, 7 = 2k, potom plati:

C b——c“”“‘) C 1 )
1()—5‘;]§2| n'" I Z(—?T_—l)—‘»()ked'y—éoo,

v(2k—1) 12 1@k—1)+2

a teda b — s; —> 0, t.j. rad D, konverguje a jeho sudet je b.
1

Ukédzeme, Ze ¢islo b je iraciondlne ¢islo. Aby sme to dokazali, stadi overit
platnost tychto dvoch tvrdeni:

() Rad (11) mé nekoneéne mnoho ¢&lenov réznych od nuly.

(F) Rad (11) je Cantorov rozvoj ¢isla b. '

Dokazme (K). Polozme ¢, = Z T (n=1,2,3,...). Z kon§trukcie radu (11)

je zrejmé, Ze pre kazdé pr]rodzene nplati: o, < s, < s, < b, ateda g, <b

no==

pre vietky n. To dokazuje spravnost tvrdenia (E).

Zavedme toto vyjadrovanie: Nech Z pol je nekoneény rad. Hovorime, ze

¢len tohto radu n—" ma vlastnost », ak ¢, = n — 1. Aby sme dokazali spravnost

tvrdenia (F), stadi zrejme dokdzat, Ze nie je mozné, aby vietky ¢éleny radu (11)
od istého poéinajic mali vlastnost ». Postupujme nepriamo, nech vsetky
¢leny radu (11) od m,-tého maju vlastnost v. Bez ujmy na vSeobecnosti

o2k
moézeme polozit ny = »(2k — 1). Clen 6ok '(_2‘ 1‘)“ ! T ) ma vlastnost v,
. . b,
kedZze na zdklade konstrukcie radu (11) je rovny &lenu E—-(“Z—Eﬂ_f-’”-l"i T

(2k—1)
radu (ll).NechjeQ!z—f --prvy ¢len radu s indexom > »(2k — 1) + 1v (7), ktory
nemd vlastnost » (také [ na zdklade definicie Cantorovho radu existuje).
Potom na zaklade volby é&isla p(2k — 1) plati: | < p(2k — 1) a pre b — 8y, 4
dostaneme tento odhad:

L2 L 2 1 L
ST T Ty pk — I T3 [p(2k + D]
a teda kedZe postupnost {p(2k — 1)} je rastica:
1 2 (1 l
<bh— s, — = o )op =2k — 1)
b e < (ot r it e o »= -1
. Uv(rtivtre,r %0 b — Sgb-1 = ok + Xok+r + ... & pozrite volbu &lenov ok, Xgp4y, - - -
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Z toho dostavame:

Na druhej strane mame: p > v(2k — 1) + 1 = 2, takZe sme dospeli k sporu.

Uvazme dalej, ze pre kazdé y,€ M je y, == b, kedZe (antorove rozvoje

¢isel y, a b sa lisia aspon v jednom dlene. Ak totiz je y, priradené ¢islu s, .
(21—1)

. . . N by it
lisia sa tie rozvoje v &lene — D . G

2l — D] 20— D)

Teda &islo b je iracionalne a nepatri do M. Tym je dékaz hotovy

Riesenie problému pre nekonedéné suciny, vysloveného na zaciatkn ¢lanku,
je obsiahnuté v nasledujicej vete, ktora je uz lahkym désledkon vety I.

Veta 2. Konstruujme postupne (indukciou) klesajiicu postupnost Iladn ijch
redlnych Cisel {a}r . BExistuje také pravidlo pre konStrukciv pdarnyci (nepir-
nych) Elenov postupmosti, Ze pri konstrukcit pdrnych (nepdrnych) élenov postup-
nostt podla tohto pravidla a pri lubovolnej konstrukcii nepdrnych (pdrnych)
Elenov postupnosti dostaneme postupnost {a,} ., s tijmito vlastnostami:

(a) Nekoneény sucin P = 11 (1 4+ a,) konverguje.
h=1

(b) Hodnota P nekoneéného siéinu je iraciondlne &islo.

Dékaz. Polozme «, = log (1 + a;) > 0 a aplikujme vetu 1 na konstrukeiu
¢lenov postupnosti {~;} 7 ;. Podla vety 1 existuje také pravidlo pre konstrukeiu
parnych (neparnych) ¢lenov postupnosti {v.}r.;, Ze pri konstrukeii parnych
(neparnych) ¢lenov podla tohto pravidla a pri P'ubovolnej konstrukcii nepar-
nych (parnych) élenov dostavame postupnost {x,}r., s vlastnostam :

(a,) o :’241“7; < + oo.

(b,) Stidet radu . x, je iracionalne &slo nepatriace do M. Pravidlo pre volbu
k=1

¢lenov a,, (obmedzujeme sa zase len na parne ¢leny) je teraz jednoduché:

n

Pre kazdé prirodzené k kladieme: a,, = e,, — 1. Polozme S, = > x, == log P, .
2k 2k n k g n

P
1

n
kde P, = 11 (1 + a;). Potom P, = e%* a zrejme lim P, = e* a hodnota 1ekonec-
k=1 n—=>n
eo)

ného sadinu I (1 + a,), t. j. &islo e* je iracionalne &islo, kedze x je ir:.ciondlne
k=1
nepatriace do M.

Tym je dokaz vety hotovy.
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Ob OJHOM CBONCTBE UPPAIITUOHAJILHBIX YUYUCEJ
THBOP MAJTAT
BbutBO B

B oroli crathi agrop pemur ojHy 1podjemy M3 Teopuu OeCKOHEUHbIX HPOM3BCACHHIT,
AHATOCINYIO 1po0/eMe 13 Teopuyu BecKoIeHLIX PAR0B, KoTtopylo pemust A. Typosuu B pa-
Gore [3]. OCHOBHBIN PE3YILTATOM DTOH CTATBU ABJAACTCH JIOKABATCILCTRO CACYIONCH TeO-
peMbl:

RoueTpYHpyeM  nocrenenio (M KIMeid)  yObIBAIomyIo  HOCACAOBATCILHOCTL  HOJ0HM-
TEALHBIY  BOHCCTBORHBIX duced {a,}P . 1oToM CylecTByer Takoe NpaBuio it KOHCTPY K-
I UCTHBX (HEUETHBIX ) YJCHOB TI0CACA0BATCILHOCTH, UTO 1IPA KOHCTPYKIMA 4eTHbIX (He-
UCTHBIX) 9ICHOB HOCCLOBATCILITOCTA 1O DTOMY HPABK/AY M 1IIPU TIPOM3BOILHOR KOHCTPYKITUM
HESCTHLIX (YOTHLIX)  WICHOB  HOCTICA0BATCABIIOCTH  NOJAYUNM  HOCACTOBATCIALHOCTE  {a,}

¢ ANVIONHME ¢ BOHCTBAMM:
@

() DBecRoneunoe npousse;leHne I (1 t a,) cxopures.
ne=1
o0

(6 Suavenmem 0ec RONCUHOrO HPON3BCICHUAA 11 (1 + )i,,) SIBJSICTC S UPPANMOHAIBHO THET0.
n-=1

ZU EINER EIGENSCHAFT DER IRRATIONALZAHLEN
TIBOR SALAT
’ Zusammenfassung

In dieser Arbeit 1ost der Verfasser ein Problem aus der Theorie der unendlichen Pro-
dukte, welches einem von A. Turowicz in Arbeit [3] gelosten Problem aus der Theorie
der unendlichen Reihen @hnlich ist. Das Hauptergebnis der Arbeit ist der Beweis des
folgenden Natzes:

Man konstruiert fortschreitend (durch Induktion) eine fallende Folge der positiven
reellen Zahlen {a,}* ;. Dann existiert eine solche Regel fur die Konstruktion der geraden
(ungeraden) Glieder der Folge, daB man bei der Konstruktion der geraden (ungeraden)
Glieder der Folge nach dieser Regel und bei willkiirlicher Konstruktion der ungeraden
(geraden) Glieder der Folge eine Folge {a,}f mit diesen Eigenschaften bekommt:

e
(1) Das unendliche Produkt U (1 + «,) konvergiert.
1

"=

(=4}
(b) Der Wert des unendlichen Produktes 1l (1 + «,) ist eine Irrationalzahl.
ne=l
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