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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, VII, 2 

K J E D N E J V L A S T N O S T I IRACIONÁLNYC H Č Í S E L 

T I B O R SALÁT 

Katedra matematik v Univerzitv Komenského v Bratislavě 

V práci [3] sa A. T u r o w i c z zaoberá riešením nasledujúcej otázky: 
Konstruujme postupné (indukciou) postupnost 

{an}u u an > ()(n = L 2. 3, . . .), ax > a2 > a3 > . . . > a;l > . . . 

Je otázka, či existuje taký předpis pre konstrukční parny cli (ne parných) 
členov postupnosti, aby sme pri konštrukcii parných (nepárnych) e enov pc-
stupnosti podlá tohto předpisu a pri lubovolriej konštrukcii nej)árnycli (pár-
nych) členov postupnosti dostali postupnost {an}'n x s týmito vlas1 nosťami: 

00 

(a) y^an < +00, 
n -= 1 

00 

(b) Súčet radu ]> an je iracionálně číslo. 

V citovanej práci je vypracovaný taký předpis. 
Tejto úJohe možno dať aj formuláciu matematickej hry. NecJi A. B sú 

dvaja hráči, ktorí hrajú tak. že postupné striedavo voJia členy "desajúcej 

postupnosti kladných čísel {an}n.,_x. A zvíťazí, ak rad >̂ an konverguje a jeho 

súčet je iracionálně číslo, B zvíťazí, ak rad >̂ an buď diverguje, alebo konverguje 

a jeho súčet je racionálně číslo. V práci [3] je dokázané, že vždy možno zaručit' 
víťazstvo hráča A. 

V tomto článku je riešená podobná otázka pre nekonečné súčiny. Kon­
struujme teda postupné (indukciou) klesajúcu postupnost kladrých čísel 
(reálných) {an}n 1 , je otázka, či existuje taký ])red])is ]>re konštrukciu parných 
(nepárnych) členov postupnosti, aby sme pri volbě parných (n spárny cli) 
cleno v postupnosti podlá, tohto předpisu a pri Yubovolnej voíbe nepárnych 
(parných) členov postupnosti dostali postupnost {a:l}J; , s týmito vlar-t nosťami 

(a) 11(1 —f— OJ konverguje. 
H 1 

(b) Hodnota nekonečného súčinu II (1 -f- au) je iracionálně číslo. 
n i 
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Zrejme aj tejto úlohe možno dať formuláciu matematickej hry. Uvidíme, 
že aj na tuto otázku je odpověď kladná a problém rozriešime istou modifikáciou 
Turowiczovej metody. 

Prv než přikročíme k riešeniu tohto problému, uvedieme niekoTko známých 
poznatkov z teorie reálných čísel. 

Je známe, že každé reálné číslo x možno jediným spósobom vyjádřit ako 
súčet tzv. Cantorovho radu (pozři [1], str. 116), t . j . platí : 

i n\ 1! i 2! + •'• + n\ + "'• l ; 

ca(n = 1,2,3, . . .) celé čísla, cn(n = 2, 3, . . .) nezáporné, cn < n pre všetky 
n = 2, 3. 4, . . . a cn < n — 1 pre nekonečné mnoho n. Rad (1) voláme Can-
torovým rozvojom čísla ne. Nutná a postačujúca podmienka na to, aby číslo x 
bol o racionálně je, aby pre všetky n od istého počínajúc platilo cn = 0. 

J)alej je známe (pozři [2], str. 46), že prirodzený logaritmus každého kladného 
racionálneho čísla a je bud 0 (ak a = 1), alebo iracionálně číslo. Označme 
v tomto článku znakom M' množinu všetkych tých iracionálnych čísel, ktoré 
sú logaritmami racionálny ch čísel, a položme M = M' u {0}. 

Naslednjúce pomocné vety hovoria o niektorých jednoduchých vlast-
nostiach množiny M. 

Lemma 1. Nech yx, y2 6 M, vtedy y1 -+- y2 € M a yx — y2 6 M. 
Dókaz . e^1 a e*'- sú podlá předpokladu kladné racionálně čísla, označme 

r 
ich z n a k m i r1 a r 2 , t . j . r1 = ey-? r2 = ey*. P o t o m e?'l+ž/2 = r1 . r2 a e^ - 2 7- — —-, 

r2 
T 

kedze r1. r.> a — sú zase kladné racionálně čísla, dostáváme odtial platnost 
lemmy. 

Lemma 2. Nech yx, y2 € M, yx =(= y2. Nech Cantorove rozvoje čísel yY a y2 sú 

c(/;) ciť) c ? 
1! 2! n\ 

Tvrdenie: Pre nekonečné mnoho prirodzených Čísel n platí: cn
]) 4= c{

n
]. 

Dokaž . Dokažme to nepriamo. Nech by pre všetky n > nn ])latilo cn
]) = c[~\ 

v-1
 (/n c(2) 

Potom dostáváme yx — y2 = \ --''— --" -=r, kde r je racionálně číslo. 
n 1 

r ( 0. teda er je iracionálně číslo (pozři [2], str. 46), v dósledku toho y1 — y2 €M. 
a to je spor s tvrdením lemmy7 1. 

Uvažme v dalsom, že množina M je očíslovatelná a zrejme nekonečná. 
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Zora d m e AŠetky jej cleny do proste j p o s t u p n o s t i {yk}k ,. Nech 

df dy diy 
Vk ~ 1 ! + í\ " •'• + n\ ^ •'• 

je Cantorov rozvoj čísla yL(k =-- J, 2. 3. . . .) z množiny JI. 
Hiešenie nášho problému je Tahkym. dósledkom nasledujiieej vety. k t o n i 

d o k á ž e m e v h o d n o u modifikáciou Turowiczovej m e t o d y . 
\>ía I. Konstruujme postupné (indukcion) klesá júcu postu jmoxí kladných 

reálných čísel 
(Ví/, i = V >̂ V« • • • (-) 

Tvrdenie: Existuje také pravidlo pre konstrukciu parných (nepatrných) cU nor 
postupnosti (2). ze pri konstrukcii parných (nepúrnych) clenov jjostujmosti pod fa 
tohto pravidla a pri fubovofnej konstrukcii nepúrnych (parných) cU nor postup­
nosti dostáváme postupnost' (2) .v týmito vlastnosfami: 

oc 

(a) 2^ ak < 4- oo, 
/• - 1 

(b) tiúcet radu ^ \k je iracionálně číslo nepatriace do množin// JI. 

D ó k a z . Obmedzíme sa n a dókaz existencie s])omínaného -\)v<\\ idla ]>re 
konšťrukciu p a r n ý c h členoY (pře ne])árne členy je t o p o d o b n é ) . 

Položme v dalšom ])re k a ž d é pr irodzené k sk —- Y l — \ 2 - . . . - >/.. 
Nech je zvolené (Tubovoíné) číslo 6̂  — v. > 0. Nech 

. . ( i ) r(\) r(\\ 

v - --- -I- " 4 - -u ' 4-
1 1 ~ J! j 2! ' " • ! •//! 

je Cantorov rozvoj čísla sv. 
Sú t u dve m o ž n o s t i : 
(a) Ak sA y ?/i, ]>otom existuje (najmenší) index i(l)< 1 s vlař-tnosťou : 

(A,\\) y ({(A\) (3) a číslu sx p ř i řad íme číslo y}. 
(b) Ak sL = ?/j. potom s, 4= l/2 a zase existuje (najmenší) index *(1) ; 1 

s vlastnosťou : c\\\) y d{$\) a číslu s1 ])riradíme číslo y2. 
Nech p(\) je najmenšie pr i rodzené číslo s v las tnosťami: 

j,(\) > r ( l ) + 1. c j " , < / > ( ! ) - I. 

V p ř í p a d e (a) zvolíme za d r u h ý člen pos tupnos t i akékolYek k l a d n é číslo 
vyhovuji ice obom nasledujúcim p o d m i e n k a m 

1 
3p! 

(II) Ak je s1 < y2. nech ^>2 < -~-(//._, — #•,). Ak y2 < ,Sj. n a \2 n e k l a d i e m e 

(П ^ үy-< V =~ P(])> ҳi < V 

dalsiu ])odmienku. 

Za člen \;] zvolme rubovoiné k l a d n é číslo, menšie než >2. 
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Z podmienky (II) ihned vyplývá, že s3 4= :?j2-
V případe (b) zvolíme x2 tak, aby vyhovovalo podmienke (I), oc3 je zase 

[libovolné reálné číslo splňujúce jediné podmienku 0 < ťx3 < oc2. Zrejme 

*« * Ví • 
Ukážeme, že v oboch prípadoch sa Cantorove rozvoje čísel sí9 s2, s3 nelíšia 

v prvých p(\) — 1 členoch, a teda sa nelíšia ani v prvých r(l) -f- 1 členoch. 
Uvažme, že platí : 

2 
s3 = sx + a2 + ť\3 < s± + — , p = p(l), 

P 00 

w=-l /i^/> + l 
/>! 

» p + l n=-p + l n = p + Л 

4 1 4 
- ^ Г < <> • (ñ) 

Z wF 3p! Z w! " 3p! Z \(rc - i")"! " rc! / 
1 n-

4 1 4 
3p\ ~ ~p\ ~ 3p\ 

ZJ n\ ^ p \ - Zi rc! I>! ~ Z n\ (p - íj! 

Z (4), (5) vyplývá: 

S3 < 

a teda celkom platí: 
p-i 

r-0) 

'1<в-<в'<S^Г-|-öi--:'.TT! 
To dokazuje správnost tvrdenia. 

oo 

Teraz pokračujeme v konštrukcii tak to : Nech s3 = \ 
ni 

w - - l 

(3) 

Ak nastal povodně případ (a), je ,93 4= y2. Ak existuje najmenšie prirodzené 
číslo r(3) s vlastnosťami 

r(3) > r(l) + 1, c%+d%, (6) 

tak přiřadíme číslu s3 číslo y2. 
Ak však také r(3) neexistuje, tak s3 4= y2 a s3 má pre všetky w > r(l) -f- 1 

rovnaké členy vo svojom Cantorovom rozvoji ako y2. Teda podlá lemmy 2 
je v tomto případe s3$M a teda s3^y3. Teraz zrejme (podlá lemmy 2 
použitej na čísla y2, y3) existuje (najmenší) index r(3) s vlastnosťami: 

r ( 3 ) > r ( l ) + 1, c % + < ; » ) . 

Volbu člena ;x4 možno zrejme zariadiť tak (pozři (II)), aby s5 4 r 2/2- Ako prv 
i teraz sa možno přesvědčit, že Cantorove rozvoje čísel s3,siys5 sa nelíšia 
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v prvých *>(3) + 1 clenoch. Tvrdíme, že y2 možno priradiť číslu sb v tomto 
z mysle: Existuje (najmenšie) prirodzené číslo v (5) s vlastnosťami: 

v(5) >v(>3) + 1, c%+d%. 

Keby totiž také číslo v(5) neexistovalo, Cantorove rozvoje čísel «s5 a /> by sa 
nelišili v žiadnom člene s indexom váčším než v(3) + 1, a teda i Cantorove 
rozvoje čísel s5 a sz by sa nelišili v žiadnom člene s indexom váčším než r[%) + 1, 
a kedze sa nelíšia v prvých v(3) + 1 clenoch, vyplývá, že «s5 = s:i. čo je s])or. 

Ak nastal případ (b), potom je nutné ss + yl. Tvrdíme, že číslu s:] možno 
priradiť číslo y} v tom zmysle, že existuje číslo r(3) s vlastnosťami: 

r(3) >v(\)+ 1, c% + 4H). 

(V konstrukci i pre určitost berieme najmenšie číslo tejto vlastnosti) Keby 
totiž také číslo r(3) neexistovalo, rozvoje čísel s3 a y} by sa nelišili v clenoch 
s indexmi váčšími než v(\) + F a teda (kedze ss a sx = H. sa nelíšia v prvých 
r ( l ) ] + 1 clenoch) dostáváme s:l •— síy čo nie je možné. 

Teraz pristúpime k indukčnému kroku. 
Z celého postupu je zřejmé: 
Nech k je prirodzené číslo. Potom máme dve možnosti: 
(a) Čísla 7/j, y2, . . ., yk sú vzájomne jednoznačné priradené číslam sx. s3. . . ., 

s.lk-1(yi je priradené číslu <% .j, ak existuje (najmenšie) prirodzené číslo 
v(2l — I) s vlastnosťami: v(21 - 1) > v(2l — 3) + 1, c%% + d^ 7 1 }). 

(b) Čísla yl7 y2, . . ., 2/V-x, 2/̂ M x sú vzá jomne j e d n o z n a č n é p r i r a d e n é číslam 
#!, «s3, . . ., <s\>,,_ 3 , přitom číslo i/̂ ,, j je priradené číslu S2A—i a všetky členy rozvoja 
čísla «s2í._1 s indexom váčším než v(2k — 3) + 1 sú rovnaké s příslušnými 
členmi rozvoja čísla yk. I tu platí poznámka uvedená v zátvorke v (<t). 

V případe (a) pokračujeme takto: 
Nech 

r('2k ]) r(2 k I) .(2A- 1) 

* - = V + -•;.. +•••+;. +••• t 7 ) 

je Cantorov rozvoj čísla «v2A. 3 a nech ?j(2k — 1) je najmenšie prirodzené číslo 
s týmito vlastnosťami: 

p(2k - 1) > p(2k - 3), p(2k - l) > v(2k - [) + \. 

c%-'\)<p{M- 1 ) - I-
Zvolme číslo r\2/. tak, aby^splňovalo podmienky : 

1 
3y7! 

(11) Ak ,s>, ! < //^L1, nech a2A. < . L kde t --- j #.>k. x — •«/A...1 i. ik však 

(I) 0 < ^ < ---•, </> =-. p(-2k - 1). x2, 

llk,.x i í s 2 t _ ] , p o t o m iiíi x.l!c uekJadieme ďalšiu p o d m i e n k u . 
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Z volby y2k vidieť, že s2kjrl + yk+1. 
Zvol'me x2k+1 l ibovolné (pravda, tak, aby 0 < #2„.+i < *2k'' 
Ukážeme, že Cantorove rozvoje čísel s2k^, s2k, s2k+1

 s a n l s a v l ) r v y c r 

i(2k — 1) + 1 členoch. Skutočne máme: 

9 - , 4 x I > o- * + 2 ?> = V(2/c ~ J ) ' 
% - f l — <%«~1 T~ ^2,* I 1>2A:+] < - 6 2 £ - 1 T -» j J ' 

. v í ř " / v c » ' n 4-1 + 4- («) 
» ] y / _ = ^ - 4 - l 

r i r/J °° 1 \ 

Z w! 3p\ < L ~n\ 3?:>! ~~ L \ (n - i)1- **! / 
/J-/H-1 H - 7 > f l n^p+l 

- A _.A_ A f < 0 . 00 
3-! p\ 3p! 

Teda z (S), (9) vyplývá: 

, , v c » 2 ' " 1 A- ^ " + 2 < V c í í + -—-
n--=l « = 1 

a teda celkom dostáváme: 
p \ 

-(2Л-1) 
5. '2Л—1 < S.u. < ««.... < ^ ^ - + ( — - j j , • (1») 

Rovnakým postupom možno ukázať aj pri volbě x2k v případe (b) (pozři ďa-
lej). že Cantorove rozvoje čísel s2k.l9 s2k, s2k+1 sa nelísia v prvých v(2k — 1) + 1 
členoch. Třeba si však uvedomiť, že v(2k — 1) značí v případe (b) všeobecné 
iné číslo než v případe (a). 

Ďalej máme tu dve možnosti: 
(c) [existuje prirodzené číslo v(2k + 1) s vlastnosťami: 

v(2k + 1) > v(2k - I) + 1, c%% 4= d ^ V n 

(v konštrukcii berieme najmenšie prirodzené číslo v(2k + 1) s uvedenými 
vlastnosťami). 

(d) Všetky členy Cantorových rozvojov čísel s2k±1 a ykA1 g indexmi vačšími 
než v(2k — 1) + 1 sú rovnaké, rozvoje čísel s2k+1 a ykJrl nelísia sa v členocii 
s indexmi vačšími než v(2k — 1) + 1. 

V ]>rípade (c) přiřadíme číslo yk+l číslu s 2 H ] . 
V případe (d) je zřejmé: s2k+1$ M => s2k+1 =¥ 2/*4-2 a podlá lemmy 2 existuje 

index r(2k + 1) s vlastnosťami: 

i(2k + 1) > v(2k - 1) + 1, c$b% + d^-?)1} 
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(v konštrukcii berieme najmenší taký index), číslu s2k+1 přiřadíme číslo yk^2-
Číslo yk+1 v ďalšom kroku přiřadíme číslu s»k+3, ČO je možné na záklacle toho, 
že Cantorove rozvoje čísel yk+1 a s2k+3 nemóžu mať všetky členy s indexmi 
váčšími než v(2k + 1) + 1 rovnaké, pretože v opačnom případe by s i rozvoj 
čísla s2k+3 zhodoval s rozvojom čísla s2k+1 vo všetkých členoch s indexmi 
váčšími než v(2k + 1) + 1 a kedze rozvoje čísla s2k+3 a s2k+1 sa nelíšia v prvých 
v(2k + 1) + 1 členoch, dostáváme s2k+3 = s2k+1, čo nie je možné. 

V případe (b) zvolíme a.2k tak, aby vyhovovalo podmienke (I), kde p{2k — l) 
je najmenšie prirodzené číslo s viastnosťami: 

p(2k - 1) > p(2k - 3), p(2k - 1) > v(2k - 1) + 1, 

c%k% < p(2k ~ 1) - 1 

a v(2k — 1) je najmenšie prirodzené číslo s viastnosťami: 

P(2k - 1) > v(2k - 3) + 1, _$*_]) + _<V_,,. v 

Ukážeme, že číslo yk možno priradiť číslu s2k+1, t. j . existuje v(2k + 1) pri­
rodzené s viastnosťami: 

v(2k + 1) > v(2lc - 1) + 1, c%í% + d%l.:l) 

(v konštrukcii berieme najmenšie prirodzené číslo uvedených vlastnost.). Keby 
totiž také v(2k + 1) neexistovalo, tak by rozvoj čísel yk a s2k+1 mali rovnaké 
rovnolahlé členy s indexmi váčšími než v(2k — 1) + 1, a kedze členy rozvoje 
čísla yk s indexmi váčšími než v(2k — 3) + 1 sú rovnaké s rovnolahlými ólenmi 
rozvoja čísla %._ l 3 tak aj rozvoje čísel 82jt-i a s2k+i s a nelíšia v členoch s indexmi 
váčšími než v(2k — 1) + 1, a kedze sa zhodujú tieto rozvoje aj v prvých 
v(2k — 1) + 1 členoch, je s2k+1 = 82_=-u co J e sP°r-

Zostrojme teraz rad: 

1! "*" 2! ^ ' ' * "*" [v(l)]\ ^ [v(l) + 1]! ^ ' * * i " 

l °r(3) , L^'_3)+Í L _|_ __ r ( 5 ) 1 _L 
+ M3)]! + j>(3) + 1]! + • • • + [.(5)]! + • • • + 

, °.'(2fc-l) i ___(2__J___: L I ^)'(21-J1) , /i i v 
+ [ . ( 2 „ - 1)]! ^ jV(2„ - f) + i ] ! I" • • • •+• [ , ( 2 F + I ) ] ! + ' • ' l l l j 

6, = 6.°, 1 ^ . ^ . ( 1 ) + 1 
., = cf\ v(l) + l < . ^ . ( 3 ) + l 

kde 

6, = c.-*' '\ . (2„ - 1 ) + 1 < . Š .(2„ + 1) + 1. 

Z vol'by čísel b, ihned' vyplývá, že rad (11) konverguje; jeho súčet cznačme 
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znakom b. Odhadnime rozdiel b — s;-. Ak / je nepárne číslo, j = 2k — l 
aJebo / je párne číslo, j = 2k, potom platí : 

oo co 

r i l i - c<2*-0 I >n 1 

Ih - ** I < 2 . r " J ̂  I W=W\ - ° keď > •* °°' 
v{2A--l)-|-2 r(2fc-l) + 2 

a teda b — s? -> O, t. j . rad ^ocn konverguje a jeho súčet je b. 
i 

Ukážeme, že číslo b je iracionálně číslo. AlYy sme to dokázali, stačí overiť 
platnost týchto dvoch tvrdení: 

(J^) Rad (11) má nekonečné mnoho členov róznych od nuly. 
(F) Rad (11) je Cantorov rozvoj čísla b. 

n 

Dokažme (E). Položme an = \ -—, (n = 1, 2, 3, . . . ) . Z konštrukcie radu (11) 
A - - 1 

je zřejmé, že pre každé prirodzené n platí : an < sn < sn+1 < b, a teda aH < b 
pre všetky n. To dokazuje správnost tvrdenia (E). 

Zaveďme toto vyjadrovanie: Nech \ — y-je nekonečný rad. Hovoříme, z 

člen tohto radu—y má vlastnost v, ak cn = n — 1. Aby sme dokázali správnost 

tvrdenia (F), stačí zrejme dokázat, že nie je možné, aby všetky členy radu (11) 
od istélio počínajúc mali vlastnost v. Postupujme nepriamo, nech všetky 
členy radu (11) od 7i0-tého majú vlastnost v. Bez ujmy na všeobecnosti 

c ( 2 * - l ) 
móžeme položit n* = v(2k — 1). Člen r ,^/v{2k~1?+1 ,.,, v (7) má vlastnost v, 

[v(2k — 1) + 1J! 
kedže na základe konštrukcie radu (11) íe rovný členu F-~7^rJi2k ^+1 TT. 

v ' J J [v(2k — 1) + 1]! 
C(2A--1) 

radu (U). Nech je—-.— prvý člen radu s indexom > v(2k — 1) + 1 v(7),ktorý 
nemá vlastnost v (také l na základe definície Cantorovho radu existuje). 
Potom na základe voPby čísla p(2k — 1) platí : l ^ j)(2k — 1) a pre b — s2Jl_-i 
dostaneme tento odhad: 

1 ^ , _ _2 L_ 2 1 

7T - *2*-1 < 3 b ( 2 k - 1)]! + 3 [V(2k + 1)]! 

a teda kedže postupnost {L>(2k — l)}®-! je rastúca: 

1 
л - 6 - '«-' < I (?! + 6TÏ)І + (TЬ)! + • • | * = "<2* - 1}-

1 Uvažte, žo 6 - s2k-i = <x2* + <*2*+i + • • • a pozrite volbu členov «2*, a a i + 1 , . . . 
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Z toho dostáváme: 

4<ł'-f'-*<*-
Na druhej straně máme: j) > v(2k — 1) + 1 >z 2, takže sme dospěli k sporu. 

Uvažme dalej, že pre každé yk € M je yk =\= b, keďže Cantorove rozvoje 
čísel yk a 6 sa líšia aspoň v jednom člene. Ak totiž je yk priradené číslu s2f. x, 

líšia sa tie rozvoje v člene - - - J f ^ j , = ft^í j]i • 

Teda číslo b je iracionálně a nepatří do M. Tým je dókaz hotovy. 
Riešenie problému pre nekonečné súčiny. vysloveného na začiatku článku, 

je obsiahnuté v nasledujúcej vete, ktorá je už 1'ahkým dósledkon vety I. 
Veta 2. Konstruujme postůjme (indukciou) klesajúcu j)ostujmosť kladných 

reálných čísel {a,t}*-i- Existuje také pravidlo j)re konštrukciu jxírnycii (nepar­
ných) clenov j)ostupnosti, ze jm konštrukcii parných (nejxírnych) clenov postup­
nosti podlá tohto pravidla a pri lubovolnej konštrukcii ne parných (parných) 
clenov postupnosti dostaneme postujmosť {an}^=x s týmito vlastnosťami: 

00 

(a) Nekonečný súcin P = I I (1 -f- an) konverguje. 
h - 1 

(b) Hodnota P nekonečného súcinu je iracionálně číslo. 
D ó k a z . Položme ak = log (1 ~f ak) > 0 a aplikujme vetu 1 na konštrukciu 

clenov postupnosti {rvA.} k ,. Podlá vety71 existuje také pravidlo pre konštrukciu 
parných (nepárnyeh) clenov postupnosti {^A.}£Li, z e P r- konštrukcii parných 
(nepárnych) clenov podlá tohto pravidla a pri lubovolnej konštrukcii nepár­
nyeh (parných) clenov dostáváme postupnost {vj^ . j s vlastnosťam : 

00 

(a3) <* =L^k < + °°-
* = i 

00 

(bx) Súčet radu ]>, %. je iracionálně číslo nepatriace do M. Pravidlo pre volbu 
* = i 

clenov a2k (obmedzujeme sa zase len na párne členy) je teraz jednoduché: 

Pre každé prirodzené k kladieme: a2k = eiXík — 1. Položme Su = ^ ,\k = log Pn. 
i 

n 

kde Pn = I I (1 + ak). Potom PH = eSn a zrejme lim Pn = e a a hodnota lekoneč-
k^\ >?->oo 

oo 
ného sáčinu I I (1 -f- ak), t. j . číslo e'x je iracionálně číslo, keďže oc je iracionálně 

k=\ 

nepatriace do M. 
Tým je dókaz vety hotový. 
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ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

Т И В О Р Ш А Л А Т 

В ы в о д ы 

И этой статьи автор решит одну проблему из теории бесконечных произведений, 

аналогичную проблеме из теории бесконечных рядов, которую решил А. Турович в ра­

боте [.V]. Основным результатом этой статьи является доказательство следующей тео­

ремы: 

Конструируем постепенно (индукцией) убывающую последовательность положи­

тельных вещественных чисел {ап}\ . Потом существует такое правило для конструк­

ции четных (нечетных) членов последовательности, что при конструкции четных (не­

четных) членов последовательности по этому правилу и при произвольной конструкции 

почетных (четных) членов последовательности получим последовательность {ап}х 

с следующими свойствами: 
оо 

(а) бесконечное произведение II (1 |- ап) сходится. 

00 

(о Значением бесконечного произведения 11(1 + пп) является иррациональное число. 
/* - 1 

ZU EINER EIGENSCHAFT DER IRRATIONALZAHLEN 

T I B O R S A L Ä T 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

In dieser Arbeit löst der Verfasser ein Prob l em aus der Theor ie der unendlichen Pro ­
dukte , welches einem von A. Turowicz in Arbe i t [3] gelösten Problem aus der Theor ie 
der unendlichen Reihen ähnlich ist. Das Haup te rgebn i s der Arbe i t ist der Bewe is des 
folgenden Sa tzes: 

Man konstru ier t fortschre i tend (durch Induk t ion) eine fallende Folge de r posi t iven 
reellen Zahlen {an}n i . Dann existiert eine solche Rege l für die Kons t ruk t ion der geraden 
(ungeraden) Glieder der Folge, daß man. bei de r Kons t ruk t ion der geraden (ungeraden) 
Glieder der Folge nach dieser Regel und bei w i l lkürl icher Kons t ruk t ion de r ungeraden 
(geraden) Glieder der Folge eine Folge {an}f mi t diesen E igenschaften b e k o m m t : 

(a) \h\* unendliche Produkt ü (1 + an) konverg ier t . 
/. = i 

OÜ 

(b) \)w Wert dos unendlichen Produktes II (1 -f- a,) ist eine Irrat iona lzah l . 
я = l 
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