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1 V Í A M V ; M A T 1 C K O - F Y Z I K Á L N Y ČASOPIS SAV, XII, 4, 1962 

О В Н Е Ш Н Е Й МЕРЕ КАРАТЭОДОРИ 

З Д Е Н А Р И Е Ч А Н О В А (/.ОЬУЫА М Е С А М О У А ) , Братислава 

Внешней мерой Каратэодори мы называем всякую внешнюю меру опре­
деленную на системе X всех подмножеств метрического пространства А, для 
которой справедливо: 

Если д(А, В) > О, то р(А и В) = //(/!) + /'(/?).* (\) 

Следующая теорема хорошо известна: 

(С) Если р внешняя мера Каратэодори, то всякое борелевское. множество 

р-из меримо. 

Таким образом введеное понятие внешней меры Каратэодори имеет смысл 

только в метрических пространствах. В настоящей работе мы попробуем 

оформлить определение внешней меры Каратэодори и формуляцию и доказа­

тельство теоремы (С) так, чтобы теорема (С) осталась справедливой тоже 

в некоторых более общих топологических пространствах. 

Если X метрическое пространство, то о(А,В) > О тогда и только тогда, если 

существуют открытые множества с/, V так, что А с= 6/, В с V и. V п V — О. 

Значит, условию (1) мы можем дать равносильную форму: 

Если множества //, В таковы, что существуют к ним открытые не пересе­

кающиеся множества (У, V содержащие А, В соответственно, то 

р(А и В) = р(А) + р(В). (2) 

В предположениях условия (2) находятся теперь только понятия, которые не 

теряют смысл в общих топологических пространствах. Теорема (С) не содер­

жит после этого оформления никаких метрических понятий. Однако, нам каже­

тся удобным дать ей более подходящий вид: 

(С) Если р — внешняя мера Каратэодори, то всякое бэровское множество 

р-измеримо. 

Бэровским множеством мы здесь понимаем в согласии с [1] всякое множество 

принадлежащее к наименьшему сг-кольцу содержащему все компактные Сё мно­

жества. В метрических пространствах система бэровских множеств совпадает 

с системой борелевских множеств. 

* Здесь знаком о мы обозначаем расстояние в X и о (А, В) тГ {п{х, у) : д- е А, ус В|. 
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В теореме 1 настоящей работы доказана теорема (С) при предположении, 
что X локально компактное хаусдорфово пространство. 

Это расширение понятия внешней меры Каратэодори и теоремы (С) по­
зволяет нам до некоторой степени расширить и теорему 1 из работы [3] в ко­
торой строилась мера при помощи множественной функции на сферах. 

1 

Мы будем пользоваться терминами и понятиями из теории меры согласно 
книге [1]. Под внешней мерой в X мы будем понимать внешнюю меру опре­
деленную на всех подмножествах X. 

Определение 1. Пусть X—топологическое пространство.* Всякую внешнюю 
меру в X удовлетворящую условию (2) мы будем называть внешней мерой 
Катарэодори. 

Идея доказательства следующей теоремы принадлежит Каратэодори (см. 
тоже Сакс, [2], II, § 7). 

Тсоргма 1. Пусть X — локально компактное топологическое хаусдофово 
пространство. Пусть // -— внешняя мера Каратэодори. 

Тогда всякое бэровское множество р-измеримо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Потому, что система всех бэровских множеств пред­
ставляет собой наименьшее сг-колыдо содержащее компактные Сд множества 
и /.(-измеримые множества представляют собой а-кольцо, нам достаточно 
доказать, что каждое компактное Сд множество //-измеримо. 

Пусть С какое-нибудь компактное Сд множество. Согласно теореме 3, [1], 212 
существует непрерывная функция /, удовлетворяющая для каждого хеХ 
неравенству 0 <̂  /(х) ^ 1 и такая, что С = {х :/(х) = 0}. 

Определим С,, = <.х:/(.х) = — >, п = 1, 2, ... Тогда множества С,, замкнуты 

и ^ = Г\с„. 
/ 1 - 1 

Пусть П а X— С. Положим ^п = ^ п (X— С,,), / 7 = 1 , 2 , . . . Мы покажем, 

что 

11т //(Д,) = р№). (3) 

Неравенство \\тп у/ р(Оп) — р(^) очевидно, потому, что ^пс1^, я = 1, 2, ... По­
кажем еще, что справедливо и обратное неравенство. 

* Это обозначает, что в X определена система Т открытых множеств содержащая 0, X 
и замкнутая относительно образования всяких соединений и конечных пересечений. 
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Положим Е„ = _0 И + ,—_)„, л = 1,2,... Покажем, что существуют открытые 
множества сУ, V так, что 

Ёп+1 а _/, 5п с= V и II п V = 0 . (4) 

Для згой цели возмем любые числа си /л с удовлетворяющие неравенству 

1 , 1 
__ __ < (/ < /? < с < — . 
П + 1 П 

Обозначим IIа = {л* :/(х) < а}, 1/ь = N :/(х) ^ /?}, 1!с = {х :/(х) < с}. Оче­

видно Сп+ х с: СУ7с: ̂ ьс1 ̂ сс:Сп и [/., (_/.. открытые множества, _/л замкнутое. 

Далее 

^ м + 1 — ^п+2 ~ --Л.+ 1 ^~ ^ м + 1 ~ ' « + 1 ^ ^ й 5 

Ъ„ с А' - С„ сХ~-йе = .V - ( / г с 1 - [ / 6 с 1 - _„. 

Положим С/ = _/а, К = X-— Ь!

ь. Множества _/, V обладают свойством (4). 
п п 

Из условий у Е2/с с= ^2п+[, и _:2А--1 ^ ^2« и монотонности // мы получаем 

/,(я2/1+1) ^ //(и Е2к\ //(/)2п) ^ //(и Е2к_{). (5) 
к=\ к=) 

Из условий (4) и (2) мы получаем по индукции 

/'(и Е2к) = ^ ц(Е2к\ к \^Е2к.^) = ^ к_2к_,). (6) 
к= 1 к=1 к=\ к=\ 

Из (5) и. (6) следует 
/I И 

//С02и+1) _ / < Ш ! ^ ) = _Мг 2 *) , 

(7) 

/v = 1 fc = 1 

Если хотя один из рядов 

^ КЕ^), ^кЕ2к-^) (8) 
Ь = 1 к=1 

расходится, то Пт д(-Оп) = оо. Но тогда гоже //(/)) = оо и значил, (3) справе-
л-> а 

дливо. 

Пусть теперь оба ряды (8) сходятся. Не трудно доказать, что справедливо 

с/, 2 л - 1 ^ х. 2 л - 1 

I) = и А, = 1 1 4 ^ 1 1 ^ и Ы Е2к_,, у _, с _ 2 | 1 . (9) 
11 = 2 Л= 1 /1=1! /. = « + I А:= I 
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Из счетной полуаддитивности /г и из (9) следует 

КО) й /<(!Л„) + I КЕ2к) + I КЬ2к-х). (Ю) 
к •---= н Л = и + 1 

Из сходимости рядов (8) следует 

<У1 У) 

1тт ^ /<(/;2,() = 0, Нт X /ЧЬ"2д-,) = 0. 
/; -->• / к~ п п-^ гг. к = п + 1 

Отсюда и из (10) следует Нт ц(^п) ^ /*(-9). 

Пусрь теперь АаХ прозвольное множество. Мы хотим доказать, что спра­

ведливо 

р(АпС) + /.1(А - С) = р(А). (11) 

Положим ^ = А — С и определим множества ^п как уже было высше упомя­

нуто. Для множеств А п С и Вп мы получаем 

А 'ел С с= С = С с: С„ + , с= (/д = С/. 

Д . с: X - С„ с= X - [/с, = 1 - [ / с с Х - ( / ^ V, Ц пУ = 0. 

Значит, в силу (2) справедливо 

//(/1 п С) + /<(/)„) = //[(Л п С) и Д,]. (12) 

Легко проверить, что 

(А п С) и Оп = (А п С)и [(А - С) п (X - СИ)] с: (Л п С) и (Л - С) = А, 

для всякого А/. Отсюда 

К(А п С) и О,,] ^ КЛ). (13) 

Из (12) и (13) мы получаем для всякого п 

//(Л ел С) Л- //(/)„) = М-4). (14) 

В силу (3) и (14) 

ц(А п С) + //(/* - С) ^ //(/*)• 

Потому, что обратное неравенство вытекает из полуаддитивности р., отношение 

(11) доказано. 

Следствие. Пусть X локально компактное хаусдорфово пространство. Пусть 

р — внешняя мера в X. Пусть для всех множеств А, В с не пересекающимися 

замыканиями 

р(А и В) = р(А) + р(В). (15) 

Тогда всякое бэровское множество //.-измеримо. 
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Заметка . Если X топологическое пространство, не являющееся нормальным, 
то условие (2) слабее чем условие (15). Если X нормально, то эти условия 
равносильны между собой. 

В настоящей разделе мы используем результат георемы 1 к конструкции 

меры, которая будет расширением множественной функции с какими то 

свойствами, определенной на произвольной системе множеств. 

Определение 2. Пусть Е не пуская система подмножеств топологического 

пространства X. Мы будем говорить, что Е покрывает множество А аХв смысле 

Витали, если к произвольной точке N е А и к произвольному открытому мно­

жеству И такому, что л* Е и существуем множество ЕеЕ так, что хеЕаи. 

Определение 'Л. Пусть Е покрывает X в смысле Витали, {) е Е. Пусть // -— 

множественная функция на Е, р(Е) = 0 для ЕеЕ, //(()) = 0. Мы будем говорить, 

что // удовлетворяет условию (/?) на Е, если к произвольному е > 0, к произволь­

ному множеству ЕеЕ и к произвольной системе множеств О с Е покрывающей 

Е в смысле Витали, существует последовательность множеств {Е1}^1, Ех е О, 

7 = 1,2,... так, что у Ехг :э Е и р(Е) + е > ^ р(Е.)). 
/ = 1 г = 1 

Определение т. Пусть Е•— непустая система подмножеств топологического 

пространства X. Пусть // -— множественная функция определенная на Е. Мы 

будем говорить, что // удовлетворяет на Е условию (5) если для любых мно-
•X: 00 

жест в /:, Е.еЕ^ / = 1,2,..., Е с= у Е. справедливо /*(/?) ^ ]Г р(Е.). 
.' = 1 I = 1 

Теорема 2. Пусть X топологическое пространство, Е непустая система 

подмножеств X, покрывающая X в смысле Витали 0 е Е. Пусть р — множест­

венная функция определенная на Е, неотрицательная, в пустом множестве 

равна 0 и удовлетворяющая на Е условиям (/;) и (8). Пусть 

ц*(А) = М{^И(Ек):А с () Ек, ЕкеЕ, /' = 1,2,...}. (16) 
/ = 1 1 = 1 

Тогда р* — внешняя мера в X, р*(А) = р(А) для А е Е и р*(А и В) = р*(А) + 

+ р*(В) для любых А, В с не пересекающимися замыканиями; следовательно, 

р* — внешняя мера Каратэодори. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не трудно показать, что //* — внешняя мера в X. Ра­

венство р*(А) = р(А) для А е Е следует из (16) и условия (5). Значит, довольно 

доказать, что если А п В = О, то р*(А и В) — р*(А) + р*(В). Потому, что 

р*(А и В) ^ р*(А) + р*(В) всегда имеет место, довольно доказать обратное 

неравенство, т. е. 
р*(А и В) = р*(А) + р*(В). (17) 
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Если р*(А и В) = оо, то (17) выполняется очевидно. Пусть р*{А и В) < оо. 

Выберем произвольное г > 0. Из определения р* следует существо­

вание такой последовательности множеств {Е1}^=1 что Е;еЕ, / = 1 , 2 , . . . . 

H A u 5 c y Ef H 
i = 1 

/!*(/! и В) + е > X /.(Е,.). (18) 
/ = 1 

Обозначим знаком О систему всех возможных множеств ЕеЕ для которых 

или ЕаХ—А, или ЕаХ— В. Очевидно {X — А) и (X—-В) = X—Л п В = 

= X и X— Я, X— В открытые. Отсюда вытекает, что О покрывает X а следо­

вательно и Е. (/ = 1, 2,. . .) в смысле Витали. 

В силу условия {V) к множеству Е и системе О существует последовательность 
00 

множеств {Д1,}п-1 - ^!. е О, я = V 2 , . . . , / = 1,2,. . . так, что и /)', =э Ех и 
л = 1 

14Е.) + 2 -';; > ^ ц(Рп). (19) 
/? = 1 

Обозначим знаком /V множество всех возможных пар (/, я), для которых 

Э1

п а X — А и знаком М множество всех возможных пар (/, п) для которых 
00 00 

ГУп с X — В. Очевидно, А с у Д'„ б с у />;,. Л и Я с у Я, с у у о;,. 
(I, И ) е М (I, п) е N 1 = 1 .' = 1 /? = 1 

Из этих соотношений и из неравенств (18) и (19) мы получаем 

ц*(Л и В) + 2.; > Х л(Е,) + ^ Е I //(->-) ^ 
1 = 1 / = 1 л = 1 

^ I мо;,)+ I К»'*) ^ А*) + и*(в\ 
(1,п)еМ (^.п)еN 

из чего непосредственно вытекает (17). 

Из теорем 1 и. 2 вытеакет следующее предложение (см. тоже [3] теорема 1, 

стр. 51): 

Тгоргма 3. Пусть X — локально компактное хаусдорфово пространство. 

Пусть Е, р удовлетворяют предположениям теоремы 2. Пусть р* — множест­

венная функция в X определенная равенством (16). 

Тогда функция р определенная на системе бэровских множеств равенством 

р{А) = р*{А) является мерой на этой системе. 
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ON THE CARACTHEODORY OUTER MEASURE 

Zdena R i e c a n o v a 

S u m m a r y 

In this paper a generalisation of certain Caractheodory's theorem and some its corollaries are 
given. 

Let X be a topological space. Denote by B the smallest rr-ring that includes all compact G^ sets 
in X. Every set M e B will be called Baire set. 

Let now u be an outer measure defined for all sets in the space X.ft will be called outer Caracthe-
odory measure if the following is true: 

Let A, B are any sets in X such that there exits U, Vopen, disjoint and including A, B respectively 

(A denotes the closure of A). Then /MA u B) --- //(A) -\- fi(B). 
The following theorem is proved: 
Theorem V Let X be a localy compact Hausdorff topological space. Let fi be an outer Caracthe-

odory measure. 
Then every Baire set in X is /^-measurable. 
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