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KYBERNETIKA CISLO 3, ROCNIK 5/1969

K analyze linearnich systémti s algebraicky
a exponencialné proménnymi parametry

VACLAV SOUKUP

V ¢lanku se popisuji nékterd uplatnéni Laplaceovy transformace pii analyze linedrnich ne-
stacionarnich systémi. Ukazuje se, jak lze zjednodusit vySetfovani systémi s algebraickou
(polynomickou) a exponencidlni zménou parametri a urleni odezev na nékteré typické vstupni
signaly.

1. UVOD

Linedrni dynamicky systém s ¢asové proménnymi parametry a jednim vstupem
a vystupem je obecné popsdn diferencidlni rovnici

) $at) EdZ *(1) :jibj(z) (% W): m<n.

Zde zna¥i x(f) vystupni velidinu, y(t) vstupni veli¢inu, a{1), b(t) Sasové prom&nné
koeficienty systému (zndmé funkce &asu 1).

Analyza systému spocivd v urleni vystupni veliSiny x(f) pro zndmy prib&h vstupni
veliginy (), tedy v FeSeni rovnice (1) p¥i danych po&dtetnich podminkdch

d .
2 Sl =x0, 1201 n—1.
) {dt‘ x( )},:0 Xigs i n

Dynamické chovdni systému (1) se asto charakterizuje odezvou na vstupni signdl
tvaru Diracovy impulsni funkce §(t — &) definované vztahy

0 r*¢,
© d-0=5 1

Jw §(t — &) dt

-
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Odezva systému, ktery byl pred pfiloZzenim Diracova impulsu v klidu, je impulsni
prechodovd charakteristika k(z, £). Je tedy k(t, &) feSenim rovnice

od

@ $al) Sk =S 000 St - 9

O
ot

pii nulovych poddteénich podminkdch v Case priloZeni impulsu

) {‘3 k(r,{)} 0, i=0l..,n—1.

ot -

Impulsni pfechodovd charakteristika mé pro linedrni systémy s proménnymi koefi-
cienty zdkladni vyznam, umoZituje totiz vyjadfit vztah mezi libovolnym spojitym
vstupnim signdlem a signdlem vystupnim..Pogitdme-li b&Zny Cas t od okamZiku
pfiloZeni vstupniho signdlu y(t) k systému, ktery byl do té doby v klidu, a respektu-
jeme-1li fyzikdlni podminku

(6) k(t, &) =0 pro t<§¢,

plati mezi vstupem a vystupem integrdlni vztah
T

() () = J K1, O(2) de .
0

Pokud jsou poldteéni podminky p¥i pfiloZeni vstupniho signdlu nenulové, je
mozud jejich transformace v ekvivalentni vstupni signal [1] a ke stanoveni celkového
prabghu vystupu lze opét pouzit integrdl (7)

Pripomeiime, Ze pro staciondrni systém je k(z, &) = k(1 — &) = k(z) a vztah (7)
ptechdzi v konvolutorni integrdl

® x(1) = J ;k(r) Wt =) d.

2. ANALYZA S POUZITIM LAPLACEOVY TRANSFORMACE

Neni-li pfedem zndma impulsni pfechodovd charakteristika systému s promén-
nymi parametry, vyplyvd z ivodnich tivah nutnost fesit pfi jeho analyze rovnice (1),
(2) nebo (4), (5). Pfesné analytické felen linedrnich diferencidlnich rovnic s promén-
nymi koeficienty je moZné jen pro rovnice prvniho fddu, ve viech ostatnich pfipadech
musime pouZit metod p¥ibliznych.

Pro systémy automatické regulace, u nichZ se parametry méni zpravidla pomalu
vzhledem k prabghu k(t, &) (systémy kvazistaciondrni), je v [1] uvedena vhodnd
iterani metoda pouzivajici Laplaceovy transformace.



Pii této metod? je kaZdy z koeficientit a(f) levé strany rovnice (1) resp. (4) roz-
délen na konstantni a prom&nnou slozku

© aft) = a; + aft).
Oznadime-li pravou stranu, kterd je zndmou funkeci &asu, jako
m dj

(10) o) = Y. b{1) av ¥,

i=0 t
je moZno rovnici (1) pfepsat na tvar
(11) T L) = yol) = 3 () S x(0).

i=o dt* i=0 dr’

Laplaceiv obraz (1 — p) rovnice (11) je pii vy¥e zdiivodn&nych nulovych podtetnich

podminkdch

(12) z"oaipi X(p)=Y(p) - & {é:ozi,-(t) ;L;x(t)} .
Oznacime-li

(13) o(p) = ——,
Zaipi

i=0

dostdvame pro obraz vystupni veliCiny

(19 X(0) = 9() %(0) = 96) {5,260 550}

i=

Vzhledem k uvaZované malé zm&né koeficient? a,(7) Ize k pfibliznému feSeni rovnice
(11), resp. (12) pouzit iteraéni metodu postupnych aproximaci.
Obraz vystupni velifiny dostdvdme ve tvaru nekoneéné fady

(15) X(p) = Xo(p) — Xs(p) + Xo(p) ~ ...,
kde b
(16) Xo(p) = 9(p) Yo(p)

W) Xeni(p) = 0(p) £ {20‘3‘(’)% xk(t)} S k=012,...
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V origindle plati pro vystupni veli¢inu

(18) x(1) = xo(t) = x,(1) + x5(1) — ...,
kde

(19) x(t) = 27 {Xu(p)} -

Je ziejmé, Ze konecny pocet ¢lent fady (18) aproximuje hledané feSeni v uréitém
dasovém Useku s piesnosti vzristajici s poCtem uvaZovanych €lendl jen v piipadé
konvergence fady (18) ke spravnému FeSeni rovnice (1) Problémy konvergence fad
tohoto typu jsou vySettovdny v [2], [3], kde je dokdzdno, e pro stejnomérnou
konvergenci fady (18) v intervalu [0, T] ke sprdvnému FeSeni je postalujici spln¥ni
podminky

(20) max a1) <1.

Jestlize (20) plati pro vSechna 0 < 1 £ o a pokud existuje obraz presnc¢ho feSeni,
konverguje fada (15) k tomuto obrazu. K ziskdni dostatetng piesné aproximace
kone&nou fadou i jejtho obrazu uvedenym zplisobem vSak neni splnéni téchto
poslednich predpokladi nutné; vedle splngni (20) v konegném intervalu je nutnd
jen existence obrazii (17). Pokud ovSem (20) platf jen v intervalu [0, T}, je aproxi-
mace feSeni fadou (18) pouZitelnd jen v tomto intervalu.

3. ANALYZA SYSTEMU S ALGEBRAICKOU A EXPONENCIALNI
ZMENOU PARAMETRU

V popsaném zplisobu vySetfovéni je podle vztahu (17) k uréeni kaZdého &lenu fady
(15) obecné nutnd znalost origindlu pfedchdzejiciho &lenu, resp. jeho i-té derivace.
Zpétnd transformace &lentt X, (p) fady (15) znatn& komplikuje cely postup. UkdZeme,
Ze pro nékteré piipady proménnych koeficientil 1ze vypolet provddét pouze v obra-
zové oblasti. To je vyhodné zejména tehdy, kdyZ je pfi vySetfovdni systému znalost
obrazu vystupni veli€iny nebo impulsni pfechodové charakteristiky postadujici.
PoZadujeme-li ¢asovy origindl feSeni, je oviem nutné provést nakonec zpétnou
transformaci; i tato operace byvd viak v zdv€ru zpravidla jednodus$si neZ trans-
formace pfi kazdém kroku vypoctu. . '

a) Jestlize se koeficienty a (1) levé strany rovnice (1) méni algebraicky s Casem tak,

ze

°
aft) =Y a,t*
w=0



(a,; jsou konstanty), a tedy jejich &asové promé&nné slozky podle (9) jsou
13
(21) a(t) = Y aut*,

plati podle pravidel Laplaceovy transformace [4] pii nulovych poédteénich podmin-
kdch

@) 2 {ﬁ,(t) édF x(t)} — 2 {‘ilauir" dd—;x(t)} :Milaui(—l)“dd_;‘ (o' X(3)] .

Pro koeficienty a,(r) vesmds tohoto typu dostdvdme dosazenim (22) do rekurentniho
vzorce (17)

LA a*
) Xei) = 90 T, T a1y 0.
b) V piipadé exponencidlni zmény parametrll

(24) aft) = a;, +

i™a
a
&
3

(ayi» o, konst.) je ziejme
(25) aft) =y a,e".
=1

Podle pravidla Laplaceovy transformace o ndsobeni Gasové funkce exponencielou

plati
(26) 2 {ﬁ,-(z) % ; (z)} ny {élaﬁcﬂvf L x(t)} -

de
g n
=Y ap — o) X(p-a).
v=1
Jsou-li viechny koeficienty typu (24), nabyvé (17) tvaru

@) Xorie) = 0% 3 aulp = 1) Xilo - ).

i=0 v
¢) Koneén& pro parametr s kombinovanou proménnou slozkou

(28) =3 3 apite

p=1v=1
plati

9 2{al g} = £ Doy o - ey X0 - ).
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Roziffime-li soutet (28) i pro p = 0, dostdvame obecny vyraz, v kterém jsou obsa-
Zeny 1 prvé dva typy koeficientdl. Rekurentni vzorec (17) pro

[ a
(30) aty =y ¥ a,te
u=0 v=1
mé pak tvar
n o a d‘l .
(31) X,(H(p) = dﬁ(p) ‘Zo Zo Zia,‘vi(~ 1)“ &J;[(p — ozv)tX,‘(p — ocv)] .
=0 =0 v=

Platnost véty o linedrit¥ Laplaceovy transformace umoZiiuje ur&it X ,( p) super-
pozici obrazit pfislusnych jednotlivim prom&nnym sloZkdm koeficientt typu (21),
(25), (30) pomoci obrazu predchoziho &lenu X,(p).

Algebraickd 1 exponencidlni zm&na parametril je v dynamickych systémech dosti
&astd, a proto popsané zjednoduseni postupu miiZe byt uZite¢né. Navic pfi vySetfovani
bez ndrokd na vysii presnost je moZno koeficienty a{t) jiného tvaru aproximovat
nékterym uvedenym typem.

4. URCENI ODEZVY NA DETERMINOVANY VSTUPN{ SIGNAL PRI
ZNAMEM LAPLACEOVE OBRAZU IMPULSNI CHARAKTERISTIKY

Oznatime g(t, 5) impulsni pfechodovou charakteristiku systému
n

() $al) 50 = 509,

tj. systému (1) pro by = 1;b; = 0,j > 0.
Obraz této impulsni charakteristiky

W(p. &) = J ot e " di
o
uréime popsanym zplisobem z rovnice

(&3) Tald Zoe) = o= 9)

jako fadu

(34 G(p, &) = Go(p, &) — G(p, &) + Ga(p, &) — -
kde

(3%) Golp, &) = ®(p) ™%,

(36) Geei(p, &) = o(p) 2, {-;&‘(’) .57 alt, 5)} L k=0,1,2,...

.



V origindlu plati
(37 9(t,0) =go(t, ) = g4(t. ©) + g:(t, &) — -+
(38) gk(t» é) = g;—}x{Gk(ps é)} .

Jestlize je zndma impulsni ptechodovd charakteristika g(t, &) systému (32), 1ze
urdit charakteristiku k(z, &) systému (1) formuli [1]

j=0

) Hed) = £ (-1 5 (46 o0 9]

Pro Laplaceovy obrazy charakteristik plati podobn&
m Y
(40) K(p.¢) = _ZO(‘ 1y 5 [6,8) G(p, O] -
i=

Provedeme-li Laplaceovu transformaci zdkladni rovnice (7) mezi vstupem a vy-
stupem systému, dostaneme zdmé&nou pofadi integrace

(1) X(p) = J"”e—m J "1, &) y(&) dz dt =

- r ) f:k(t, £ertdrde = J' :K(p, £ ¥(e) de .

Integrdl (41) uddvd vztah mezi obrazem vystupni velidiny a veli¢inou vstupni, zpro~
stfedkovany obrazem impulsni charakteristiky. Funkci K(p, &) je moZno nazvat
zobecnénou pienosovou funkei linedrniho nestaciondrniho systému.

Jeli zndma nebo prostfednictvim vztaht (34) az (36) a (40) priblizné urdena
K(p, £), urtuje (41) obraz odezvy na libovolny vstupni signal ().

Vypoget integralu (41) nemusi byt vidy snadny, i zde miZe byt vitanou pomtickou
Laplaceova transformace.

Transformaci K(p, &) vzhledem k prom&nné ¢ dostaneme

(42) Lo (K, )} = J :K(p, e de = I(p, s).

Pro nékteré typické vstupni signdly Ize pak pouZit pravidla o obrazu nevlastniho
integrdlu:

a) pro vstupni signdl tvaru jednotkového skoku polohy

y(l)=<(1) t<0,

t>0,



250 je podle (41) a (42)

®) x(0) = [ Kl = tim 1.9
0 (Rsc:>0)

. b) pro vstupni signdl tvaru skoku rychlosti

wty=1

je
* 4
(44) X(p) = J‘ K(p, &) ¢dE = lim [— —I{p, s):l ;
’ 0 520 cs
‘c) pro obecngjsi vstup tvaru polynomu
g
oWty =3 c*
#=0
dostaneme podobné
— o
(45) X(p) =lim Y c,(—1)* — I'(p.s);
§=0 4=0 05

d) pro exponencidlni vstupni signal

o) = § e
v=1
je
(46) X(p) =lim Y ¢, I'(p,s — ) ;
s=20v=1

e) konetné pro vstupni signdl

¢ @
}7(1‘) = Z Zlcuvt"e“"'
fhe

#=0
dostaneme
e o A
47 X(p) =lim Y Y v‘,v(—l)“—E—I'(p, s—a).
520 H=0 v=1 as*
5. PRIKLAD

Pro ilustraci popsané problematiky urime



1. obraz impulsni charakteristiky (zobecnény pienos)
2. odezvu na jednotkovy skok v &ase ¢ = 0 systému popsaného rovnici

(48) L ) +2 S+ (14 1750 =50,

dr?
x(0) = <d—x> =0.
dt =0

L. Podle (9) je v rovnici (48)

a vzhledem k (13) je

1
#(p) (r+ 1)
Podle (35) je
Go(;p~ 9= o+ l)g

a ddle s pouZitim vztahti (36) a (29)

) @ Al (P+2)¢+2 .
Gl(p)g)—%))[ apco(p+]~€)}_(p+1)2(p+2)3 "

Gaolp, ¢) = 4’(1’)[— % Gip + 1, g)] -

_Bp (B +6) 6P + (218 + 32+ 10) p + 188 + 42X + 24 s
(P+17(+2P(p+3)

atd.
Rada
9(1, €) = go(t, ) — 9:(, &) + 92(1,9) — ...

konverguje stejnomérné podie (20) pro0 =t £ .
Omezime-li se na prvé tii Eleny fady (34), dostdvdame v obraze

wo er _(p+2)£+2e_
G(p, &) ~ TR [1 L ¢

+ E2p3 + (8E + 6) Ep? + (2187 + 32¢ + 10) p + 1887 + 42¢ + 246_25
(r+2°(+3)° '
Pro systém (48) je zfejmé& K(p, &) = G(p, &).

251



252 2. Podle (42) je pak

1 1 ’ 1 2
e Pl e T +
P+1)2ls+p (@+2°G+p+12 (P+2°(G+p+1)
p® + 8p? + 21p + 18 + 6p* + 32p + 42 +
P+2PE+3)(s+p+2° (p+2°(+3)*(s+p+27
10p + 24
P+ +3)s+p+2)

a ze vztahu (43)

1 1 1. 2
X(p)z—i[__ﬁvyz 2 3

P+1lp (+2*(r+1? (G+2(+1)
2p3+8p2+21p+1s 6p* + 32p + 42 10p + 24 ]

C+2°(+3°  (+2(p+3 (p+2(p+3)°

Zpétnou transformaci dostaneme

x(t) x 1 ~ (22,375 — 4,375t + 0,1661%) e ™" +
+ (26 4+ 17t + 4% + 1,3338 + 0,1671%) e —
— (4,625 + 5,625t + 262 4+ 0,251%) 73",
(Doslo dne 10. zati 1968.)
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SUMMARY

On Analysis of Linear Systems with Algebraic and Exponential
Time-Varying Parameters

VACLAV SoUKUP

The paper deals with some Laplace transform applications for investigation
of continuous linear time-variable systems. The approximative iterative analysis
method for control systems with slowly varying parameters and the fundamental
assumption for its use are described. It is shown that this method can be simplified
when used in complex domain in the case of algebraic (polynomial) and exponential
changes of parameters. The integral relation between the output signal transform
and the input signal is derived; this relation is based on the Laplace transform of the
impulse response. We can use the rules of Laplace transform for solution of this
integral for some important input signals.

Ing. Viclav Soukup, Ustav teorie informace a automatizace CSAV, Vysehradskd 49, Praha 2-
Nové Mésto.
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