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KYBERNETIKA CISLO I, ROCNIK 3/1967

K Robbinsovu-Isbellovu sekvenénimu
rozhodovacimu problému s konecnou paméti

ZDENEK REZNY

Pfedmétem tohoto ¢ladnku je problém piedloZeny Robbinsems [1] a pfesné formulovany Is-
bellem [2]. Je uvedena formulace problému a prehled dosavadniho stavu fefeni. Vlastni vysledek
se tykd pfipadu délky paméti 2. Je uddna t¥ida #, pravidel ekvivalentnich s Robbinsovym-Isbel-
lovym pravidlem, a je dokdzdna jeji vlastnost, z niz plyne, 7¢ Zadné pravidlo nepatfici do 2,
nem%e byt stejnom&rné nejlepsi.

1. FORMULACE PROBLEMU

Experimentdtor realizuje nekonefnou posloupnost opakovanych nezdvislych
pokusit hodu minci. Ke kaZzdému jednotlivému pokusu md moZnost volit jednu ze
dvou danych minci (mince 1 a mince 2). Mozné vysledky jednotlivého pokusu jsou
tedy &tyfi a oznadime je shodné s [3]

(1.1) Hy Hy Ty, T s

kde H znadi padnuti lice, T rubu a index pouZitou minci. Pro minci i je pravdé-
podobnost lice p; = 1 — g; (i = 1, 2). Experimentdtoru, jehoZ cilem je dosdhnout
co nejvetsi asymptotické relativni etnosti lictt, neni zndmo, kterd z pravdépodobnosti
P1» P2 je V&S, resp. zda jsou si rovany. Kromé toho pfi provddéni opakovanych pokusi
je jeho informace o minulé historii procesu omezena konenou délkou paméti r,
tzn. pfed provedenim n-tého pokusu (n = ¢ + 1) je mu zndmo, ktery z vysledkit
(1.1) m@&l (n — 1)-vy, (n — 2)-hy, ..., (n — r)-ty pokus, aviak o vysledcich pokust
(n — r — 1)-vého a pfedeslych Zddnou informaci nemd. V souvislosti s tim definujeme
stav paméti jako posloupnost vysledk r poslednich provedenych pokusii. PFi neko-
neéné posloupnosti pokusii se tedy realizuje nekonednd posloupnost stavii paméti,
z nichZz vSak nejvySe 4" je rlznych. Pravidlo je zobrazeni mnoZiny stavli paméti
do mnoZiny {1, 2}, jimZ je uddn pfedpis pro volbu mince ke kazdému pokusu,
polinaje (r + 1)-vym, v zdvislosti na zji§téném stavu paméti. Pro volbu mince



v prvém az r-tém pokusu neni viak ddn Zddny pfedpis a budeme pocitat s tim, Ze se
miZe realizovat kterdkoli z 2" moZnosti. Budeme uZivat ekvivalentni definice pra-
vidla jakoZto uddni téch stavi paméti, pHi jejichZ uskuteénéni je pfedepsdno v ndsle-
dujicim pokusu uZit jiné mince neZ pfi poslednim pokusu. Tyto stavy nazveme podie
[2] vyznadené.

Napt. pravidlo Ry (znageni ptejato z [3]) navrzené Robbinsem [1] je formulovdno
slovné takto: Vyménit mince, jestlize r za sebou jdoucich hodit touté? minci mélo
vysledek rub; jestliZe v ndsledujicim hodu (provedeném oviem jiZz druhou minci)
padne rub, opét vyménit mince a tak pokradovat, dokud nepadne lic. Toto pravidlo
mad tedy celkem 2r vyznacenych stavi, totiZ r stavil

(1.2) nLT,...,T,, T,T,...T,7y. T,T,.. T,N)T,, ..., T,Ii)T,... T,
———— ———— —
r r—1 e 2

(=0 (-,

a stavy s t€mito soumérné (vznikié z nich zdménou indexi). Isbell {2} navrhl pravidlo
R} o &tyfech vyznagenych stavech

(1.3) TT,...TT,, TT,...TT, (i=1,2;j=3—1i).
————— e ——

r r—1

Pro r = 1,2 oviem obé tato pravidla splyvaji (R = R} pro r = 1, 2).
Vlastni Giohou poloZenou Robbinsem [1] je najit pravidlo optimélni pro experi-
mentdtora, tj. takové, které by zaruovalo pfi dané délce paméti r v nekonecné
posloupnosti pokusi maximdlni podil lict. Zrekapitulujeme zde piesnou formulaci
této tlohy podanou Isbellem [2] a tivahy, na nichZ je zaloZena. BudiZ ddna délka
pamé&ti r a zvoleno né&jaké pravidlo R. Posloupnost stavii paméti pfi procesu opako-
vanych pokusti pak tvoii kone€ny homogenni Markoviy felézec M, jehoZ pfecho-
dové pravdépodobnosti jsou uréeny pravidiem R a pravdépodobnostmi py, p,. Tento
fetézec md podle [4] urdity podet m 2 1 uzavienych tfid persistentnich stavi C, ...
.., C,, a poptip. mimoto jesté transientni stavy. (Snadno nahlédneme, Ze v pfipadé
0 < p; < Lproi=1,2 jsou tfidy C; nezdvislé na p; a v ostatnich pfipadech se jen
nékteré stavy stdvaji transientnimi.) Ze silného zdkona velkych &isel pak vyplyvd,
Ze v posloupnosti pokusii podil lich skoro jisté konverguje k limit& zdvislé na tom,
ve které uzaviené tfid® C; je proces absorbovdn. MuZeme tedy tuto limitu znagit
f(R, o, py, py), kde o je poldte¢ni stav paméti dany vysledky prvych r pokusi.
Nutno se pojistit proti tomu, Ze jak poddtedni stav «, tak i olislovdni minci provedené
experimentdtorem jsou pro dosaZeni stanoveného cile nepfiznivé, a proto uZijeme
minimaxového principu: Definujeme funkci zvanou cena pravidla R

(1.9) W(R. py, p2) = min min [f(R, @, py, p,).f(R. &, p, py)]

2eMo
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a pravidlo R s maximdlni cenou W pfi viech dvojicich p;, p, nazveme stejnomérné
nejlepsi (pro pfislusnou délku paméti). Robbinsav-Isbelliv problém pak zdlezi
v nalezeni stejnomérné nejlepsiho pravidla pro kazdou délku paméti.

Reseni problému je zndmo jen pro nejjednodussi piipad » = 1, zatimco ostatni
piipady (r > 1) jsou dosud ve stadiu hypotéz. Isbell [2] ukdzal, Ze pro r = 3 (kdy
pravidla R a R! jsou navzijem riizni) je pravidlo R} stejnom&rné lepsi nez R?,
ale Smith a Pyke [3] v tomto sméru pokracovali a nalezli pravidla stejnomérné lepsi
ne? R!. Naproti tomu v pfipad& r = 2, jak ukdZeme v tomto &ldnku, Zddné pravidlo
neni stejnomérné lepsi nez R} (= RY), takze dosud nezndmé feseni problému je pro
délku paméti » = 2 omezeno na dvé moznosti: a) Zddné pravidlo neni stejnomérné
nejlep$i. b) Stejnomérnd nejlepsi je pravidlo R} a kaZdé pravidio, které md tutéz
cenu jako R} pro viechna p;, p,. (Takovych pravidel, odlignych od Rj. je celkem 15,
jak v dalim téz ukdzZeme.)

ProtoZe cena pravidla (1.4) je kli¢ovym pojmem v tomto problému, je iéelné véno-
vat ji podrobn&jsi pozornost. V ndsledujicim paragrafu proto probereme obecnou
metodu jejiho vypodtu, &imZ budou ziskdny pfedpoklady pro pfesnou formulaci
a ditkaz vlastnich vysledku.

2. CENA PRAVIDLA

Definice ceny pravidla ve shod& s [2] byla poddna vztahem (1.4). Pro jeji vypocet
bylo v [2] pouze poukdzdno na teorii Markovovych fetdzcii a vypodtena cena pra-
vidla R} pro r = 3. Odvodime zde proto naznagenou metodu vypo&tu v obecném

piipadg, nebot tim ziskdme vztahy potfebné v dal§im.

Nejprve si viimnéme nejvyznaéngjiich vlastnosti vyplyvajicich bezprostfedné
z definice. Cena pravidla je soumérnd funkce, tj.

(2.1) W(R. pi. p2) = W(R, p,. py) .

a plati pro ni nerovnosti

IIA

(2.2) min(p, p;) £ W(R, py, p2) £ max (py, pa),
coZ v trividlnim pFipadé p, = p, ddvd
(2.3) ‘ W(R, p, p) = p.
Nyni se obrdtime k otdzce obecného vypoctu ceny pfi danych R, p,, p,. Nejprve

uvazme, Ze jest-li poldteCni stav o transientni, pfislusi mu pravdépodobnost u;
absorpce v uzaviené tFidé C; (1 £ i £ m), pficemZ plati

(2.4) Tu =1,




a vzhledem ke konedné stiedni dobg absorpce
(2.5) SR, 2, pys pa) = Z“i.f(Ra Ay Pys p2) -

i=1

kde «; je libovolny stav ze tiidy C;. Z (2.4) a (2.5) dostdvdme

(2.6) F(R, 2, py. p2) Z min f(R, a;, py, p2)
1gigm
a odtud
(2.7) min f(R, &, py, po) = min f(R o pr. p2) -
2eMo tgigm

Tim je umoznéno piepsat definici (1.4) na jednodussi tvar

(2.8)  W(R.p,, p,) = min min [/‘V(Rv @ P P2) f(R 2 p2 py)] (€ C)),

1sizm

¢imz se Gloha redukuje na vypocet velidiny f uvnité uzaviené tiidy C; fetézce M.

UvaZujme nejprve extrémni pfipad, kdy uzaviend tiida C, neobsahuje Zddny vyzna-
ceny stav. Jestlize n&kterd z pravdépodobnosti p,, p, md krajni hodnotu 0 nebo 1,
pak miZe byt f rovno bud p; nebo p,; ze struktury pravidla R se snadno urdi, ktery
z té&chto dvou piipadii nastdvd. Je-li f rovno min (p,. p,), pak tutéz hodnotu md
i cena pravidla (podie (2.8), (2.2)), kdeZto v opaéném pfipadé (f = max (p;, ps))
nuino zkoumat dal3i hodnoty f (v ostatnich tiiddch C; a pfi opa&ném poradi argu-
mentll py, p,). Naproti tomu pfi 0 < p; < 1 pro i = 1,2 je vidy jedna z hodnot
F(R, oty prs Pa)- f(R. 0y, pye py) rovina py a druhd p,, takZe v kazdém ptipadé dostd-
véme vysledek W = min (p,, p,).

JestliZe naproti tomu tfida C; obsahuje (alespofi jeden) vyznaceny stav, pak nutné
obsahuje vyznadené stavy f,. ..., B, y;. ..., 7, (s, 1 = 1) takové, Ze kazdy stav 8, obsa-
huje posledni vysledek hodu minci 2 a tedy piedpisuje ndsledujici uziti mince 1,
kdeZto u stavil y; je tomu obrdceng. Je-li v posloupnosti pokusii dosaZeno vyznade-
ného stavu f,(y,). pak nasleduje posloupnost hodit minci 1 (2), kterd je zakondena
prvaim dosaZenim nékterého vyznageného stavu y; (f;); tuto posloupnost nazveme
blok hodii minci 1 resp. 2. Stfedni délku bloku hodi minci 1 resp. 2 ndsledujiciho
za stavem f3, resp. y, ozna&ime B{(R. p,. p,) resp. BYY(R. p,, p,) a uréime ji vhodnymi
kombinatorickymi metodami (I £ [ < s resp. t). Ddle budiz n,, resp. ¢, pravdé-
podobnost, Ze po stavu fi, resp. v, bude v fetézci M, ndsledovat stav y, resp. B, diive
nez jiny vyznadeny stav (1 £ k < s, 1 £ [ £ t). Tim je definovdn jisty novy Fetézec
M, ktery md periodu 2 a vechny stavy persistentni a tvofici jedinou uzavienou t¥idu,
Staciondrni rozdéleni fetézce M; uddvd skoro jisté proporce asymptotického vyskytu
jednotlivych vyznadenych stavli v C;. Postaci ovSem urdit c-ndsobky staciondrnich
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pravdépodobnosti, kde ¢ je libovolnd nenulovd konstanta, tj. uZit soustavy rovnic

T~

(29) o= een, o=y muy (ISkZs121=1),
1=1 k=1
5 t
Ay =c,
k=1 1=1
z nichZ plyne
5 : c
(2.10) Ym=e=—.
k=1 =1 2

(L-/2)—na'sobnei stfedni délka bloku hodit minci | resp. 2 v C, je pak

4 : u )
(2.11) 2” By(R, p1, p2 1 Cp) = z “kB({\)(Rv P1s P2) -
k=1

¢ ! :
2' Bz(Rg Pis P2 I Ci) = Z 013\7‘)(Ra Pi>Pa) .
=1
Ziskané hodnoty (2.11) vedou k Zddanému vysledku ve tvaru

N By(R, py, Ci) + p.By(R, py, ps- | C;
(2.12) F(R, % py. pa) = PiBi(R, p1, P2 r ) + p2Ba(R, py, Py I )
By(R, p1. 2 ] C;) + By(R, py. 2 | )

(;eCril i< m).

Uvedme zde priklad, jehoZ vysledkil vyuZijeme v dal§im. Pii délce paméti r = 2
nechf md pravidlo vyznagené stavy shodné s (1.3) — coZ je pro r = 2 totéZ co (1.2) —
a dal§i vyznadené stavy z nékteré podmnoZiny stavii

(2.13) HH,y, H, Ty, HyH,  H, T, .

Riiznych podmnozin 4 stavit (2.13) a tedy i jim odpovidajicich pravidel je 2* = 16.
MnoZinu téchto 16 pravidel nazveme #,. Do £, oviem patii zejména Robbinsovo-
Isbellovo pravidlo RS = R; (odpovidajici vybéru prazdné podmnoZiny stavi (2.13)).
Dokdzeme nyni, Ze pro R' € &, a libovolnou dvojici py, p, (p1 + pa) je

P43 + Dagi

(2.14) W(R', pi, p2) = WRS. py, py) = =02
4z + g1

(Porovndni s (2.3) ukazuje, Ze (2.14) plati té7 v piipadé p, = p, < 1)

Je-li R’ € &,, snadno se pfesvédlime, Ze Yetdzec M, md prdvé jednu uzavienou
tfidu a Ze viechny &tyfi stavy (2.13) jsou transientni, at jsou hodnoty p,, p, jakékoli.
Z (2.8) tedy vyplyvd, Ze vSechna pravidla z %, maji identickou cenovou funkci,
neboli prvni rovnost (2.14). Druhou rovnost dokd7eme nejprve za pfedpokladu




max (py, p2) < 1. Vyznadené stavy pattici do C; jsou

(2.15) b =TT, » =TT,
B,=TT,, v,=T,T,

aZ na piipad p; = 0, kdy stav T;T; je transientni (i = | nebo 2), a je nutno uréit
piisluiné stfedni délky blokii. Jestlize po stavu f; ndsleduje vysledek pokusu Ty, coZ
nastane s pravdépodobnosti g,. je tim dosaZeno stavu y,, takZe k ndsledujicimu
pokusu se uZije mince 2, neboli blok hodi minci 1 md délku pouze 1. V opagném
pfipadé ndsleduje za stavem f; vysledek pokusu H, (s pravdépodobnosti p;) a se
zakonCenim bloku nutno cekat na prvni uskutecnéni stavu y,. TotéZ vSak plati pro
blok hodii minci 1 ndsledujici za stavem f,, takZe blok hodf minci 1 je v kazdém
pfipadé podfizen tomuto pfedpisu: skonéit prvym pokusem, je-li vysledek T,

a v opacném piipadé skonéit p¥i prvém dosaZeni stavu y, = T,T,. Stfedni délku
tohoto bloku, kterou oznaéme 4, uréime pomoci stfedni délky B bloku, ktery na
rozdil od pfedeslého konéi pouze prvym dosazenim stavu y, = T,T,. Mezi témito

stfednimi délkami plati zfejmé vztahy

(2.16) A=g,. 1 +p(l +B)=1+ pB,
B=p(l+B)+ g (L +A4)=1+pB+qA4

a odtud A = g7 % Tim jsme zjistili

(2.17) BY(R  pi.ps) = g7 (k=1,2)

a odtud vzhledem k soumérnosti vyznaCenych stavii (2.15) téz
(2.18) BO(R' py.ps) = q57 (1=1,2).

Nalezené hodnoty jsou podle (2.11) a (2.10) rovny pfimo pfislusnym hodnotdm B,
B, (odpadd nutnost urdovat staciondrni pravd&podobnosti v M,) a dosazenim do
(2.42) vychdzi

_ P43 + pad}

(2.19) SR o, pyu py) = =5 o (e Cy).
q> + g%

ProtoZe na obé& hodnoty p,, p, jsou kladeny tytéZ podminky (max (p,, p,) < 1)
ddle funkce (2.19) je soum&rnd a uzaviend t¥ida C; je jedind, plati (2.19) pro libovolny
potdtedni stav o a téZ pro obrdcené pofadi argumentt py, p,. Odtud vyplyvd druhd
rovnost (2.14). — BudiZ nyni max (p, p,) = 1. Vzhledem k (2.1) miiZzeme pfedpokld-
dat p, = 1 atedy p, < I. Nyni je jediny persistentni stav paméti H H, a tedy ziejmé
W(R', 1, p,) = W(R', p,, 1) = 1. coZ souhlasi s (2.14).
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3. PREHLED DOSAVADNIHO STAVU RESENI A FORMULACE
VLASTNIHO VYSLEDKU

Stejnomérné nejlepsi pravidio je nalezeno dosud jen pro nejjednodussi piipad
r = I, kdy 4 moiné vysledky jednotlivého pokusu (1.1) jsou zdrovei viemi moZnymi
stavy paméti. Lze tedy definovat pravé 16 riiznych pravidel a vzdjemnym porovnanim
jejich cen zjistit, Ze stejnomérné nejlepsi pravidlo pro délku paméti r = 1 je prdvé
Jjedno, a 1o R} = Ry (s vyznadenymi stavy Ty, T}).

Pro r > | neni naproti tomu dokdzdna existence stejnomérné nejlepsiho pravidla.
V ¢&ldnku [l], ktery je prvni praci zabyvajici se timto problémem, definoval Robbins
pravidlo R a vyslovil hypotézu, Ze je stejnomé&rng nejlepdi. V dalsi prdci [2] uvaZoval
Isbell pravidlo R! a dokidzal tato tvrzeni:

(1) Plati
(3.1) W(R}, pi. p2) Z W(R), py, p2)  pro vsechna r.py, p,
s rovnosti pravé ve tfech pripadech:

a) r £ 2 (nebot pak jsou ob& pravidla totoznd, R? = R},

b) py = p (viz (2.3)),

¢} max (py. p,) = 1 (v tomto piipadé nabyvaji ceny obou pravidel hodnoty I,
jak Ize snadno nahlédnout podobng jako na konci ditkazu tvrzeni (2.14)).

(2) Plati
(3.2} W(R:, Pi» P2) Z W(R,, pi, p2) s
kde R, je libovolné pravidlo pro délku pameti r, ulespor ve dvou pfipadech:

a) r = | (viz vysc uvedeny vysledek, ktery je dokonce silngjsi!),
b) min (py, p,) = 0.

Isbellovu hypotézu, Ze pravidio R} je stejnomérné nejlepsi, lze pro r = 3 snadno
vyvrdtit napt. pomoci pravidla, které md vyznadené stavy (1.3) a navic dali dva
(3.3) TTT;...T;, (i=12;j=3—1i).

r—1

Lze totiz dokdzat, Ze cena tohoto pravidla je na v&tSin& oboru {p,, p,} v&t§i nez
W(R!, py. py)- K efektivn&jimu vysledku v tomto sméru viak dospéli Smith a Pyke
[3], ktefi pro r = 3 udali mnoZinu pravidel stejnomérné lepsich neZ R}. V té7e préci
pak ddle definuji jistou jest& 3irdi mnoZinu pravidel, z nichZ o jednom vyslovaji
hypotézu, Ze je stejnomérné nejlepsi.

Dédle uvedeny vlastni pfispévek se naproti tomu tykd ptipadu r = 2, pro kitery
bude dokdzdno zesilené Isbellovo tvrzeni vy§e oznalené (2), p¥ipad b) ve formeé
ndsledujici véty.




Véta A. Jestlize je R'€ #, (viz § 2), R pravidlo pro délku paméti r =: 2 nepatFici
do R, a

{3.4) min (p, p;) = 0 < max (p;. p,) < 1,
pak je
(3.5) W(R', pi. p2) > WIR. py, p3) -

Jestlize nékterou ostrou nerovnost v (3.4) nahradime neostrou, nutno totéz pro-
vést s nerovnosti (3.5) a véta A pak bude pouhym disledkem Isbellova tvrzeni (2) b).
Pro piipad prvé nerovnosti (3.4) je to patrno pfimo z (2.3), a vzhledem k druhé ne-
rovnosti (3.4) sta&i uvaZovat pravidlo R* se dvéma vyznalenymi stavy T,T,, T, T,
a ovefit, 7e je

W(R', I, p)= WR* pl)=1 (Re#,,0p=1).
Z tvrzeni obsaZenych ve vété A a ndsledujicich Gvahdch bezprostfedné vyplyvd

Diistedek. PFi délce paméti v = 2 bud mnoZina #, pfedstavuje mnoZinu vsech
stejnomérné nejlepsich pravidel, nebo Zddné pravidlo neni stejnomérné nejlepsi.

4. DUKAZ VETY A

K ditkazu véty A, vyslovené v § 3, odvodime nejprve nékteré potfebné pomocné
vysledky. Uvazujme izolovany blok hodd jedinou minci, u nichz jsou mozZné vysledky
H s pravdépodobnosti p a T s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p (0 < p < I). Predpis
pro zakoneni bloku je uréen trojici (1° 17, 1") podmnozin mnoZiny U = {H. T}
takto:

1. Blok konéi jiZ pronim hodem, jestlize jeho vysledek pat¥i do 1°.

2. Nebyl-li blok ukoncen n-tym hodem nebo diive, pak je ukoncen (n + 1)-vym
hodem, jestlize bud vpsledek n-tého hodu je H a vysledek (n + 1)-vého patii do 1",
nebo vysledek n-tého hodu je T a vysledek (n + 1)-vého patii do 1T (n = 1).

St¥edni délku takového bloku ozna¢ime B(I°. 1", I"). NapF. na konci § 2 jsme
urcili
(4.1 B,({T}.0.{T}) = ¢7*.

Vziah této definice k pravidlim (pii délce paméti r = 2) je patrny odtud. 7e kazdé
pravidlo je charakterisovdno osmi mnoZinami

(4.2) 15 10,0 1T c Uy = {H, T} (i=1,2),

které maji tento vyznam: Podinaje druhym pokusem v posloupnosti hodd je kazdy
blok hodt minci i Fizen predpisem urdenym trojict (1%, 1%, I7), kde je 1° = I§; resp.
IS, v zévislosti na tom, zda predesly blok hod& minci j kondil vysledkem H;nebo T;
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(i=1,2;j=3—1i). MnoZina #, je pfitom charakterisovdna specifikaci Sesti
mnoZin (4.2), totiz

(4.3) Iy =AT}, 17 =0 1] ={T} (i=12),

kdezto zbyvajici dvojice I§; (i = 1,2) probihd vSech 16 moznych kombinaci a tim
jsou vytvdfena jednotlivd pravidia patfici do #,; ve zvlditnim piipadé I, = 0
(i = 1, 2) dostdvdme Robbinsovo-Isbellovo pravidlo R§ = R).

Pro bloky hodi jednou minci zavedeme kromé stfednich délek B, jesté pravdg-
podobnosti P(I° 1", 17) a Q,(I° 1", I"), % blok bude mit konetnou délku a vysle-
dek posledniho hodu bude H resp. T. Je-li stfedni hodnota B, kone¢nd, je P, + Q, =
= |; v opaéném piipadé nutn& plati, 7e s pravdépodobnosti | je délka bloku neko-
ne¢nd a tedy P, + Q, = 0.

Pomocna véta 1. Je-li 0 < p < 1 a Tel, pak je
(4.4) B({TH 1", 1"y < B({T},0.{T}) = ¢q™*

(pokud ovsem nenf zdroveri I = 9, 1" = {T}).

Dukaz Z definice snadno vyplyvaji rovnice pro ureni stfednich hodnot B,

(s jejichZ zvld§tnim piipadem jsme se setkali v (2.16))

(4.5) B0, 1", 17y =1+ pB,(I", 1", 1"y + qB (1", 1" 1"},
BI,({H},I”,IT) =1 + qB,,([T, My,
B({T},1",1")
BJU, 1%, 17)

L+ pB (17, 17,17)

(V ptipadé potieby definujeme 0. oo = 0.) ReSime-li tyto rovnice pro vsech osm
kombinaci mnozin I”, I, jichZz se pomocnd véta tykd, ziskdme viechny hodnoty
potiebné pro ovéfeni vztahii (4.4), které predstavuji celkem 7 nerovnosti a jednu
rovnost (uvedenou jiz v (4.1)). Zbytek dikazu zdlezi tedy jiz jen v mechanickych
vypod&tech, které zde provddét nebudeme.

Pomocna véta 2. Je-li 0 < p < 1,1° = {H} a Tel”, pak je

) B(1°,1", 17
(440) ! p( 3 5 ) < -2
L+ Q017,17
Dikaz. Zde jde celkem o 16 nerovnosti, které se ovéii analogicky jako u pomocné
véty 1. pouZitim jednak soustavy rovnic (4.5), jednak soustavy rovnic, které rovnéz
vyplyvaji z definice:




(4.7) Q,0,1".17)
Q,({H}. 1".17)
QUTHI®IT) = g + po (1", 1",17),
QU 17,17

Nyni jiz mtiZeme piikro€it k vlastnimu dikazu véty A, kterou mOzeme vyjddfit
ve formé:
Je-li0 < p <1, R e&#,, Ré¢R,, pak plati

pOM™ I IT) + qQ(i*, 1%, 17)
qQ (I 117y,

i

It

q.

(4.8) W(R', p,0) > W(R, p,0).

Nejprve piedpoklddejme, Ze u pravidla R neni néktery ze stavi T;T; (i = 1 nebo 2)
vyznadeny neboli T, ¢ I pro i = 1 nebo 2. Pak je oviem f(R, T, T}, 0, p) = O nebo
f(R, TyT,. p,0) = 0 a tedy W(R, p, 0) = 0. Zdrovei v3ak je podle (2.14)

(4.9) WR', p.0) = p(I + ¢*)7"' >0
a tedy (4.8) plati. MaZeme proto naddle pfedpoklddat
(4.10) Tiell (i=12)

neboli omezit se na pravidia R, mezi jejichZ vyznafenymi stavy jsou T,7T, a T, T,.
Pro urditost budeme predpoklddat p; = p, p, = 0 a p¥ipad vymén&ného &islovdni
minci pfi pravidlu R fesit pomoci soumérné sdruzeného pravidla R, jehoz vyznadené
stavy jsou uréeny zménou index ve vyznacenych stavech pravidla R. Plati-li pak
(4.10) pro R, plati téZ pro R, a je-li kromé& toho R’ € #,, je t¢Z R’ € &,.

Ptisluiny fetézec M, md jedinou uzavfenou ti{du persistentnich stavii (nebof
z kazdého stavu « je zfejmé& dosaZitelny stav T,H,) a proto nebudeme nikde vyzna-
Covat podteéni stav nebo uzavienou tfidu. Z definice vyplyvd

(4.11) W(R, p, 0) = min [ f(R, p, 0), f(R, p, 0)]

a pro stfedni délky blokd a pravdépodobnosti jejich posiednich vysledkii plati
ziejmé vztahy

(4.12) 1£B,<w,
(4.13) 1 €By£2,
(4.14) P,+Q,=1,
(4.15) Po=0, Qy=1.

S pravdépodobnosti 1 se tedy bloky hodd ob&ma mincemi sté{daji a pfed druhym
a dal§im blokem bodi minci 1 je vysledek Ty, takZe tyto bloky jsou nezdvislé na p¥ed-
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pisu 19, Stfedni délky blokii obojiho druhu jsou proto uréeny vztahy
(4.16) B\(R, p. 0) = B,(I3,. 11, 17),
(4.17) By(R. p, 0) = P15, I1.17) Bo (Iz, . 12} + QI3 1Y, 1) Bo(d50. %, 13) .

Znak = vyjadiuje ziejmou skutenost, 7e B, nezdvisi na predpisu I. Podie (2.12)
dostdvame
PBy(R, p. 0)

4.18 R, p.0)= — 2+ = pii R, p. 01",
(4.18)  f(R, p.0) 3R p.0) + BAR 7 0) p{1 + [9(R, p, 0)]™")

kde je
, R
(4.19) (R, p.0) = BB O
Bz(R, p,0)
B,(I9, 11, 11)

P13 T 17) BT, 15) + Q154,14 17) Bo(I9,, %, 13)

K diikazu tvrzeni tykajiciho se nerovnosti (4.8) stadi tedy jiZz jen dokdzat toto
tvrzeni:
Je-li 0 < p <1, R e #,, R¢ %, s vlastnosti (4.10), pak je

(4.20) min [g(R, p.0), g(R, p,0)] < ¢~ %,

(4.21) g(R', p,0) = g7

Dikaz provedeme pro jednotlivé piipady, které ve svém souhrnu vylerpdvaji
viechny moZnosti.

. I9, = U,.— Ve (4.19) je ¢itatel podie(4.5) roven | a jmenovatel je podle (4.13),
(4.14) roven alespon jedné. Je tedy g(R, p,0) < | < g~ 2 a (4.20) plati.

2.1%; = {T} (i = 1,2)aptitom I} + OneboI] + {T,}. — Podle pomocné véty I.
je Citatel (4.19) mengi neZ ¢~2 a jmenovatel je (viz bod 1.) roven alespoii 1, takZe
(4.20) plati.

3,05, ={T}, 17 =0, 1T = {T} (i = 1,2). — Podle (4.3) patii pravidlo do #,.
Citatel (4.19) je podle pomocné véty 1. roven ¢~ 2. Dile zfejm& plati
(422)  QUTHO{TH =1 = PUTLOATH =1, By({T}. = =1,
takZze jmenovatet (4.19) je roven 1. Plati tedy (4.21).

4. 19 = (T, 19, = {H,} a pitom I{ % 0 nebo IT + {1,}. — Tyz dikaz jako
pro bod 2.

S A =T 1Y =0,1] = (1)}, 19, < {H,}. — Z predpokiadu vyplyvd vzhle-
dem k (4.13)

(4.23) Bo(I32, %, %) = 2.




Podle (4.22) a (4.23) je jmenovatel (4.19) roven 2. Odtud a podie pomocné véty [.
dostavame opét (4.20).

6. 19 = {H;} (i = 1.2). — Podle (4.19), (4.13). (4.14) a (4.23) plati v tomto pii-
padé
o(R.p.0) £ AT LD

QI T
a odtud (4.20) podle pomocné véty 2.

Ve viech zbyvajicich piipadech nutno zménit &slovdni minci (piejit k soumé&rnému
pravidlu R), &imzZ se dojde ke splnéni piedpokladit n¥kterého z bodi t., 2.. 4., 5.
a (4.20) se dokaze prostfednictvim velitiny g(R, p, 0).

Tim je véta A zcela dokdzdna.

(Doslo dne 7. tinora 1966.)
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SUMMARY

On the Robbins-Isbell Sequential Decision Problem with a Finite
Memory

ZDENEK REZNY

The following problem proposed by Robbins [1] and Isbell [2] is dealt with:
An experimenter performs an infinite sequence of coin tosses, having at his disposal
two coins numbered by him 1 and 2 and chuosing one of them for each toss with the
aim of maximizing the limiting frequency of heads. However, he knows nothing
about the probabilities py, p, of heads on the two coins, and moreover, his know-
ledge of the past history of the process of coin tossing is limited by a finite memory
of length r (2 1). Beginning from the (r + 1)-st toss, the choice of the coin is governed
by a rule, which prescribes the choice of the coin depending on the memory state,
or, equivalently, divides the set of all 4" memory states into two classes. By the worth
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of a rule is meant the minimal limiting frequency of heads which is guaranteed by
using the rule, for arbitrary initial memory state and numbering of coins. The
problem consists of finding a uniformly best (u.b.) rule, which, given the memory
length r, maximizes the worth in the whole domain {p,, p, :0 < p, < 1, i = 1,2},
For the case r = 1, the solution is casily found (cf. [2]): Among all 16 existing rules,
exactly one is u. b., viz. that which prescribes a change of coins if and only if the
present toss results in tails. For the cases r > 1, however, the solution of the problem
has not yet been given.

In the present paper, the case of memory length r = 2 is treated. The class #, of
16 rules, including the Robbins-Isbell rule (“change coins if and only if two subsequent
tails occur™) is defined by the property that all rules of #, are equivalent with respect
to worth. It is shown that the worth of each rule of %, is greater than that of an ar-
bitrary rule not belonging to #, at least in the domain {p,, p, : min (py, ps) =
= 0 < max (p,, p») < 1}. Consequently, either #, is the class of all u. b. rules, or
no rule for memory length 2 is u. b.

Ing. Zdenék Reiny, CSc., Statni vizkumny tistav pro stavbu strojii, Husova 8, Praha | - Staré
Mésto.
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