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KYBERNETIKA —VOLUME /5 (1979), NUMBER 6

Zur Genauigkeit und Ausgabewerteverlauf
im Wurzelmodellieren

KAREL BENES

Beim Analogrechner steht die Genauigkeit der Berechnung im Vordergrund. Wiihrend sich
lineare Operationen relativ genau modellieren lassen, kdnnen die nichtlinearen mittels des Dioden-
funktionengenerators oder des Diodenmultiplikators nur mit kleinerer Genauigkeit modelliert
werden. Die vorliegende Arbeit bchandelt die Frage der Genauigkeit und des Verlaufes im
Wurzelmodellieren.

EINLEITUNG

Die Wurzel y = \/x wird durch Aufldsung impliciter Gleichung F(z, x} = —x +
+ z? = 0 modelliert aber gewisse dem Diodenmultiplikator zuzahlende Ungenauig-
keit entsteht. Das Diodenmultiplikator arbeitet auf Grund der Bezichung uv =
= [(u + v);2]* — [(u — v)/2]>, wo quadratische Abhingigkeiten durch gewisse
Anzahi von n linearen Segmenten approximiert werden.

TEORETISCHER TEIL

Zur Feststellung der Genauigkeit und des Verlaufes von y im Koppelplan laut Abb.
1 suchen wir den Verlauf von y in der Abhingigkeit vom Werte x. Dabei wird im
Ergebnisse das Vorzeichenwechsel vorausgesetzt. Der Ungcnziuigkcit des Multi-
pliziergerates wegen gilt fiir den Ausgabewert y des Implikators die Bezichung

1) y=4/x

Zur Befriedigung der Bedingung, daB die Spannung am Eingang des Inplikators
beinahe gleich Null ist, muB fiir den Ausgabewert des Multipliziergerates (bei ge-



niigender vom Verstiicker abbingender Genauigkeit)
2 4o = x

gelten.

Vom behannten Ubertrag des Multipliziergerites fiir einzelne Werte der Eingangs
gréfen u und v bestimmen wir beim bekannten Wert u den zweiten Eingabewert
aus der obigen Bedingung (2). Das Multipliziergerit vermittelt das Produkt aufgrund

der Bezichung
u + v\? u — v\?
v o= - —-(—1
2 2

wo quadratische Abhéngigkeiten durch lineare Abhédngigkeiten approximieit werden.
Dann ist der Ausgabewert u, des Multipliziergerites unter gleichzeitigen Vorzeichen-
wechsel gegeben als

o e

wo g, und g, lineare die quadratische Abhédngigkeit im k und I Abschnitten approxi-
mierende Funktionen. Betrachten wir Approximation einer quadratischen Abhén-
gigkeit durch gebrochene Linie, wo die Brechungspunkte auf dem Graph der appro-
ximierten Funktion liegen und die Anzahl von Abschnitten n ist. (Siehe Abb. 2.)

Zur Erfullung der besten gleichméafBigen Approximation von der quadratischen
Abhingigkeit durch gebrochene Linie ist die Brechungspunkte — Verteilung an
der Argumentasche dquidistant. (Siehe Abb. 2.)




- 470 Der Ausgabewert des Multipliziergerdtes darf die Maschineneinheit nicht iiber-
treten. Es gilt daher Iu| =1; M =< 1. Nach Abb. 2 nehmen die Funktionen g, .
[ + v)j2], wo k = 1,2, ..., nfolgende Form an:

S ()T

Aus diesen Gleichangen ergibt sich im allgemeinen

) 9::(M>=%(2kml)lij2'—ﬂmik(k_l)'

2 n?



Der Index k wird durch die Bezichung

© R U I T
n

Il

[\
=

estimmt.

Nach (6) zwei Werte in den Brechungspunkten geniigen dem Index k; der ent-
sprechende Brechungspunkt ist ein gemeiner Punkt von den Funktionen

u+v u+v
1) (22
Nach Abb. 2 erhalten wir dhnlich eine allgemeine Prézisierung

" glcu fl): Lozt oLy,

n 2 n?

(8) jflgl_”‘i"él, I=j, j=1,2,...,n.

Wiederum gibt es in den Brechungspunkten zwei dem Index I geniigende Werte.
Nach (3) ist also der Ausgabewert u, des Multipliziergerites gegeben als

©
uy = ;I:l(zk‘J)i“JrU|~l—zk(k~ 1);1(21~1)|1;—5‘+i21(1~1)].

2 n n

Nach Abb. 1 gilt im vorliegenden Fall u = y 2 0, v = —y, und nach Abb. 2
gk(O) = 0. Danach ist der Ausgabewert u, durch die Beziehung

1 1
10 ug=—-21—-1)y—=1I(I-1
(10 o=ter-ny-Lo-y
gegeben.
Einsetzen von (10) in die Gleichung (2) ergibt

(11) x:l(2[~l)y——l—z-l(l—l).
n n

Hieraus bestimmt man die Abhéngigkeit des Implikator-Ausgabewertes y vom
Eingabewert —x, d.h.

nx (1 = 1)
(12) y _ ,(_7/

a1 -y
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Durch Vergleich von (11) mit (12) ersicht man sofort, daB die Funktion aus (11)
1 1

(13) Y=l@-x-—=11-1)
n n

zur Funktion y = f(x) aus (12) invers ist.

Also, die Funktion z = /x ist wieder approximiert durch gebrochene Linie laut
(12). Die Brechungspunkte der gebrochenen Linie sind symetrisch konjugiert langs
der Achse, welche den 1. und 3. Quadrant halbiert. (Siche Abb. 3.)

zy
Y

Die Brechungspunkte der gebrochenen Linie aus (13) approximieren die quadra-
tische Abhingigkeit Z = x2. Auch hier ist die Funktion Z = x? zur Funktion
z = \/x invers. Die Koordinaten von Brechungspunkten der gebrochenen Linie faut
Gleichung (12) bestimmen wir dann durch Koordinatenvertauschung von x und y
der gebrochenen Linie laut Gleichung (13), welche die Funktion Z = x* approxi-
miert. :

Bei polynomischer Approximation der Funktion f(x) durch die Funktion g(x)
im Approximationsintervall {a; b) ist die Ungenauigkeit der Approximation durch
den Ausdruck

sx:wx~x X — X X — X
(14) ()= (o = 20 = x) = ),



gegeben, wo Xg, Xy, ..., X, die Knoten der Approximation, { einen gewissen Punkt
im Intervall {a; b), und m einen Grad des approximierten Polynoms darstellen.
Der maximale absolute Approximationsfehler erfiillt dann die Beziehung

M,
(15) [600) e < F—t ++;)' (X, Xos Xps s Xi)
WO M,y = max [f"*V(X)|, o(x, X0, Xy, .., X,) = max |(x — xp) (x = x) ...
xe<a;b> xe<azb>
e (x = x)|-

Bei der Approximation der Funktion durch lineare Abschnitte ist der Fehler laut
(14) durch den Ausdruck

(16) o(x) :fig) (¥ = X)) (x = x),

ledxmpxy; 1=12...,n

gegeben.

Der Ausdruck (x — x;) (x — x;) nimmt sein Maximum im Punktx = 4(x,_, + x;)
an, so daf laut (15) fiir den maximalen absoluten Fehlerwert

<My (xi=x, Y
(17) oo = 52 (5
wo M, = max f'(x) gilt.
XE<X|-13%1>

Wegen dem Vorkommen der zweiten Ableitung der approximierten Funktion
in (16) und (17) ist es besser den Approximationsfehler der Funktion f(x) = Z(x) =
= x* durch die Funktionen Y; als den Approximationsfehler der Funktion z(x) = \/x
durch die Funktionen y, zu untersuchen. (Siche Abb. 3). Nun nutzen wir die Tat-
sache aus, daB die Funktionen z(x) = {/x und Z(x) = x? und die Funktionen y(x)
und Y(x) aus (12) und (13) invers sind. Der maximale absolute Approximationsfehler
der Funktion Z(x) = x* durch die Funktionen ¥, lautet nach (16) und (17)

2 (x = x, .\
max . N - -
2! 2

Bei der Approximation der besten gleichméBigen Approximation

(18) lex (%)

lev, (%) man = [er,(3) lmax = - = [ex, ()] max >

wird es laut (18) nétig x, — x,_, = konst = 1/n zu wihlen, wo die Auszahl von
linearen Abschnitten darstellt.

473 ¢
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Da der Ausdruck (x — x,-1) (x — x,) in (16) sein im Punkt

(19) xo= Xmi T 201
2 2n

annimt, wird das Maximum des Approximationsfehlers inmittendes betrefenden Ab-
schnittes und der Fehlerwert laut (18) wird

(192) , oo = 5 =

Der Approximationsfehler von z durch die Funktionen y; wird mittels (12) durch die
Beziehung

SN S ()}
(20) i) =/ 20—-1 n(20=1)

gegeben.
Aus der Bedingung de, /dx = 0 bestimmen wir die x-te Koordinate vom Punkte,
in welchem der groBte Approximationsfehler eintritt, d.h.

20 — 1\?
21 x = .
@ (%)
Nach (19) und (21) sind die Punkte des maximalen Approximationsfehler im betrefen-
den Abschnitte auch langs der Axis konjugiert, welche den 1. und 3. Quadrant

halbiert. {Siehe Abb. 3.)
Der maximale Fehlerwert im I-ten Abschnitte wird durch die Beziehung

21 - 1\? 21— 1 21— 1 20 — 1\?
(22) (syl)max =2z (_zr> -y <“27-> = o — II( o ) .
1 -1 _1/21—-1 P-1
-1 ni-1) n<74’” 20 - 1)'
gegeben. :

Den Verlauf des Approximationsfehlers in Abhéngigkeit von der Ordnungszahl
des Abschnittes / bestimmen wir verm&ge der 1. Ableitung vom Fehler ¢, nach [, d.h.

(23) = |

dl a2 -1y

Da fiir alle e {1; o)

(24)

A1~ 1) _1
@ -17 2

gilt und daher de,/d! < 0 ist, der Fehler mit wachsendem [ nimmt ab.



Haufig ist auch die Approximation der quadratischen Abhéngigkeiten beim Multi-
plizieren nach Abb. 4, wobei die quadratischen Abhéngigkeiten mit dem Fehler

+ 5/2 approximiert werden.

In diesem Falle gilt wieder nach Abb. l u =y

(29)
(29 o
fiir y 2 n(gf2).

(27)

Durch Einsetzen der Beziehungen aus (25), (26) und (27) in Gleichung (3) ergibt sich
fiir den Ausgabewert des Multiplizicrgerites

(28)

(29)

Y

u-—v

2

Abb. 4.

v

0,0 = —y,

9 <%3) = gi(0) = 0,

g(y) =0 fir y< n%.

uo=l(2l—1)y—-—%l(1——l)—
n n

£
2

uy, =0 fiir y<n%.

fiir

y

[\
=

):gt(Y):%(ZI—I)y—;lgl(l—l)—

SRR

i
2

475!



476

Einsetzen in Gleichung (2) ergibt
(30) x=l(21—1)y—i21(l—1)~£,
n n 2
so daB die Abhangigkeit des Implikator-Ausgabewert y vom Werte —x lautet

_om - n
G1) y_zt—1+n(21~1)+2(21-1)'

Durch Vergleich der vorstehenden Bezichung mit (30) sehen wir daB die Funktion

(32) y=1(i- l)x~izl(l— -2
n n 2

zur Funktion y = f(x) invers ist. Die Funktion z = \/x ist also wieder durch die
gebrochene Linic laut aus (31) approximiert. Die Brechungspunkte dieser gebroche-
ne Linie sind symetrisch konjugiert lings der den 1. und 3. Quadrant halbierenden
Achse mit den Brechungspunkten der gebrochenen Linie aus (32).

Wenn die Funktion Z = x* durch die Funktion Y (siehe (32)) mit dem Fehler
+¢/2 approximiert ist, so liegen die Brechungspunkte der Funktion Y auf dem Graph
der Funktion U, wo

(33) U(x) = x* — %

und der Graph der Funktion Y beriihrt den Graph der Funktion ¥, wo

(34) V) ="+

in den Punkten mit den Koordinaten x = (2 — 1)/2n, denn — wie bereits gezeigt —
die maximallen Fehler bei der Approximation der quadratischen Abhingigkeit sind
inmitten der benachbarten Brechungspunkte. Da die Funktionen Y und y zueinander
invers sind, werden die Brechungspunkte der Funktion y(x) auf dem Graph v(x)
liegen, wo

(35) . ofx) = \/( + 2)

und der Graph der Funktion y wird den Graph der Funktion u(x) beriihren, wo

(36) u(x)=\/(x—g>, 2t



wobei die Funktionen u(x) und v(x) zu den Funktionen U(x) und V(x) invers sind. 477!
Der Approximationsfehler &, der Funktion z(x) = \/x durch die Funktion y(x)
wird dann in allen Abschnitten im Interwall

(37) sye<\/(x+%>—x; \/(x—g)—\/x

und der absolute Fehlerwert wird im Interwall

g e < X + - - Jx: Jx — ‘x___
v ) \/"\/ \/ Py
f(iera/2.

Da die Funktionen ¢,(x) = /(x + &2 — /x und @,(x) = /x — /(x — ¢2)
abnehmend sind (dg,(x)/dx < 0, dg,(x)/dx < 0), werden die maximale Approxima-
tionsfehler immer am Anfang jedes Abschnittes vorkommen (den 1. Abschnitt
ausgenommen, dessen Analyse extra durchgefithrt wird). Nach der Taylorreihen-
entwicklung von /(x + ¢/2) und (x — &/2) in der Umgebung von ¢ = 0, erhalten wir

€ el 1
38 x+o|=Jx+ o+ Z,,
(38) \/< 2) Vi T o yx R

wo

(39) x—§)=x‘il—l~+lé,
. 2/ 22\//)(

wo
2

Mit den vorstehenden Bezichungen bestimmen wir nun die wechselseitige grofe
von @1(x) und y2(x). Einsetzen der letzten Ausdriicke in ¢,(x) und @,(x) ergibt

2
(40) P =t -1t L,
’ VX \/(x+9—)
el 1 1€ 1 &
41 Pyx) = -~ — + - — — X < -.
) ) 22Jx 84 s’ 2
X—SE
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Durch Vergleich von (40) mit (41) erschen wir, daB fiir alle Werte 8, (9 € <0; 1)
“2) ?2(%) < @u(x)
gilt.

Folglich gilt fiir den maximalen absoluten Approximationsfehler im I-ten Abschnitte

3) el < /o1 — J(-) I=23 . .n,

2

b2 (5 -5 ) )

Wic schon vorher gezeigt, nimmt der Ausdruck @,(x) = Vx = J(x - ¢2) scinen
maximalen Wert immer am Anfang eines bestimmten Abschnittes an.

Die Fehlerabschatzung von (43) IdBt sich weiter prizisieren. Nach Abb. 4 befindet
sich der Fehler im Brechungspunkte am Anfang des I-ten Abschnittes (am Ende
de I-1-ten Abschnittes)

R e

y

d.h.

[l
I
L
XX, M Xty . Mt X




und der maximale absolute Approximationsfehler [e,,!f“?x im Abschnitte {x;; x;;>
ist nach Abb. 5 und (19a) gegeben durch die Beziehung

133 & 1
221 =17

max

En

(43)

wo nf(2 — 1) den Richtungskoeffizienten der gebrochenen Linie y im [-ten Abschnitte
darstellt.

Die Taylorreihenentwicklung von /(! — 1/n)? — (¢/2)) in der Umgebung von
¢ = 0 ergibt

-1\ ¢ I—1 e1 1
46 — = 4 Z7,
(46) \/(( n) 2) n 221-1 :

n

wo
. g2 1 1

b=
Unter Benutzung von (19a) und durch Einsetzen von {46) in (44) erhalten wir fiir
den Fehler im Brechungspunkte am Anfang des [-ten Abschnittes (bei geniigend
kleinem ¢ — um den Rest der Entwicklung vernachléssigen zu kénnen)

(=]
IIA

I+ 1

n 1

&
272(1=1)  ten(l— 1)

(47) &, (xi-y) =

Der Vergleich von (45) mit (47) zeigt, daB der Fehler am Anfang des I-ten Abschnittes
groBer als der maximale Fehler innerhalb des gegebenen Abschnittes ist. Folglich
gilt

(48) (Pt(x1—1) > (Pz(xzm) .

Dann gilt fiir den maximalen absoluten Fehler im [-ten Abschnitte

\ewlmax g \/<xl~1 + g) - \/,xl—l s
d.h.

‘(49) Is}’llmﬂx =

—, %1,
en(i—1) T

Die Beziehung (49) ist fiir die FehlergroBe mehr prizis als die Beziehung (43).
Fiir I = 1 gilt nach Abb. 5:

e 1
(50) J2y |max < n;i o

479



480 EXPERIMENTELL TEIL

Bei Aufgabenlgsungen in denen die Wurzel vorkommen ist es nétig wegen Genauig-
keitserh6hung aufgrund von (22), (49) und (50) eine folgerechte Normalisierung
des Ausdruckes unter dem Wurzelzeichen durchzufiihren.

1 I
t T -
Yiab \ y [ 3(y) y )
| |

0,1 0,002 ‘ 0,001 | —0,001 0,004 0,002
0,2 0,010 0,013 0,003 0,012 0,002
0,3 0,022 | 0,026 0,004 0,025 0,003
0,4 0,040 | 0,046 0,006 0,044 0,004
0,5 0,062 | 0,069 0,007 0,067 0,005
0,6 0,090 0,098 0,008 0,095 0,005
0,7 0,122 | 0,134 0,012 0,129 0,007
0,8 0,160 | 0,170 0,010 0,165 0,005
0,9 0,202 0,216 0,014 0,210 0,008
1,0 0,250 | 0,250 0,265 0,015 0,010

1

2

N

Abb. 7.



Beispielsweise, bei der Losung von y” + /(y) = § + t/2 mit den Anfangsbedin-
gungen ¥, = Yoy = 0 laut Schema der Abb. 6 erhalten wir in der Tabelle 1 (I)
angegebene Werte y wird diese Gleichung laut Schema der Abb. 7 geldst (wo y
normalisiert ist) erhalten wit die Werte y laut Tabelle 1 (II). Das Lésung der Glei-
chung ist die Funktion y = ¢*/4. Offensichtlich ist Lésung Il mehr prazis. Bei der
Berechnung wurde der Diodenmultiplikator des Analogrechners AP-S angewendet,
wo die quadratischen Abhangigkeiten durch 5 lineare Segmente (d.h. n = 5) appro-
ximiert wurden.

(Eingegangen am 30. Januar 1978.)
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