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Некоторые обобщения результатов 
Эрдеша-Каца, связанных с усиленным 
законом больших чисел, и их приложения 

М. У. Гафуров, С. X. Сираждинов 
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Литература 

Пусть Ху,Х2,...,Хп независимые одинаково распределенные случайные величины, 

8п*=-Х1 + Х2+ ... + Хп, й > = 1 . 
Положим 

"(•) - 1 ш, 
» = 1 

где /я(е) — индикатор события {\5п\ > пе]. Рассмотрены ряд задач, связанных с усиленным 
законом больших чисел в форме Эрдеша-Каца. Получены результаты описывающие мо-
ментные свойства у(е). Эти результаты Являются уточнениями и обобщениями исследований 
авторов [1], [2], [5], [13], [16], [19]. 

1. ВВЕДЕНИЕ И КРАТКИЙ ОБЗОР 

Пусть Хи Х2, ..., Хп независимые одинаково распределенные случайные ве­
личины, 

5 0 = 0 , 5„ = Хх + Х2 + ... + Х„, п^\. 

Для любого фиксированного е > 0 положим 

Ч-)-1^в), 



где 1„(Е) — индикатор события {|5„| > пе}. Нетрудно заметить, что конечность 

почти наверное величины г(е) влечет выполнение усиленного закона больших 

чисел для заданных случайных величин. 

В [1] Р. ЕгсШз показал, что для Еу(е) < оо необходимо и достаточно, чтобы 

ЕХХ = О, ЕХ\ < оо. Результаты М. Ка1г [2], [3], Р. ВрНгег [4], Ь. Е. Ваит [5], 

С. С Неуйе [6] и т. д. являются обобщениями и дополнениями приведенной 

выше теоремы Р. Егдбх и в основе доказательства этих результатов лежит ме­

тод, разработанный Р. Егйбз в [1]. 

В работе одного из авторов [7] была доказана теорема Р. ЕгсШз с использо­

ванием одного вероятностного неравенства для больших уклонений, принадле­

жащего С. В. Нагаеву и Д. X. Фуку [8]. 

Для любого фиксированного е > 0 и / ̂  2 положим 

т,(г) = 2 > ' - 2 Р { | 5 „ | > ПЕ}. 
п = 1 

Очевидно, что т2(г) = Е\>(Е). 

Продолжая исследования Р. Егсюз [1], Н ш и Н. КоЬЫпз [9], М. Кагг [3] 

показал, что неравенство т,(е) < оо выполняется тогда и только тогда, когда 

ЕХ1 = 0 , Е\Хг|
! < оо. Утверждение Теоремы 2.1 настоящей работы является 

уточнением упомянутых выше результатов Р. Егс1б5 и М. Кахг и доказывается 

способом, отличным чем у них. 

Далее в работах Т. 81^ка, N. С 8еуего [10], Н. "ггаПоп [11], Т. Ь. Ъа\, К. К. 

Еап [12] исследованы вопросы существования моментов величины \>(е). Наибо­

лее законченными результатами в этом направлении являются, по-видимому, 

результаты Т. Ь. Еа1 и К. К. Еап [12], из которых, в частности, следует, что 

условие Е\Х1\' < оо, / 2: 2 является необходимым и достаточным для того, 

чтобы Еу !~'(е) < оо. Отметим, что доказательство этого утверждения основы­

вается на вышеупомянутой теореме М. Ка1г [3]. 

В § 2 данной работы приводится неравенство для моментов высших порядков 

величины у(е). При этом использованы оценки для т,(е). 

Результаты §3 посвящены оценкам скорости сходимости больших уклонений 

величины У(Е). Далее легко понять, что если Е -> 0, то Т,(Е) -* оо и, следователь­

но, представляет интерес поведение т,(е) при Е -> 0. Отметим, что задача в такой 

постановке при / = 2 изучалась Т. 81гука, N. С. 8еуего [10], когда Хь1 = 1, ..., п 

распределены по нормальному закону; и С С Неуйе [13], А. В. Нагаевым [14] 

для произвольной последовательности независимых одинаково распределенных 

случайных величин с конечными вторыми моментами. Наиболее общий ре­

зультат в этом направлении, по-видимому, принадлежит А. В. Нагаеву [14], 

который рассмотрел случай, когда / = 2 и случайные величины ХиХ2 Х„ 

принимают значения из Эвклидова пространства К1,<1'^ 1. В § 4 продолжаются 

исследования вышеупомянутых авторов. 



В [15] Н. К.иЫп и ^. 8а1игатап при соответствующих моментных условиях 

на Х1 исследовали асимптотику вероятностей умеренных уклонений, т.е. 

р{|5„| > е^(п!пп)} при и-» оо. Нетрудно удостовериться в том, чтр если 

ЕХг = О, ЕХ\ < оо, то в силу центральной предельной теоремы для любого 

фиксированного е > О при п -» оо 

(1) Р{|5„| > е у/(п 1п п)} -» 0. 

Исследования ^. ОаУ1$ [16] посвящены оценкам скорости сходимости в со­

отношении (1). 

Сравнение результатов Р. Ег_бз [1] и ^. ОаУ1§ [16] показывает, что следую­

щие три утверждения 

а) ЕХ, = О, ЕХ\ < оо; 

б) т2(е) < оо; 

в) 4(в) = | ; _-__: р { к I > е у/(п 1п и)} < оо 
п = 1 ;г 

эквивалентны. 

В § 5 устанавливается соотношение между с1(е) и т2(е) при Б -» 0 и приведен 

более упрощенный вариант доказательства соответствующей теоремы ^. ОаУ15 

[16]. Доказательству аналога Теоремы 4.1 для процессов восстановления 

посвящен § 6. 

Отметим, что некоторые результаты настоящей работы были обобщены на 

суммы случайного числа случайных слагаемых, когда число слагаемых произ­

вольным образом зависит от исходных величин в [17]. 

Результаты § 1 — § 4 являются совместными, остальные результаты при­

надлежат М. У. Гафурову. 

2. НЕРАВЕНСТВО ДЛЯ МОМЕНТОВ ВЕЛИЧИНЫ у(е) 

Приводимая ниже Теорема 2.1 по существу является уточнением соответству­

ющих теорем Р. Егёбз [1] и М. Ка1х [3]. 

Теорема 2.1. Если ЕХг = О, ЕХ\ = 1 и Е\ХХ\
1 < ОО, / ^ 2, то для любых 

г > О, Д > 1 - е и О < у < 1/(2(/ — 1)) имеют место неравенства: 

2 2 , + 1/(/ + A)г 



OTMCTHM, HTO nofloGHtie HepaBeHCTBa AAA OflHocTopoHHHX ycmieHHbix 3aKOHOB 275 
6oJibuiHx HHceJi ycTaHOBjíeHbi T. L. Lai H Y. S. Choy [21]. O^naKo, Ham MCTOA 
OTjiHHaeTca OT MeTOfla T. L. Lai H Y. S. Choy. B AaJibHeňineM HaM noHaAoGstrcfl 
cjieayioiuHe ABe neMMH, KOTopbie cjieflyiOT H3 cooiBeTCTByiomeň TeopeMbi C. B. 
HaraeBa H fl. X. Oyíca [8], 

JleiMMa 1. IlyCTb r\u >/2, ..., f/„ — He3aBiicnMbie oAHHaicoBO pacnpeAejieHHbie cny-
naiÍHbie BCJIHHHHW C Erjí = 0, Er\\ < co. Tor^a AJM JIK>6MX y > 0, x > 0 HMeer 
MecTO nepaBeHCTBo 

Pil i „| > ,} S *M > „} + 2 (MJ» . $» + , exp | - j ^ J -

JleMMa 2. B ycJiOBHHx JleMMW 1 lípu x 2: 2 ^{nEtfy cnpaBeAAHBa ouemca 

P{|Ž»Í*| > * } Ži»P{|«íi | > 2 x } . 

,ÍI,oKa3aTejibCTBo TeopeMbi 2.1. Ilo;ib3yacb JieMMoň 1, HMeeM 

/ 2 \ l / 2 y co 

+ 2 Í - ) e-l*T.n' T,(e) ^ ^ " ' " ^ { k i l >7"e) + 2 - E-ífy^n1'2-^ + 

(2.1) + 2 j > ' - 2 exp | - ~ j = /i, + ,42 + A3 . 

OueHHM cyMMbi Au A2 H A3. TIocKOJibKy AAH AK>6oro t > l u n = 1, 2, ... 

(2.2) ^sffc-^řl+IY^, 

-4i = Z « ' " 1 P { k 1 | >«ey} = X ' I ' " 1 E p { / ^ < |*,| g (k + l)ey} 
n = l n = l A; = JI 

= £p{ney< IxJ g(n+ OsyKIk'-1)^ 
fc=l 

(2.3) á y £ »'P{«ay < |XX| á („ + 1) ey} š
 2-^M . 

ripH oiiemce A2 6yAeM cHHTaTb, HTO 0 < y < l/(2(/ - 1)) (B npoTHBHOM cjiyiae 
4 2 = co). 



276 с помощью формулы суммирования Эйлера-Маклорэна получаем 

2 \ 1 / 2 М - 2 у ( / - 2 ) „ _ 1 / у (2.4) А2<2[-\ -!* 1 е 
К 2~ \у) 1-2>-(/-1) 

Нетрудно заметить, что 

/8е 2 \' - 1 

(2.5) Л з - 4 Ш Г ^ ~ 1 ) + 1 -

Оценка сверху для величины т,(е) следует из (2.1), (2.3) —(2.5). 
При оценке снизу для т,(е) будем пользоваться Леммой 2 и неравенством 

(2.2). Выбирая А > 1 - е, имеем 

Т)(е) = X п'~2Р{\5п\ > пе} > | ] п'~2Р{\5„\ > п{е + А)} = 

= Ш Е ^ И - Ч * + А) < |Х,| _; 2(п + 1)(е + А)} > 
л = 1 1 = 1 

> ^ 1 ' 

~ 22 , + 1/(е + А)'' 

Теорема 2.1 доказана полностью. 

Замечание. В нижней оценке для тг(е) параметр А введен для сохранения 
произвольности е. На самом деле в качестве нижней оценки можно было пред­
ложить выражение 

(2 2 '+ 1/е')_ 1 Г \х\,йР{Х1<х}. 
.)М>2е[4/Е2] 

Следующее предложение представляет собой уточнение одной теоремы Т. ^. 
^а^ и К. К. Еап [12] о существовании моментов величины V(е). 

Теорема 2.2. Пусть ЕХ, = О, ЕХ\ = 1, Е\ХЛ\1 < оо, / > 2. Тогда при любом 
Е > 0 и 0 < у < 1/(2(/ — 1)) справедлива оценка 

Е»'-(.) < 2 \2- + 2 (?У ^ 1 И _ 2 ^ ^ ) + 4 Г(/ - 1) (8с 2 )- 1 + Л - Ы . 
К Ы \у) 1 - 2у(/ - 1) _ а 1" 

Доказательство. Положим 

ЫЮ=1Ш ; N = 1,2,.... 



Пользуясь элементарным соотношением 

т а х [(х + 1)" - хн] = пь - (п - 1)", к ^ 1, 
Ойхйл-1 

получаем 

Е У^Че) = Е X [ ^ ( - ) - С{(е)] = X Е ^ ^ е ) + /„(а))'"1 - ^ ( е ) ] = 
л = 1 п = 1 

= I ЕСК^.Де) + /„(е))'"1 - г„:1(8)]//„(е) = 1] х Р(1„(в) = I) < 
л = 1 

(2.6) ^ 2 2 > ' - 2 Р ( Ш = 1). 
п = 1 

Поскольку {\'П(Е)}̂ °_1 при любом фиксированном Е > 0 образует монотонную 

последовательность и по условию теоремы т,(е) < оо, то согласно теореме 

о мажорируемой сходимости из неравенства (2.6) при N -> оо вытекает 

Еу1,Г\е)~+ЕУ>-1(г). 

Учитывая это и Теорему 2.1 и переходя к пределу при N -> оо в неравенстве 

(2.6), приходим к доказательству утверждения Теоремы 2.2. 

3. ОЦЕНКИ ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

ВЕЛИЧИНЫ V(е) 

В этом параграфе сделаем одно замечание по поводу одной теоремы ^. ЗНука 

и N. С Веуего [10] утверждающей о том, что если ЕХ1 = 0 и ЕХ\ = 1, то для 

всех п > 1 и любого фиксированного е > 0 

РШ ^п}<~ 
пв2 

Положим Ь(Е) = зир {к : \5к\ > /се}. Легко понять, что V(е) йЦе). 

В следующей теореме усиливается и обобщается приведенный результат 

^. _ Н у к а и ^ С 8еуего[10]. 

Теорема 3.1. Пусть ЕХ1 = 0. Для любого фиксированного Е > 0 и / > 2 сле­

дующие три утверждения 

a) EІA-jj' < oo; 



278 
Ь) У>'~ 2 Р{г(г) > п} < оо; 

п = 1 

с) Х > ' " 2 Р { Р ( е ) = п} < оо 
п = 1 

равносильны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что а) о Ъ). Легко видеть, что 

(3.1) P{v(s) Łn}= P{ Z 4 ( є ) > n} < P{ У>„(є) > 0} = 
t =1 k>n 

' = Р{/к(Б) — 1 хотя бы при одном к > п} = Р ->1р 

Отсюда, 

£ n ' - 2 P { v ( є ) > n} < У > ' - 2 P І s u p 

В силу теоремы М. Ка1г [3] ряд, стоящий в правой части последнего неравен­

ства, сходится, если Р ! ^ , ! ' < оо. Предположим в) имеет место. Имеем 

(3.2) 

X n ' - 2 P{v(є) è n} = У>{n < v(s) < n + 1} ( V > - 2 ) > 
л = l п = 0 j = l 

f > + l) 'P{n < v(є)< п + 1} > £ v ' _ 1 ( e ) 
~ 21-\1 - 1) „^о- ' "' " 1 " ~ "' '' ~ (I- \)21~1 

Далее, так как в силу теоремы Т. Ь. Ьы и К. К. Еап [12] 

(3.3) £ v l _ l ( e ) < ao oEÌxA1 < o o o E Ľ - Ҷ є ) < oo, 

то из неравенства (3.2), импликаций (3.3) следует, что Е\ХХ\
1 < оо. Поступая 

аналогичным образом, имеем 

2 п ' " 2 Р{Щ > п] < оо о Е Ь1-\в) < оо . 
п = 1 

Отсюда и из соотношений (3.3) следует доказательство Теоремы 3.1. 

Замечание. Если ЕХ1 = О, Р ] - ^ ! ' < оо, / > 1, то в силу соотношения (3.1) 
и [23] при п -» оо имеем 

Р{у(е)>п}=о(-^. 

Этот результат улучшает упомянутую оценку Д. 8Нука и N. С. Зеуего. 



4. ПОВЕДЕНИЕ т,(е) ПРИ е -> О 

Заметим, что из Теоремы 2.1 следует, что 

т((е) = о(е-"-0. 

Первая работа, посвященная изучению роста т,(е), принадлежит Л. 5Нука 
и N. С. 8еуего [10]. Ими доказано, что если / = 2 и случайные величины Хи 

Х2, •••, Хп независимы и распределены по нормальному закону с (0, 1), то при 
всех е > 0 имеет место неравенство 

к'2 - 1 ^ Ег(а) = т2(е) ^ е~2 . 

Отсюда сразу вытекает-, что 

(4.1) е2 т2(е) = 1 + о(1) . 

Далее установлено, что соотношение (4.1) остается справедливым и для более 
широкого класса случайных величин, обладающих первыми двумя конечными 
моментами [13], [14]. 

Для случая, когда величины Хи Х2, ..., Хп имеют различные распределения 
при довольно жёстких ограничениях подобные результаты были получены 
К. СЬеп [20]. 

Для произвольных / >. 2 имеет место приводимая ниже теорема, которая 
обобщает известные результаты о поведении т,(е) при е -> 0. 

Добавим также, что метод доказательства этой теоремы отличен от метода, 
который использовали С. С. Неуёе [13], К. СЬеп [20] и т. д. 

Теорема 4.1. В условиях Теоремы 2.2 при е -+ 0 имеет место равенство 

Ф) = г, ~ ~ Г Г(/ ~ | ) е-^-»(1 + о(1)). 
( / - 1)..уя 

В качестве применения Теоремы 4.1 приведем результат, который интуитивно 

понятен. 

Теорема 4.2. Пусть ЕХ1 = 0, ЕХ\ = 1. Тогда имеет место соотношение 

ЬОО = 2 Ё Р{5п > т} (1 + о(1)). 



Замечание. Здесь следует отметить одну работу В. В. Петрова [18], из которой 

следует, что если ЕХУ = 0, то ^ Р{$„ > пе} < со, тогда и только тогда, 

x2 P{X^ < åx} < oo . 

Далее Теорема 4.1 может быть обобщена и на случай, когда случайные величи­

ны Х1У Х2, ..., Х„ принимают значения из Эвклидова пространства Кй, А ^ \. 

Обозначим через а = (ах, а2, ...,аа) и В вектор математических ожиданий 

и ковариационную матрицу Х1 вектора соответственно. 

Положим 

5„ = Х1 + Х2 + ... + Х„, п ^ 1 . 

1 

Sn 

— — a 

О , в остальных случаях . 

(Здесь | • | означает обычную Эвклидову норму) 

т = I Ф) • 
п = 1 

Тогда многомерный аналог Теоремы 4.1 выглядит так. 

Теорема 4.1. а) Если Е\ХА1 < со, / ^ 2, то 

!«' s„ 
a 

xl-2P{\£\> Vx}dx(l + o ( l ) ) . 

в) 

l imsup£ 2 i - 2 E^ '" 1 (e) ^ const, 

где § ^-мерный нормальный случайный вектор с нулевым вектором математи­

ческих ожиданий и ковариационной матрицей В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Т е о р е м 4.1 и 4.2. Обозначим через ц и Ф(х) нормальную 

случайную величину с (О, 1) и её функцию распределения соответственно. 

Буквой 5 будем обозначать положительную постоянную, величина которой по 

необходимости выбирается произвольно малой. 



Пусть К(х) любая величина, у которой 2 8 1 

Пт К(х) = 0 . 

Представим величину Т,(Е) В виде 

Т((е) = X п1~2 Р{\5п\ > пе} + % п1'2 Р{\8п\ > пе} + 
пЕ2<д д<пе2<1/д 

(4.1) + Е и ' " 2 Р ( | 5 " | > ™) = П1 + П - + " з • 
пе2>1/<5 

Приступим к оценке сумм П,., . = 1, 2, 3. 
Легко видеть, что 

#-1 

„2г-2 (4.2) Q, = V «'-2R{|S„| > ne} й ^rr2 - в-a<«--)Л(í) 

Далее при достаточно больших л и малых е в силу центральной предельной 
теоремы получаем 

(4.3) п2= х и ' - 2 И 4 - >«7 и1 = 
г<ПЕ2<1/л ( V й ) 

I П ' - 2 Р { | П | > Е 7 И } ( 1 + О ( 1 ) ) = 
г < п с 2 5 1 / г 

= Е-2(/-1) ^ е2(г2п)'-2 Р{|/?| >- е V"} (1 + 4 0 ) = 
,5<пг2<Л/<5 

= Е-2<'-1) Г ' "/" 2 Р{\п\ > ^у} а>(1 + 0(1)) = 

= 2е-2«-"Гу<-2Ф(-^1у)&у(\ + о(\)). 

При оценке ^ 3 будем пользоваться неравенством, которое следует из Леммы 1: 
для любого х > 0 и у > О 

(4.4) Р{\8„\ >х}<,п Р{\Х,\ > ух} + Су №Х'2У, п = 1, 2, ... , 

где Су — постоянное, зависящее только от у. Считая 0 < у < 1/(2(/ — 1)), в силу 
(4.4) имеем 

(4.5) 0 3 = I п , - 2 Р{ |5„ |>пе}< ^ п1'1 Р{\Х,\ > уеп} + 
ЛЕ2>1/<5 ПЕ2>1/5 

+ суе-^ X п - < 1 ^ - , + 2 ) = ^ 3 + ^ ^ 
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(4.6) Оз = I и'" 1 -Ч|*11 > "<=?} ^ Е п'" 1 Р{|*, | > пеу} = 
пс2>1/й ПЕ>1/а 

= Т7 X («е?)'-1вуР{|Х1| > пеу} 
у е пб>1/а 

очевидна. 
Далее, так как при достаточно больших п и малых е 

(4.7) Е ^(«еу)'-1 Р{ |*. | > пеу} = Г у1 Р{\Х,\ > у} йу(\ + о(\)), 

то из (4.6), (4.7) получаем 

(4.8) • П'3 = е-'Я(д). 

Продолжим доказательство Теоремы 4.1. Нетрудно проверить, что для доста­
точно больших п и малых е 

(4.9) П5-*С,е--'» Е п- ( 1 / ' " ' + 2 ) = С^-2<'-1) Е е2(пе2)-(1',2''-' + 2 ) ^ 
И Е 2 > 1 / * и с 2 > 1 / г 

^ гС.е-2*'-1 ' Г х-<1/2'-'+2)с1х = е " 2 * ' - 1 » ^ ) . 
^ 1/в 

В силу оценок (4.5), (4.8) и (4.9) имеем 

(4.10) П3 ^ е - 2 * ' - 1 » ^ ) . 

Объединяя неравенства (4.1) —(4.3) и (4.10), находим 

т,(е) = 2Б-2*'-1» Г у'~2 Ф(-^у) йу + е',л'-1) К(5) + о(е~<1~1)). 

Отсюда в силу равенства 

Г У1'2 ФЫУ) йу = ,, 2 ' " 2 . Г(/ - ±) 
^о (1-1) у/к 

и произвольности <5 вытекает доказательство утверждения Теоремы 4.1. 

Доказательство Теоремы 4.2 опирается на асимптотику величины Е Р{$„ > пе} 
п = 1 

при е —> 0. Повторяя рассуждения, которые проводились при доказательстве 
Теоремы 4.1, получаем 

е2 Е Р{5„ > пе} = ± + о(1) . 
п = 1 

Отсюда и из Теоремы 4.1 приходим к доказательству Теоремы 4.2. 

В заключении этого параграфа отметим, что метод применяемый при дока­

зательстве теоремы 4.1 также позволяет изучать асимптотику ряда следую­

щего вида: Е п" Р{|^и| > ЕпЬ}> г л е а и 6 заданные параметры. 



5. ЗАМЕЧАНИЕ О ВЕРОЯТНОСТЯХ УМЕРЕННЫХ УКЛОНЕНИЙ. 
СВЯЗЬ МЕЖДУ ф ) И т2 (г) 

В настоящем параграфе сделаем одно замечание по поводу одной теоремы 
I. БаУ18 [16] о скорости сходимости вероятностей умеренных уклонений и ука­
жем связь между С1(Е) И т2(г) при е -> 0. Как было упомянуто во введении, 
следующие три утверждения 

а) ЕХг = 0, ЕХ\ < оо; 

Ь) т2(е) < оо; 

с) й(&) < оо; 

эквивалентны. 

Отметим, что метод доказательства соотношения с\(е) < со основывается на 

методе усечений и связан с большими техническими трудностями. 

Прежде чем сформулировать основной результат данного параграфа, попут­

но предложим более простой на наш взгляд способ доказательства неравенства 

С1(Е) < со, основанный на оценке (4.4). Применяя неравенство (4.4) и при этом 

считая у = 1/ 6, получаем 

(5.1) адй Ь„Р(М>^(»1П«)} + ^ - Ч - ^ 1 X ' 
6 | Е 6 П=2П\П2П 

Нетрудно проверить, что первое слагаемое правой части (5.1) преобразуется 

к виду 

(5.2) ^ 1п п 5 Р \е- 4(; М < \Хг\ й \ ЛО + 1) 1п (] + 1)]} = 
,.=1 }=п (6 6 ) 

= 1 Р\& чД" 1п ») < N -* \л/К" + ]) 1 п(« + ] ) ] | 1 1 п ! • 
п=\ (6 6 3 ,= 1 

Поскольку У̂  1п /' ~ п 1п я, то в силу ЕХ\ < со выражение, стоящее в правой 
; = 1 

части (5.2) не превосходит 16 О Г 2 Е 2 . Отсюда в силу (5.1) следует, что <1(г) < со 

(ср. с Теоремой 1 [16]). 

Следующая теорема устанавливает связь между А(Е) и т2(е) при г -> 0. 

Теорема 5.1. Если ЕХ1 = О, ЕХ 2 = 1, то справедливо соотношение: при Е -• О 

ЙО) = К " 2 т2(е) (1 + о(1)). 



284 Так как согласно Теореме 4.1 е2 т2(е) = 1 + о(1); то достаточно показать, что 

е4 а(е) = \ + о(1). 

Это соотношение вытекает из следующих вспомогательных утверждений 
с учетом неравенства треугольника. 

Положим 

М(е)=2^1™Ф[-е^(Ып)-]. 
п = 2 П 

Лемма 3. В условиях Теоремы 5.1 при е -» О 

е 4 [с.(е)-#(е)]=о(1). 

Отсюда следует, что достаточно исследовать поведение величины ^(е) при 
е -> 0. В связи с этим имеет место 

Лемма 4. 
Нт е4 Ще) = \ . 
е->0 , 

Доказательство Леммы 3. Пусть к > 0 — фиксированное, достаточно 
большое число. Имеем 

(5.3) с1(е) - ЛГ(е) = | ] — [Р{|Я.| > в 7(« 1п «)} - 2Ф(-е . > «)] -
п = 1 П 

I — № „ | > - >/(" 1п »)} - 2Ф(-е V» «)] + 
12л<ехр(^(*)г- 2 ) П 

+ I — № - | > « ^(и 1п и)} - 2Ф(-е VI" п)] = 
л>ехр(^(*:)е-2} П 

= А.(в) + А2(е) . 

Выберем п0 = п0(е) так, чтобы п0 —> оо, е2 1п п0 -* 0 при е -> 0. 
Легко видеть, что 

^(е)<2 I — зир |Р(5„ < х V») - Ф(х)\ + 
1 Й п < п о П х 

+ 2 X — вир \Р{8П < х V"} - Ф(*)| ^ 
л 0 <п<ехр(7(*)с- 2 ) Н ж 

. . г, 1пп „ 1п п 
ь 2 тах а„ 2. 1" 2 тах а„ 2. 

1<п<ло 1 < п < п 0 П л 0 <л<ехр(7(*)г- 2 ) п 0 <п<ех Р и(&)е- 2 ) П 

~ 1п2 п0 тах а„ + тах а„[1п2 ехр {^(к) е~2} ~ 1п2 по] . 
1§л<по п 0 <л<ехр(Лк)е- 2 ) 



где положено 
<х„ = зир |Р(5„ < х ^п) - Ф(х)\ . 

Отсюда, в силу определения п0 следует, что при е -> О 

(5.4) Шп <тр А^е) = 0 . 
с-0 

Далее имеем 

(5.5) А2(е) < X — Р{|5„| > а 7(« 1п и)} + 
п>ехРи/Ос)е-2} П 

+ 2 % — Ф( - а 71п и) = Л2(е) + Аг(е). 
п > е х р ^ 0 0 - - 2 } П 

Для доказательства соотношения 

е4
 А 2 (Е) = о(1) 

нам достаточно показать, что 

(5.6) е4 А2(е) = о(1) 

поскольку соотношение е4 А2(е) = о(1) следует из (5.6). Пользуясь неравенством 

(4.4) и при этом полагая у = -/6, имеем 

(5.7) А 2 (е)< X 1 п п р | | Х 1 | > ^ ( 1 п « ) } + 
л > е х Р и д а е - 2 } ( 6 ^ 

+ 129(9 + 16е 6 )е" 6 ^ 
л>exp(V(fc)£"2} П ІП ří 

Лerкo видeть, чтo 

(5.8) I lnnp{|ДГ.|>|V(---»)} = 

n>exp(V(fc)-~2} ( 6 J 

= x ì n n £ p { І v u м < N Ś | v c ( j +1) i n0' +1))} = 
л>exp(V(k)£-2} J = п ( 6 6 J 

= Z P fi V(j M < N < £- VІÜ + 1) -n U + 1)]} I ln и ~ 
j>exp(V(fc)E-2} ( 6 6 J л = l 

~ Z J ІП j P \\ УІU IПj) < M < J V((j + 1) ІП U + 1))} <= 
j>exp{V(fc)e-2} ( 6 6 J 

= ^ Ґ * 2 P{ |* i | <x}dx. 
£ Jx>fc'/4exp(V(fc)---/2}/б 
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(5.9) I ( 
n>exp(V(ŕc)г-2} 

n l n 2 ^ ) - 1 - f 

J« 

dx 

ехр^(к)е2} Х Ь 2 X у/к ' 

то в силу ЕХ\ < оо и из определения к, соотношений (5.7) —(5.9) получаем 

в4 Д2'(е) = о(1). 

Отсюда и из (5.5) вытекает 

е4 Д2(е) = о(1). 

Последнее сотношение вместе с (5.4) заверашет доказательство утверждения 

леммы 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Л е м м ы 4. Используя формулу суммирования Эйлера-

Маклорэна, имеем 

(5.10) 7У(е) = 2 Г — Ф ( - е фп х) их - 2 ГР(х) [ _ _ _ _ _ : ф ( _ е ^ 1 п х ) _ 

- i v W ^ ^ h *• I^Isi-
Легко подсчитать, что 

(5.11) lп x _/ /, \ J 3 Ф(-eJ\nx)dx = — . 
x 4є4 

Далее нетрудно заметить, что 

I Г p ( x ) І _ _ ! Ф(-BлJlnx)dx 
J i * 

^ 1 - Ф(-e) + 
V(2тr) єe ' 

(5.12) P(x) V 0 - * ) . - . - i _ dx _ 1 + - г 

Доказательство утверждения Леммы 4 следует из соотношений (5.10) — (5.12). 

6. АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ 4.1 ДЛЯ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 

Пусть Хл, Х2, ..., Х„ независимые одинаково распределенные положитель­

ные случайные величины 

Sя - _ " . + X2 + ... + X„, в ž l . 
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N(t) = sup {«; S„ < t] . 

В работе М. Ме^та [22] доказаны ряд теорем о скорости сходимости в уси­
ленном законе больших чисел для процессов восстановления. Из его результа­
тов в частности следует, что если 1 — 2, то следующие четыре утверждения 
эквивалентны: 

а) ^ п1'2 Р{\8п - пц\ > пе] < оо; 

b) Sя'- 2 P 

c) Ѓ~2P 

N(n) - '' 

N(t) - -
џ 

> ne\ < oo; 

> ґг l dt < oo; 

(1) ЕХ1 = ц, ЕХ[ < оо. 

В данном параграфе нас будет интересовать аналог Теоремы 4.1 для величин 

R,(£) = V V - 2 . P 

I ť-2p 

N(n) - '' 

N(t) - -

> ne\ , 

> re V df . 

Теорема 6.1. Пусть ЕХ{ = ц, Е(Х1 - ц)2 = а2, ЕХ[ < со, 1 = 2. Тогда при 
г -» 0 имеют место следующие равенства 

ад = 

X,(в) = 

2 \ < - l o i - 1 

/*V C-.-)V" 

2\ 1-1 2 ' - 1 

П/-i)e- 2 ( , -"(l +o(l)), 

лV ( l- i ) v^ 
г Г ( / - i ) e - 2 ( ' - 1 Ҷ l + o(П). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду аналогичности рассуждений ограничимся исследо­
ванием асимптотики величины Я,(е). Имеем 

(6.1) Afc) ~ W\e) + l\2\e) + A\3\e), 



288 гдe 

А ( , 1 > ( Е ) = ^ ' - 2 Р | 

/Ч/ЙЕ2 Г 

А.2)(«)= 1"2Р\ 
^ 6/е1 I 

А<Да)= Г <'- 2 Р{ 
^ 1/&2 

5 > 0 — любое фиксированное число. 
Очевидно, что 

вд - 1 > fє i d í , 

' в д - i > ŕє i dí ; 

Гад.Ł > řє i df, 

(6.2) ^W-Æ, 
При оценке А(,2)(е) пользуемся центральной предельной теоремой для процессов 
восстановления: при п -> оо 

(6.3) sup P^(.°~'?..1<4-*(*) 0. 
^ ^ - 3 / 2 

В силу (6.3) при достаточно больших ( и малых е получаем 

N(t) - -
/i 

(6.4) A ( , 2 >(є)=fV 2 pj | 

= Ґ V 2 p { ^ - ^ 
J*/E2 ( 

> řєV df = 

V^" 3 / 2 

Vtє 

V(0є 

dř = 

au 
, 2 \ J - I rťio*d 

a-џ 

df(l + o(l)) = 

Л1/..Е2 Л 

= ^2Р\\П\ 
^г/г 2 ( 

/„.24 1-1 г^/о'И 
= 2 е - ^ - 1 ) ( М .='-2Ф(-70^(1 - о(1)). 

у*3/ .и*/,» 

Здесь , нормальная случайная величина с (О, 1). Далее запишем 

(6.5) А|3)(е) = Г <'"2 Р{|ЛГ(0 - Гм~1| > (е} Ц = 

= Г Г'-2 Р{АГ(0 - 1ц'1 > 1г) ё. + Г *'~2 Р{ЛГ(.) - гуТ1 < -1е] й1 = 
^1/йг 2 ^ 1 / ^ 2 

= А(3)(б) + А № . 



Нетрудно проверит, что 

(6.6) Х\1\в) = Г I1-2 Р{ЛГ(*) - ЦТ1 > 1е} й1 й 
.) 1/<5с2 

«; X Г г'~2^|^(0 - - > 4 ё г = 

й Е (п + 1)'-2р{Щп + 1 ) - (и + 1)ц~1 >(п + 1 ) е И е ~ М - 1 . 
лс2>1/г ( (п + 1) е 3 

Так как при п -> оо 

(6.7) Г - ^ Г - 1 ' 
(П + 1)8 

то выбирая е достаточно малым из (6.6) и (6.7) получаем 

(6.8) 2.\\\е) й I (и + О'"2 Р {л(л + 1) - (и + 1) ц'1 > — * е | . 
«»1/| ( 2 , 

Оценим вероянтность Р^(п) - и/г-1 > (п/2)е). Пользуясь хорошо известным 
равенством Р(Щ1) > и) = Р(5„ ^ г)> получаем 

(6.9) р | ^ ( п ) - и/*"1 > - е | = 

= Р | 5 , 

Поскольку при П -> 00 

џ[(ej2 + џ-^nj-n џ 

пе 2 

то существуют числа N > 0 и сг > 0 такие, что для всех п > N 

(6.10) Ж в / 2 - > - 1 ) » ] - » ^ С 1 > 0 

пе 

Далее применяя неравенство (4.4) к правой части (6.9) и учитывая (6.10), по­
лучаем 

(6.11) Р |#(и) - п/Г1 >-е\й(- + ц-1\пР{Х1 - цй -с1Упе} + 

+ с г ( е )е- 1 / у п- 1 / 2 \ 



290 Г д е су(е) постоянное, зависящее от у и е, 

Нт »ир су(г) < оо . 
с-+0 

Следовательно, в силу неравенств (6.6) и (6.11) для достаточно малых г > 0 
имеем 

(6.12) Я{?>(«) = ^ + Д ' Л Е (« + О'" 1 -4*1 - И < -сМп + 1)е} + 

+ с^)Е" 1 / у I (и + 1)-«/-»-'+-). 
П82>1/5 

Повторяя те же самые рассуждения, которые проводились при доказательстве 
Теоремы 4.1, из (6.12) получаем, что при е -> 0 

(6.13) Я^(е) = о(е-2<'-1>). 

Аналогично 

(6.14) АЙ ) (в)-о(в- а ( , - п ). 

Из (6.5), (6.13) и (6.14) имеем 

(6.15) Я«3>(е) = о(е-2('-1»). 

Объединяя оценки (6.2), (6.4) и (6.15), в силу произвольности 5 из (6.1) приходим 
к доказательству теоремы 6.1. Теорема 6.1 доказана. 

Положим 

2 , - X ; * * * - - , 9 е (0,1). 
к = 1 

Из результатов Т. Е. Ъ&1 [19] следует, что условия 

а) ЕХ1 = ^ < оо; 

Ь) — -> ц п.н., и -> оо; 
н 

с) (1 - 9) 2Э -> /, п.н. при 9 -> 1 - 0. 

эквивалентны. 

Приводимая ниже теорема является аналогом одной теоремы В. В. Петрова 
[18] и Теоремы 4.1 для схемы суммирования случайных величин по Абелю 
и усиливает соотношение с). 
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следующие три утверждения 

а') Г (1 - $)~2 Р{(1 - 5) 2 8 - ц > е} ДО < оо ; 

Ь') ^ Р { 5 „ - пц > пе} < оо; 
л = 1 

с') ЕХ 2 < оо; 

эквивалентны, 

ё') Если Е(Х1 — ц)2 = сг2 < оо, то при е -» О 

е2 Г (1 - 9)'2 Р{(1 -9)2я-ц>в}й9 = — + о(1), 
.)о 2 

е2 ^ Р(5„ - пц > ПЕ) = — + о(1). 
и=1 2 

Доказательство импликаций а') •=- Ь') <=> с') приведено в работе [24], а дока­

зательство утверждения сГ) повторяет те же самые рассуждения, что и в Теоре­

ме 4.1. 

В заключение приведем результат, который интуитивно понятен. 

Пусть 

A-4Ą Şvoo 
N(n) 

ЧЛ ^ í - џ 
N(t) 

> e i d r . 

Теорема 6.3. 1. Для любого е > О АЕ < со о Ве < со. 

2. Если ЕХ\ < оо, то величины АЕ, Ве конечны. 

(Поступило в редакцию 16 сентрября 1978.) 
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