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KYBERNETIKA CISLO 2, ROCNIK 2/1966
Nahodnd stietnuti*

JAROSLAV KOZESNIK

V praci jsou fefeny dva problémy ndhodnych stfetnuti pfi riiznych predpokladech o intenzi-
tach niceni: Pfipad, kdy intenzity nieni jsou stalé, a ptipad, kdy intenzity ni¢eni jsou proporcio-
nalni okamZitému stavu aktivnich jednotek dvou stran. Byly stanoveny pravdépodobnosti oka-
mzitych stavii, pravdépodobnosti vyhry jedné €i druhé strany jako funkce asu, olekavané doby
vyhry a jini ukazatelé. Probrané pfipady mohou slouZit jako jednoduché modely procesi niceni,
s nimiz se setkdvdme pf1 riznych formach biologického boje.

Pod pojmem stfetnuti zde rozumime zdpas dvou protivniki, jenZ kon&i zni¢enim
jednoho z nich. Vlastni proces nifeni se povaZuje za ndhodny. O intenzité nideni se
na obou strandch predpoklddd, Ze zdvisi jistym zpisobem na okamZitém podta
bojujicich jednotek obou stran. Na pocdtku (t = 0) md jeden z protivniki 7 a druhy
i bojovych jednotek. Tyto jednotky se mohou vzdjemné liSit, jsou viak u kaZdého
z protivnikii jednoho druhu. Hlavnim cilem vypoctu je stanovit pravdépodobnost

P(n, m, 1),

Ze v Gase t md prvy z protivnikil #, druhy m aktivnich jednotek. Podle toho jak zdvisi
intenzity ni¢eni na obou strandch na n a m, mohou nastat riizné p¥ipady, které mohou
slouzit jako modely riiznych ndhodnych stietnuti. Nemdme pfitom na mysli bojové
vojenské akce. MuZe jit o biologicky boj v nejSirs§im slova smyslu. Vlastni proces
niéeni obou protivnikd se povaZuje za ndhodny Markoviv proces. Co je tim minéno,
vyplyne z dalSich tvah.

* Predneseno na druhé konferenci o kybernetice, ktera se konala v Praze ve dnech 16. aZ
19. listopadu 1965.
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1. ZAKLADNI ROVNICE MATEMATICKE TEORIE PROCESU

V daldim odvodime zdkladni rovnice pro vypodet pravdépodobnosti P(n, m, 1).
Bud pravd&podobnost, %e v intervalu (¢, ¢ + At) bude zniena jedna jednotka pro-
tivnika II (viz obr. 1):

(1) wi(n, m, 1) At + o(At) .

Obr. 1.

Podobné u protivnika I:
®) ta(n, m, 1) At + o(Ar) .

Funkce p,(n, m, t) a py(n, m, 1) nazyvime intenzity niceni. Zdvisi na okamzitych
stavech bojovych jednotek obou protivnikli v €ase t, pfipadng se méni i s asem.

Oznaéime-li v pravdépodobnost, Ze v intervalu (1, t + Af) ziistdvd pocet bojujicich
jednotek nezm&nén, bude platit:

P(n,m,t + Ay = P(n,m, ) v + Pn + Lm, t) o(n + 1, m, £) At +

+ P(n,m + 1, ) pa(n, m + 1, 1) At

ProtoZe
v+ py(n, m, ) At + po(n, m, ) At = 1,

bude, piejdeme-li k limité At — 0:

dP(n, m, 1) _
dt

() — P(n, m, £) [pon, my 1) + py(n, m, 6)] .

To je zakladni rovnice pro vypoget pravdépodobnosti P(n, m, t). K. tomu je tfeba
dodat, e P(71, m, 0) = 1.

P(n + 1, m, typy(n + 1, m, 0) + Pn,m + 1, f) py(n, m + 1,6) —



Dile je také
P(n, m, 1) =0

pro viechna 7 < n < 0 a m < m < 0. Plyne z pojeti ulohy, 7e také P(0,0, ) = 0,
coZ je zpisobeno tim, Ze se pfedpoklddd, Ze v elementdrnim intervalu (t, t+ At)
miiZe byt znifena jen jedna jednotka na jedné nebo na druhé strang. Boj se konéi,
jestlize na jedné nebo na druhé strand byly znieny viechny jednotky. ,,Prohrdvd“
ten, jemuZ nezbyly Zddné aktivni jednotky.

Dal3i postup pfi vypodtu P(n, m, 1) z rovnice (3) zdvisi na tvaru funkei puy(n, m, 1)
a ito(n, m, 1). Tvar téchto funkei souvisi s povahou boje. Zdsadnd by mély byt tyto
funkce takové, Ze kdyZ podet aktivnich jednotek klesne u jednoho z protivaikid na
nulu, nabyvaji obé funkce nulové hodnoty. Tedy

(4a) (0, 1) =05 py(n,0,1) =03
(4b) 12(0,m, 1) =03 py(n, 0,1) = 0.

Jsou-li funkce uy a u, takto voleny, zastavi se proces niceni automaticky po prohte
jednoho z protivnikii. Neni cilem této prdce zabyvat se vhodnosti riiznych moZnych
tvari funkci py a g,. Je v8ak tieba poznamenat, Ze na nich zdvisi nejen adekvédtnost
modelu, nybrZ i stupefi obtiZnosti vypo&tu pravdépodobnosti P(n, m, t). Zisadné je
vypocet snadny pfi malych poldtecnich stavech jednotek 7, m. PH velkém jejich
poctu zdvisi obtiZnost vypottu také na tvaru funkei u, a u,. Vypocet je pii velkych
i1, m vidy pracny a proto se praxe &asto spokojuje deterministickym FeSenim [1].
Vétsina téchto feSeni reprodukuje dosti dobie prvé faze boje, pokud podet jednotek
obou protivnikl je znaény. Schyluje-li se vak boj ke konci, jsou odchylky determi-
nistického FeSeni od skutednost fasto i zdsadni povahy.

V dalsim pojedndme o n&kolika druzich ndhodnych stfetnuti, v nichZ budou mit
intenzity niSeni y,(n, m, t) a p,(n, m, t) zvldstni tvar.

2. ,KONSTANTNI“ INTENZITY NICENI
Jde-li napf. o boj, v ndmz je zndma poloha cilii a v ném? se palba p¥endsi z cile na
cil pfi stdlé jeji stfedni hustotg, 1ze pfedpoklddat
wi(n, m, 1) = i, = const.,
uz(n, m, 1) = i, = const. ,

v rozsahu 1 2 n>0; m=m>0. Klesneli n nebo m na nulu, musi se stit
tty(n, m, 1) a py(n, m, 1) nulovymi. Intenzity niceni se tedy méni pretr7its.
Pro konstantni intenzity ni¢eni bude mit rovnice (3) ndsledujici tvar:
dp,

(5) Ttn!y = Py mils + Pywsrliy — Pyt
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Zde piSeme kvili zjednoduseni P, ,, namisto P(n, m, t} a i, + i, = fi. Rovnici (5)
transformujeme Laplaceovym-Wagnerovym zptisobem vzhledem k Casu; obdrZime:

(6) pFn,m - PP(”, m, 0) = Pn+l,mﬁ2 - pn,m+ 18 — Pn,mﬁ .

Pfitom znamend:

*00
P, .= P.[ P(n, m,t)e" " dt.
0
Dile je P(n, m, 0) pravdépodobnost, Ze v Sase ¢ = 0 mdme stav (n, m). Tato pravdé-
podobnost je nulovéd pro viechna n, m s vyjimkou pocdteénich hodnot 7, .
Pro né& je P(i, m, 0) = 1.
Rovnice (6) neplati v§ak pro viechna n, m a musi byt riizng modifikovdna. Tak

napf. pro n = ii, m = fi bude
A\

Pﬁﬁ‘m_l’=_}_}ﬁ.ﬁ_, *

nebot viechna P, ,, jsou pro n > i, m > i nulové. Je tedy

) Pom = —

p+i
takze
Pim=e™™
Prom = const. = ma i > n = 1 plati obdobng:

takZe
®) Pym = Porim—2
Podobné jepron =7,1 < m < m:
= = i
(9) Pﬁ,m = Tim+1 _h_: .
P+ i
Uvézime-li, Ze stavy (0, m) resp. (n, 0) mohou vzniknout jen ze stavii (1, m) resp.

(n, 1), najdeme snadno vzorce:

(10) P, =P, "
14

(11) Pon= P, 22,
p



Pritom je respektovina podminka, Ze pro jakykoliv stav (n, 0) nebo (0, m) jsou
Hy, fi; rovny nule.
Prehled o platnosti jednotlivych vzorci poddvd tab. 1.

Tabulka I.
\\ 1
m \i’ 7 71 ‘ 1 0
N r !
— - 14 — - #y
n T T Pn,m=Pn+1.mp+[;l
e .
~_ I "lf‘
m 1%+ =
[ 1Ry
+ 1 I
i _ — - _
lnnf‘ E Pn,y:,:H—;"[Pyz+1,.,.l‘2’5‘ Pyt 18] ];;
il
E i
1 ; = 1
- u |
0 Pyo= Pn,1 & 0
‘ p

Ve stfedni &dsti tabulky I tj. pro 1 £ n £~ 1,1 £m < m — 1, plati
1 = _ = _
(12) Poyw=——[Possmlls + Pypriiie}-
p+u

Tento vzorec vznikne z (6), uvdZime-li Ze je P(n, m, 0} = 0. KaZdé okénko tabulky
je uréeno svymi &isly (n, m) a je do ndho moZno vepsat piislu¥nou pravddpodobnost
P, . tesp. P, . kterou lze potitat, postupujeme-li podél jednotlivych ¥ddka tabulky.

Takovy vypodet je dobfe moZny pokud pocdteCni stavy nejsou velké. Na obr, 2
je graficky naznaZen postupny vypotet pravdépodobnosti P, ,, podle (12). Pfitom
bylo pouZito oznadeni

A=-L
p+i
{122,5,c) o -—-ﬂi;
P
p=H
( p
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V rozsahu, platnosti rovnic (12) lze viak vypoget velmi usnadnit, pouZije-li se vytvo-
fujici funkce pravd&podobnosti P(n, m, t). Zavedme funkce:

_ -
Fym = Ppux"y™,

Obr. 2. 1 [

Tim piejde (5) do tvaru:

d . -
"‘Fn,m = H‘Z‘Fwn,m + ﬂFn,m+1 - ﬁan .
dt x ¥y

Seéteme-li nyni tyto rovnice v plném rozsahu platnych n, m, pfiéemz

(13&) ZZFn,m =F,

nom

obdrZime jednu rovnici pro F:
dF i il
(130) S B g)F.
dt X y
Podrobime-li -tuto rovnici Laplaceové-Wagnerové transformaci vzhledem k Casu,

bude

T pF=(&+ﬂ—ﬁ)F+px"y'7, : :
X ¥

nebof
F(x, »,0) = x"y™.
Bylo oznadeno
(13¢) F =,pj F(x,y,)e"?dt.
o
Patrné tedy je

(14) S o A
p+ i — (Ffx + @ily)




Je tedy také

- = -1
F= P_l:l__ ”2*1_ l‘x_i] Xy
ptUu ptux p+py

Rozvineme-li trojélen v nekone¢nou fadu, shleddme, Ze obecny &len fady bude mit

nasledujici tvar:

5 14 /25/2‘; (] + k) Ao =k
15 Fojm=—"— acias BeS ) X"y .
(9 P e m(p+ Ay
Proto je
(16) F_._k:;f’i__’@__(fj“k),
" p+E(p+ BTN

Pouzijeme-li oznadeni (12), Ize namisto (16) psdt je3ts

(16a) Py jmo = ATHEHIgIpE (’ * k).
J

Tento vzorec plati v rozsahu:

0<j<a-1,

Osk<m-—1,

tedy téméf v celém rozmezi tabulky I, vyjma jeji spodni fadek a posledni pravy
sloupec (k = 7, j = 7). Podle vzorcii uvedenych v tabulce I bude, vypolteme-li
P, a P, pomoci (16a),

Fn,o = _ﬂ—j,O = (m +.j - 1) A" alp"

(17) ’

Pogoy=(" T 57 1) gmergnge
k
Vzoree (16a) a (17) urduji viechny potiebné pravdgpodobnosti.
Kvili pfehledu napiSeme nyni celou vytvotujici funkei
F [viz(13c)]; bude:

It

n—1 m—1 :
(18) F= ¥ <J + k) AT g =ik
j=0 k=0 j

n—1 s i I
S (P e
j=0 J

=1 g
+ Z i+ k=1 AP egRpE Tk
¥=0 k
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i

[Vyznam a, b, A viz vztahy (12a,b,c).] Ve vytvotujici funkei vystupuji Laplaceovy-
Wagnerovy transformace pravdépodobnosti P(7i — j, m — k, 1) vzhledem k &asu
(operétor p je obsaZen v a, b, A). Z rovnice (18) Ize proto jednoduse odvodit distri-
buéni funkei pro éas t — co podle vztahu:

F(i—j,m—k o)=F;;,=lmF.
0

Soutiny Ab = fi\f(p + [); Aa = ji,/(p + [) maji limitu pro p = 0 a je:
lim db =21 lim 4q = £2,
i

p=0 H, 0

Podle (18) tedy bude:

o e E
CEC R e

Pravdépodobnost, Ze prohraje protivnik I v dobé ¢ [n(0) = i], pFitemZ protivniku II
zbyvé (i — k) jednotek, mé distribuci:

(20) Fuo = (day z (" +k - 1) (B,

a Ze takto prohrdvd v ase t — oo bude:

= \Am—-1 /= . a.\k _
@1) Fiom= (@) ) (" E 1) (ﬁi> YR
i) ¥=o k I

Pravdépodobnost, Ze I viibec prohravd v Sase ¢t — oo je

@) o= (275 (") (%)

(Jelim — o0, je
i(ﬁ+k——1><&)": 1
k=a k i (1 - I_H/ﬁ)ﬁ

a pak bude P,(0) = 1.)
Obdobné vzorce pro pravdépodobnosti prohry druhého protivnika dostaneme
z (20), (21), (22), zam&nime-li v nich

A=, M0, >y B>y, Yo x, k>j,b>a, a->b.



Ocdekdvany pocet jednotek zvitéziviiho protivnika II na konci boje je podle (20)

3 o= (e g - ary ("2,
Je to funkce asu, kterou ziskdme, navratime-li se od operdtoru p k proménné t.

Podobng je olekdvany podet zbylych jednotek druhého protivnika v ase t = o
podle (21):

o (R o)

Obdobné lze potitat i druhé momenty a rozptyly.

Z praktického hlediska zajimd i olekdvand doba prohry. K tomu je tfcba zndt
distribuci asu prohry. Laplaceova (nikoliv Laplaccova-Wagnerova) transformace
distribuce h(f) doby, po které prohrdvd protivnik I, je podle (20):

(5) LTh(i)] = (4ay Z (” - )(Ab)".
Octekdvand doba prohry T vyjde z rovnice:

P(0). 7= lim = & (4o b (”*’,f‘)(Ab)".

Dosadime-li do tohoto vzorce za A, a, b podle rovnic (12), provedeme-li derivaci
a piejdeme-li k limit€ p — 0, najdeme

o o (L e

Podobné je

@7) Py(0). Ty = (’E) L »Z (m + ,] - 1) <%>J U,

Tim lze ptipad s konstantnimi intensitami ni¢eni zakon¢it.

Pro kontrolu provedeme jest& jednoduchy pfiklad. Predpoklddejme, Ze jde o boj
dvou protivnikd, z nichZ prvy md v Case t = 0, # = 2 bojové jednotky a druhy
i = 1 jednotku. Intenzity ni¢eni jsou jiy, fi,.

Pro tento pfipad zkonstruujeme tabulku II, Fidice se tabulkou I PouZijeme vesmés
dfivEjsiho zptisobu oznadovdni velidin.

V jednotlivych okéncich tabulky jsou zapsiny Laplaceovy-Wagnerovy transfor-
mace P(n, m, p) jednotlivych pravdépodobnosti P(n, m, ). Opét znamena:

=

105
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Nyni jiZ 1ze napsat distribugni funkci; bude

(a) F = Ax%y + A’axy + A%a®y + Abx* + A%abx.

Tato funkce odpovidd vzorci (18). Pfejdeme-li zde k limité p — 0, obdrZime
_ N2 _ o

(v) ' F=('u—_z)y+ﬂx2+~’ilﬁx.

i i [

Tato funkee odpovidd vzorci (19).

Tabulka II.
\\ R N
m\\ n=2 1 0
[ A A, A’a —— A%a*
Pk
0 Ab A%ab 0

Je nyni snadné provést v rovnici (a) zp&tnou transformaci a vrdtit se k proménné ¢.
Najde se:

(c) F = x?ye™® 4+ xyfi,te™ " + y<‘u—_2> [1 e ® — fre™®] +
i
+ x* #—__1(1 - 4+ x —”T‘ ”—_2[1 — e F — fite™®].
i Qi

Snadno se presvédéime, Ze pro libovolné ¢ je soudet viech pravd@podobnosti roven
jedné. Vypoétené pravdépodobnosti P(n, m, 1) jsou zndzornény na obr. 3 jako funkce
Casu pro pfipad, Ze fiy = g, = 0,5; i = 1.

Vypodteme je$ts olekdvané hodnoty E(n, t) a E(m, t). Z rovnice (c) po parcidlni
derivaci podle x a dosazeni x = y = 1 najdeme:

@ E(n 1) = 27 + fipte™™ + 2 BL (1 — o7
o

+ “—;1’:1 [1—e™— e ™).



V limité ¢t — oo bude: 107

© E(n, o) = F1 (2 v %)

Podobné bude

= \2
(f) E(m, 1) = ™™ + e + (il}) [1—e ™ — fare™™].
I

V limité

® E(m, ) = (”7)

Otekdvané hodnoty E(n, t), E(m, t) jsou rovn$% zndzornény na obr. 3 jako funkce
Casu za predpokladu, Ze fi; = fi, = 0,5, i = 2, m = 1. P} deterministickém Teseni
by se nasel linedrni pokles obou odekdvanych hodnot s Casem. Mezi deterministickym
a sprdvaym vysledkem je znaCny rozdil, coZ se zde siln& projevuje, protoZe poldtedni
mnoZstvi jednotek jsou mald. Ostatnd pii tak malych poétech jednotek neposkytuje
priibéh ofekdvanych hodnot dostate¢nou informaci.

E(mnrn)

E(mn.1) P(nom, 1)
24 1
=2 =1
Fiy =iz =05
” \
S =T
| |
1 0.5+ =3 P(2.0.1)
0,5 0,25 g \( — PO y=P(,0,1)
/
S L
1 _r(.1.p
Obr. 3. 04 04 >~p(2, )
0 1 2 3, 4

Ze vzorce (C) je pravdgpodobnost, aby protivnik I prohrdl v Case ¢t — oo

® PO, m, ) = (E#i)z - P(0).
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Pravdépodobnost, aby prohrdl za stejnych podminek protivnik II je
(i) P(n, 0, c0) = &L (1 + ”—_2) = Py(0).
i B

Pomér obou pravdépodobnosti prohry je

S 1| B R

Kdyby méli mit oba stejnou pravdépodobnost prohry, musel by byt tento pomér roven
jedné. Tomu by odpovidal pomér i, /ﬁz = 1/2,5. Intenzita nieni na strang druhého
protivnika by musela byt cca 2,5ndsobnd, nikoliv tedy dvojndsobnd, jak by zddnlivé
odpovidalo poméru

Nakonec je§té vypodteme ofekdvané doby prohry obou protivnikd. K tomu pouZi-
jeme vzorct: (26), (27), v n¥mZ je k = 0.

ProtoZe pravdépodobnost prohry prvého protivnika v ase t — oo [viz (h)] je
P,(0) = (/i;/ i) bude podle (26)

takZe

Podobné je [viz (27)]:

takze
11+2(mlR) _4
B+ (m/p) 3

Pomér oekdvanych dob prohry je:

n=

T _3
Ty 2

Tim kon&ime nd3 priklad, ktery pfesto, Ze §lo o maly polet jednotek, md vechny cha-
rakteristické rysy dané tlohy.

V dal§im pojedndme krétce o piipadech, v nichZ intenzity niCeni zdvisi na poctu
bojujicich jednotek.



3. INTENZITY NICENI JSOU ZAVISLE NA POCTU BOJUJICICH
JEDNOTEK

Piedpoklddejme, Ze intenzity nifeni zdvisi na poltu bojujicich jednotek, ale Ze
jsou nezdvislé na Sase. V literatute (viz napf. [2]) se Sasto uvddi linedrni zdvislost
iy a ji; na n a m; tedy napf.

wy(n, m)=am+ bym,
pon, m) = an + bym,

ptiGem? n, m jsou okamZité stavy bojujicich jednotek ay, a,, by, b, stdlé soudinitele.
Protoe tyto zdvislosti nesplifuji podminku, aby p,(n, m) a p,(n, m) byly nulové,
bude-li bud n nebo m rovno nule, jsou viastn& u; a p, funkce pfetrzité, podobné jako
tomu bylo v piipadé ,,konstantnich* intenzit ni¢eni. Timto problémem se zde nebu-
deme zabyvat. Postup by byl obdobny jako pfi konstantnich intenzitdch niCeni,
oviem pracngjsi.

V dalgich vypottech budeme predpoklddat, Ze funkce p,(n, m) a py(n, m) jsou:

(28a) pi(n, m) = py . nm,
(28b) pofn, m) = py . nm.

Tyto funkce zfejm& spliiuji podminku automatického zakondeni boje v okamZiku,
kdy jedna strana ztrati viechny bojové jednotky.
Zékladni rovnice pro pravdgpodobnost stavu (n, m) v Sase t bude:
dP(n, m, t) B

(29) —u - Pln+ 1, mt)p(n + Y)m + Pn,m + 1, t) jyn(m + 1) —
t

— P(n, m, t) unm .

Opét je u = py + pp. Transformujme tuto rovnici zpiisobem Laplaceovym-Wagne-
rovym vzhledem k &asu (operdtor p). ObdrZime po Gipravé:

(30) Pn.m = P — Pn.m(o) + "M P(n+ 1),m +
p + unm p + unm ’

. wn(m + 1)

Pn,(m+ 1) -

p + unm
Laplaceovy-Wagnerovy transformace pravdépodobnosti P(n, m, t) znatime jedno-
duse P,,. Dile je P,,(0) pravddpodobnost, Ze v &asc t = 0 byl stav (n, m). Tato
pravd&podobnost je vesmés nulovd, vyjma, kdyZn = #a m = 7n; pak je P(ﬁ, i, 0) =
= 1, Po&dte¢ni stavy jednotek znacime opét 7, .
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Rovnice (30) se redukuje v téchto zvldstnich piipadech:

a) pro n =, m = m:

5 p
31 = ———— 3
61 " p + pnm

b) pro m = 7 = const., n < ii:

woln + 1)m

(32) Pn,m = P(ﬁ+1),m 5
p + umn
¢) pro n = i = const., m < i
(33) Pi,:;x = ﬂ"‘fln(m ha 1) Pﬁ,(m-{-l) 5
p + unm
d) pro jakékoliv n < i, m < i i
_ + Dm o +1) -
(34) P, = yz(n“’*')nl Plusiym + ﬂ"(i_) Py onr1) -
p + unm p + unm

Veelku je vypolet obdobny jako pfi ,,konstantnich® intenzitdch niceni. NevyZaduje
viak zvlddtnich vzoreh pro stavy (0, m) nebo (n, 0). Transformované pravdépodob-
nosti P,,, lze potitat rekurentnim zpiisobem. Prakticky se tak dd postupovat jen
pti malych pottech bojujicich jednotek. Okolnost, Ze soutinitelé v rovnicich (32)
az (34) zdvisi na (n,m), ¢ini vypocet velmi pracnym. Jistd zjednoduSeni nastanou,
piejdeme-li k vytvorujici funkei.

Definujme )
(35) Fpp = Py [2de P,, = P(n, m, )] .
Pak je

OFym _ XY wm P,

oxdy Xy ’
takZze
(36) nmP, ,x"y" = xy aim .

' ’ ox dy
Zavedeme-li sem misto n — {n + 1), bude
nym OF s 1 m
37 + D) mPyy g X"y =y 2
( ) (” ) +1,mX Y y o 0y
a podobng
, OF

(38) B(m 4 1) Py XY™ = x =284

0x Oy



Nyni vyndsobme ob¥ strany (29) soudinem x"y™ a pouZijme vztahi (35) az (38);
obdrZime:

FFpiim PFy
nm ,uzy~—L st L
ot 0x dy

n,m

0x 0y 0x dy

Takovych rovnic je tolik, kolik je moZnych kombinaci mezi n, m. Sedteme-li tyto
rovnice pfes viechna moZnd n, m a oznadime-li Y F, ,, = F, bude:
non
2

I 0*F
39 — = (Y + yx — puxy) —o .
(39) ot (o + 11 ! )Ox Jy
Tuto rovnici budeme je$t¢ transformovat Laplaceovym-Wagnerovym zplsobem
vzhledem k &asu. ProtoZe v gase ¢ = 0 je F(x, y,0) = x"y", bude po transformaci
— . oO*F
(40) pF — pxX™y™ = (uyy + pyx — pxy) .
. ox dy

Funkce F md ndsledujici vlastnosti: Je-li x = I, y =1, je F = 1. Je-li p = 0 (4.
t — o), je (0*F)/(dx dy) = 0a funkce

(41) F= fl(x) + fz()’) >

pri¢em? f(x) je pouze funkci x a f,(y) zdvisi pouze na y. Déle je F
pro viechna n > i a m > m (tedy napt. je Fyyy,, = 0 apod.).

Kdyby se podafilo rovnici (40) jednoduse Fegit, byl by tim vypodet pravdépodob-
nosti P, ,, velmi usnadnén.

Samozicjmé, Ze nemd smysl hledat fesenf ve tvaru F = ZP,,y,,,x”y"’, protoZe takovy
postup by vedl zp&t k rovnicim (30). RovnéZ nemd vyznam hledat feSeni, jeZ by bylo
pracngjsi neZ p¥imé FeSeni rovnic (30). Nejsndze lze postupovat tak, Ze rozvineme
funkei F v rovnici (40) v potengni fadu podle negativnich mocnin p. Pfedpokldddme
tedy

rovno nule

n,m

42) F=f0+lf1+%fz+---
r p

Dosadime-li podle (42) do (40) a porovname-li odpovidajici si Eleny na obou strandch,
najdeme rovnice pro stanoveni nezndmych funkei fo, fi, ... Bude:

43) fo=x"y",

' 2%,
fi= <ﬁ5+ Qﬂl)xy"'f"‘,
x y ox dy

22
fo= H2 + A ) xy Of—l atd.
x y ax Oy

11
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Z nich lze postupng uréit fy, f2, ... atd. Refeni je jediné. Vzhledem ke tvaru (42) je
ndvrat k proménné ¢ snadny. Jak zndmo, je

I
— =

p k!
V jednoduchych piipadech lze fady pro ¢ secist. Tam, kde jsou i1 a i velkd &isla, je
i tento postup pracny. Pro #, m mald je zase vyhodn&jsi vychdzet p¥i vypodtu z rov-
nic (30).

Kviili srovndni propotteme piklad, kdy na poSdtku (¢ = 0) md jeden protivnik 2,
druhy 1 bojovou jednotku. OkamZité intenzity nienf jsou pynm a p,nm, tedy Gmérné
soudinu okamZitych stavi jednotek bojujicich na obou strandch. Opétje u; + p, = .

Nyni napiSeme rovnice (30) pro viechny moZné stavy, pfi¢em? respektujeme sku-
teGnost, Ze pro viechna n > i, m > m jsou P,, = 0 a Ze P, ,(0) je vesm&s nulové
vyjma

P,;,,,—,(O) =1. N
Obdrzime tyto rovnice [viz (31), (32), (33)]:

Py = 171’2;; Pyy(0) =0;
e =

Py = GB%%;:;); Poy(0) = (%)2;
Py = ;i%, Pag(e0) = £
Poo=0; Poo(o0) = 0.

Pravd&podobnosti P; (<o) stavil j, k v ¢ase nekonednd dlouhém najdeme jako
limity Fj)k(p) pro p — 0. Je ziejmé, Ze tyto pravd&podobnosti jsou nenulové jen pro
stavy na konci boje. Pravdépodobnost, Ze v ¢ase nekoneéné dlouhém prohraje prvy,
jenZz mél na po&dtku dv& jednotky, je:

2 2
P(0) = Poy(e0) = (_,_,) .
Pravdépodobnost, Ze prohraje druhy:

+ 2



Pomér obou pravdépodobnosti:

Pu(0) _ pape + 215)
PI(O) H%

Kdyby tento pomér mél byt roven jedné, muselo by byt yz/;zl = 2,5. Tyto vy-
sledky jsou stejné jako byly v pfikladu s konstantnimi pravdépodobnostmi niceni.

Zpétnou transformaci Laplacovych-Wagnerovych obrazii se zde nebudeme zaby-
vat. Je ostatn& velmi jednoduchd. Lze p¥i ni vychdzet ze vzorce

—at

) P =% - e
p+a@+p f-o
Tim tento pfiklad uzavirdme.
Vzorce (39) lze pouZit k odvozeni zdkladnich rovnic pro ofekdvané hodnoty

stavii bojujicich jednotek E(n), E(m). Stadi jej derivovat jednou podle x, podruhé
podle y a limitovat pro x = 1, y = 1. Nasli bychom

4 E(n) _

(44a) w =k Cov (n, m),
t

(44b) d%(m) = —yu; Cov(n, m).
t

Je vid&t, Ze ofekdvané hodnooty nelze stanovit, aniz byly dfive vypodteny pravdé-
podobnosti P, (f) vyskytu jednotlivych stavii a pfislusné kovariance. Ponévadz
takovy postup je pracny, bere se

Cov (n, m) = E(n) E(m),

coZ mbZe ptiblizné vyhovét, kdyZ jde o velky podet jednotek na obou strandch.
Z rovnic (44) plyne také:

LA _ 1 d )
w, dt uy ode

takze

L E(n) = L E(m) + const .
M2 My
Pouzijeme-li poddtedni podminky, kdy E(n) = i, E(m) = 7, bude
(45) A~ E(n) = L2[m - E(m)].
Hy

Zdvislost obou otekdvanych hodnot je tedy linedrni.

13



114

5

Z uvedeného je vidét, Ze vypolet pravdépodobnosti P(n, m, f) je v ptipadg, kdy
intenzity nideni zdvisi na soudinu (mn), pracny. UkdZeme viak jesté, e vypodet
limitnich pravd€podobnosti P(0, m, ) a P(n, 0, «0), tj. pravdgpodobnosti vyhry
jedné nebo druhé strany v Case nekonené dlouhém (ncbo téz pravd&podobnosti
vymfeni), je jednoduchy a Ze se tyto pravdépodobnosti neli§i od t&ch, jeZ prisluseji
konstantnim intenzitdm nieni py a p,. S touto skutednosti jsme se jiz potkali pri
feSeni zde uvedenych konkrétnich pfikladua.

P vypottu vyjdeme z rovnic (30), které pro tento el upravime. PoloZime v nich
p — 0, takZe bude pro libovolnou kombinaci (n,, m), vyjma (i, i) platit:

UP, it = py Pyiy lnn + 1y m + iy By gy n(m + 1)

a zavedeme

P, nm=11,,.
Pak bude
(46) My =PI + oIl gy
pfitemz
B = {lz; o = Hy
K H

Pro kombinaci (it, m) plati
uAmPy; = p = Mg,

takZe

(47) My =

=

A

Jak se snadno najde, je

(48) Hﬁ~j,n‘v~k = (j + k) !Xkﬁj'p .
J H

nm*

Vyjdeme-li od I, 1ze z (46) vypo&ist viechna IT

Vzorec (48) md smysljenproj < fi— 1L, k< m — L.
Konkrétné je

;4 = (J * m B 1>aﬁ_1ﬂi£s
J u

k+7a—1 i
Iy mi-x =( k )“kﬂ '%



a prislugné pravdgpodobnosti (obsahuji jest& operdtor p): 115

(492) Py = (" + ”_1 - l)am*lﬁfﬁf 1 -
J wi—j

(49b) o = k+”‘l)a"[f"”‘£~ 1 .
k uwm—k

Pro limitni pravdgpodobnosti vymieni plati:

Pijo="2(m-j)P,
p

i~j,0 A1

i

PO,Fn‘~k L=t (”7 - k) P, =k >
p

takZe po dosazeni podle rovnic (49) obdrzime:

(50a) Piljo= <J + ".1 - I)a’“ﬁj,
J

(50b) Po i = (k - 1) '

Porovndnim s (19) shleddme, Ze je to stejny vysledek jako pro konstantni intenzity
nident, jestlize bude u,/u = fy/ua pyfp = jifu, m = m, n = ii. Vypolet pravdé-
podobnosti vymfeni (vyhry jedné nebo druhé strany v nckoneéném Ease) je tedy
i v tomto pfipadé snadny. Okolnost, Ze zde pravdépodobnosti vymieni nezdvisi na
tvaru funkci vyjadfujicich intenzity nifeni, md pro praxi znaény vyznam, protoZe
o vhodném tvaru t&chto funkci byvd &asto obtiZné rozhodnout.

(Doslo dne 10. listopadu 1965.)
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SUMMARY

Random Conflicts

JAROSLAV KOZESNIK

In the present paper two problems of random conflicts under different assumptions
on ruining intensities are solved. The first case deals with constant ruining intensities,
the second case deals with intensities proportional to the immediate number of active
individuals of both opponents. Probabilities of immediate numbers of individuals,
probabilities of winning for each opponent as functions of time, expected time of
winning, and other statistics are given. The discussed cases can serve as simple
models of ruining which can be met at various forms of biological conflicts.

Akademik Jaroslav Kozesnik, Ceskoslovenskd akademie véd, Ndrodni 3, Praha 1.
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