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K Y B E R N E T I K A ČÍSLO 2, R O Č N Í K 3/1967 

Sústava v procese učenia sa v danom 
prostředí* 

RŮŽENA BAJCSYOVÁ 

V uvedenej práci je rozobrané chovanie sa sústavy pri procese učenia sa, keď sústava je popí-
saná stochastickým, lineárnym modelom bez vplyvu prostredia a pod vplyvom prostredia 
Prostredie, ktoré uvažujeme je nahodilé a stacionárně alebo nestacionárně. 

1. ÚVOD 

Na katedře matematických strojov elektrolechnickej fakulty SVŠT v Bratislavě sme sa zaobe-
rali matematickým popisom chovania sa sústavy pri procese učenia sa. Pod pojmom sústava 
rozumieme živý organizmus alebo automat a označíme ho A. Za základ pre sústavu sme zobra/i 
lineárny stochastický model popísaný v práci [1]. Podrobnejšie o tomto modeli z technického 
hladiska sme sa zmienili v práci [2]. Tento model nezahrnuje v sebe pamáť a preto, aby sa mohol 
uskutočniť pioces učenie sa, musí sa zaviesť spatná vazba. Předpokládáme, že sústava pri procese 
učenia sa splňuje podmienky jednoduchého Markovovského procesu. 

2. POPIS LINEÁRNEHO MODELU 

Majme sústavu A (viď. obr. 1) na vstup ktorej prichádza konečná množina r 

alternativ stimulov {5} so stlpcovou matickou pravděpodobnosti v rr-tom kroku 

w 

[p(n)]. Sústava A reaguje na tieto stimuly množinou r alternativ reakcií {R} so stíp­

covou maticou pravděpodobnosti v rc-tom kroku [P(n)]. Potom platí: 

(1) [P(n)-] = [A] x [p(n)-\ = {a. [/] + (1 - a ) . [A]*} x [p(«)] , 

* Přednesené na druhej konferencii o kybernetike, Praha 16.—19. novembra 1965. 



196 kde [A ] je matica přenosu sústavy, ktorej komponenty sa skladajú z koeficientov 
a a elementov matice [A]*, v ktorej sú všetky stípce rovnaké, 

[A] = 
an; a12; ...; alr 

a21; a22; ...; a2r 

arí; ar2; ...; arr 

a + (1 - a)А.; (1 - a) X^; ...; (1 - a) Аx 

(1 - a)А2; a + (1 - a)А2; ...; (1 - a) А2 

(1 - a)Аr; (1 - a)Аr; ...; a + (І - a) Яr 

[/] je jednotková matica; a je koeficient zhoršujuci proces učenia sa a v danom 
modeli sa uvažuje, že a e <0, 1>; A; je hraničná pravděpodobnost' í-tej reakcie, preto 
musia platit' vztahy 

o £ i, ^ i; Yxi = - ; 
i = l 

podobné pre pravděpodobnosti stimulov pt(n) a reakcií P^n) platí 

0^Pi(n)S i ; í > ; ( » ) = 1; 
i = l 

0 ^ P,(n) = 1 ; X Pt(n) = 1 . 
i= i 

3. SÚSTAVA PRI PROCESE UČENIA SA 

Sústava sa móže učit' alebo bez vplyvu prostredia (napr. bez učitera), alebo pod 
vplyvom prostredia (napr. s učitelom). 

3.1. Sústava bez vplyvu prostredia 

Aby sa mohla sústava v takomto pripade učiť, musí sa uskutečnit' spatná vazba 
a to tak, že předpokládáme, že pravděpodobnost' stimulu v (n + 1 )-om kroku bude 
sa rovnat' pravděpodobnosti reakcie v n-tom kroku 

[p(n + 1)] = [P(n)] . 

Ak označíme [P(0)] ako stlpcovu maticu pravděpodobnosti reakcie sústavy ešte 
před začiatkom procesu učenia sa, a [A] ako stlpcovu maticu hraničných pravde-

[ S } I \{R} 

podobností reakcií, potom po n-násobnom opakovaní platí 

(2) [P(n)] = [A]" x [P(0)] = a". [P(0)] + (1 - a") . [A] , 



pričom vztah medzi [A]* a [A] je nasledovný 

M* = p ] x [ n . . . ť j , 

kde [l 1 1 ... 1] je jednoriadkova r-stípcova matica, Pre n -» oo [P(n)] ->• [A] (viď. 
obr. 2). 

3.2. Sústava pod vplyvom prostredia 

V nasej práci rozoberieme dva druhy prostředí: stacionárně a nestacionárně. 
3.2.1. Sústava pod vplyvom stacionárného nahodilého podmieneného prostredia 

Pod stacionárnym nahodilým prostředím rozumieme také prostredie, kde pravdě­
podobnosti reakcií prostredia a reakcií sústavy sú v nasledovnom vztahu: Na reakciu 

{Sì 
A \к\ 

c 

Ri(n) s pravdepodobnosťou P{ri) odpovie prostredie stimulom St(n + 1) s pravdě­
podobnostem pi(n + 1). Reakcia prostredia je totožná so stimulom sústavy. Sche­
maticky viď. obr. 3. 

Aby sme mohli vyjadriť pravděpodobnosti reakcie prostredia na reakciu sústavy, 
musíme určiť přenos prostredia C. Pre zjednodušenie predpokladajme, že sústava 
bude reagovat' len dvomi triedami reakcií R± a R2 s příslušnými pravdepodobnosťami 

l-kг 

P1 a P2. Potom uvažujme také prostredie, ktoré za reakciu Rí pochválí s pravde­
podobnosťou fci a nepochválí s pravdepodobnosťou 1 — kt. Podobné za reakciu R2 

potrestá s pravdepodobnosťou k2 a nepotrestá s pravdepodobnosťou 1 — k2. Z defi-
nície stacionárného prostredia vyplývá, že ak máme dve triedy reakcií, uvažujeme 
aj dve triedy stimulov St a S2 s příslušnými pravdepodobnosťami. Nech St je povzbu-
dzujúci stimul a předpokládáme, že taký účinok na proces učenia bude mať ako 
pochválená reakcia Rt tak aj potrestaná reakcia R2. Podobné brzdiacim stimulom 
bude nepochválená reakcia Rt a nepotrestaná reakcia R2. Pomocou grafu stavo v 
móžeme znázornit' přenos prostredia C. (Viď. obr. 4.) Přenos C možno vyjadriť 



v maticovom tvare: 

[ c ] = Г / c i ; k2 1 
L l - f c . ; l - k 2 J 

Potom pravděpodobnost stimulu nadobudne tvar 

[p(n + 1)] = [C] x [P( ; !)] 

a pravděpodobnost' výslednej reakcie bude 

[P(n + 1)] = [A] x [p(n + 1)] = [A] x [C] x [P(n)] . 

Po n-násobnom opakovaní je pravděpodobnost' výslednej reakcie 

(3) [P(n)] = [[A] x [C]]» x [P(0)] = a'". [P(0)] + (1 - a'») . [!'] , 

kde 

(4) a' = a . (fc. - fc2) , 

a hraničná pravděpodobnost' má tvar stípcovej matice pre dve reakcie 

(5) [Я'] = 

{(1 - a ) . X + a . k2) . — — 
1 - a' 

{1 - (1 - a ) . Я - afcj . 
1 - a' 

Na ilustráciu vypočítáme a' a [X'] pre dva speciálně případy: 

a) kí = k2 = 1 , 

b) fc< = fc2 = 0 . 

Případ a). Z rovnice (4) vyplývá 

(4a) a' = 0 

a z rovnice (5) vyplývá 

(5a) [r j = r ( 1 - a ) - A + a \ 

Toto je případ, ked' na sústavu pósobí optimálně prostredie. Sústava po prvom 
opakovaní dosahuje hraničnú pravděpodobnost' reakcií X'lt X2, kde X\ je váčšia 
ako bez vplyvu prostredia X\ = X + (1 — X). a > X. 

Případ b). Z rovnice (4) vyplývá 

(4b) a' = 0 



a z rovnice (5) vyplývá 

(5b) м-П1-*-* 1. 
L" - (i - « ) л J 

Toto je případ úplné ignorujúceho prostredia, kde výsledky ukazujú, že hraničná 
pravděpodobnost reakcie X\ je horšia ako pri učení sa bez vplyvu prostredia k\ = 
= (1 - a) . X < L 

3.2.2. Sústava pod vplyvom nestacionárneho nahodilého podmieneného prostre­
dia. Uvažujme nestacionárně prostredie definované v práci [3] takto: Nestacionárně 
prostredie K se skládá z dvoch stacionárnych nahodilých prostředí Cí a C2, kde 
spojenie medzi nimi je uskutočnené Markovovskou siéťou. Pravdepodobnostná 
matica prechodov je daná takto: 

(6) м 
Гõti l-åyl 

Ь-**;*- J' 
Ak sústava posobila v prostředí C1 v n-tom kroku, potom v (n + l)-om kroku bude 
s pravděpodobnostem ól pósobiť znova v prostředí C, a s pravděpodobnostem 

Obг. 5. 

ч 
C---K 

(1 - ót) přejde do prostredia C2. Podobné, ak sústava posobila v «-tom kroku 
v prostředí C2, tak v (n + l)-om kroku bude znova pósobiť v prostředí C2 s pravde-
podobnosťou b2 a s pravdepodobnosťou (1 — S2) přejde do prostredia Ct. Prostredia 
C! a C2 sú samé o sebe stacionárně prostredia a platí o nich všetko, čo bolo o stacio­
nárnych prostrediach povedané. V maticovom tvare přenosy [ C J a [C2] pre tieto 
prostredia sú: 

^-tfUíU]' [cJ-[?-*;;íU]-
Označme [Y(")] riadkovú maticu pravděpodobnosti, charakterizujúcu nestacionaritu 
v n-tom kroku prostredia. Schématické znázornenie pósobenia sústavy v nestacio-
nárnom prostředí je na obr. 5. Vzhladom na to, že nestacionárita prostredia je Mar-
kovovským procesom, platia nasledovné vztahy: 

(7) [Y(«)] = [Y(0)] x [Af = [y.(0); Y2(0)] x [A]", 



200 kde Y(0) a Y2(0) sú počiatočné pravděpodobnosti posobnosti sústavy v tom ktorom 
prostředí. 

Stípcova matica pravděpodobnosti stimulu po prvom kroku pri nestacionárnom 
prostředí je 

0(i)] = (y.(o). [c . ] + Y2(o). [c 2]} x [p(o)]. 

Keď zavedieme označenie: 

(8) Y1(0).[C1] + Y2(0).[C2] = [C(0)], 
y 1 ( i ) . [c 1 ] + Y2(i).[c2] = [c( i )], 

Fi(n).[C1] + y2(n).[C2] = [C(»)], 

potom výsledná pravdepodovnosť reakcií je daná rovnicou 

(9) [P(nJ\ = [ [A ] x [C(n - 1)]] x [ [ A ] x [C(n - 2)]] x ... x 

x [ [ A ] x [C(0)JJ x [P(0)] . 

Vyšetřujme dva speciálně případy a to: 

a ) * ^ <5, = S2 = 1 , 

b) á t = <52 = 0 . 

Případ a). Z výrazu (6) vyplývá, že v tomto případe 

м--[::] 
je jednotková matica. Keď dosadíme [Á\ do rovnice (7) dostaneme 

(7a) [Y(n)] = [Y(0)], 

co znamená, že pravdepodobnostná riadkova matica, ktorá určuje pravděpodobnost' 
pósobenia sústavy v tom ktorom prostředí je konštantná aj po n-násobnom opako­
vaní. Matice [C(0)], [C(l)] ... [C(n - 1)] vyplývajúce zo vzťahov (8), sú totožné, 
tedy móžeme písať 

(8a) [C(0)] = [C(l)] = . . . = [ C ( n - l ) ] . 

Keď hoře uvedené předpoklady dosadíme do vztahu (9), dostáváme stípcovu maticu 
pravděpodobností výsledných reakcií 

(9a) [P(«)] = [ [ A ] x [C(0)]]» x [P(0)] , 

čo je len rozšířený vzťah (3) pravděpodobnosti výslednej reakcíe pre stacionárně 
prostredie. 





Případ b). Z výrazu (6) dostaneme teraz maticu [zl] v takomto tvare: 

M - T 0 1 

L J L 1 o 
Keď toto dosadíme do rovnice (7), dostaneme: 

(7b) [Y(n)] = lY(0)]x[yQ 

Rovnica (7b) vyjadřuje pravděpodobnost', že sústava v každom kroku sa nachádza 

pod vplyvom iného prostredia (C1C2ClC2 . . . ) . Pričom hodnota tejto pravděpodob­

nosti je darmá počiatočnou pravděpodobnostem pósobenia sústavy v tom ktorom 

prostředí. Ako je vidieť, v tomto případe ide o druhý extrémny případ — maximálně 

nestacionárneho prostredia. Z rovnice (8) potom vyplývá, že 

(8b) [C(0)] = [C(2)] = [C(4)] = . . . = [C(2»)] , 

[C(l)] = [C(3)] = [C(5)] = . . . = [C(2n - 1)] . 

Dosadením vzťahov (8b) do rovnice (9) dostaneme pre pravděpodobnosti výstupnej 

reakcie po 2«-násobnom opakovaní: 

(9b) [P(2и)] = [[A] x [C(l)] x [A] x [C(0)]]» x [P(0)] . 

obr. k\ *Š *î k\ *i ð2 

бa 1 1 1 1 ľubovolné ľubovolné 
b 1 1 0,5 0 0,5 0 0,5 1 
c 1 1 0 5 0 0 0 0,5 1 
d 1 0,5 0,5 0,5 1 Iubovolné 
e 1 0,5 0,5 0,5 0,5 0 0,5 1 
f 1 0,5 0,5 0,5 0 0 0,5 1 

Další analytický rozbor rovnice (9) by bol. poměrné zložitý, pretože rovnica (9) počítá s dosf 
velkým počtom premenných. Analyticky sme riešiii len dva horeuvedené speciálně případy (9a) 
a (9b), ostatně variácie sme počítali na číslicovom počítači URAL 2 na Katedře matematických 
strojov Elektrotechnickej ťakulty SVŠT v Bratislavě. Výsledky sú velmi zaujmavé a ich podrobný 
rozbor uvedieme v nasej nasledujúcej práci. Teraz len pre ilustráciu uvedieme niekolko príkladov. 
Na obrázkoch 6a až 6f sú znázorněné závislosti pravděpodobnosti Pi, na počte n opakovaní za 
předpokladu, že sústava je daná parametrami a = 0,25 a A, = 1. Počiatočná pravděpodobnost' 
reakcie Rx nech je PX(Q) = 0,2. Počiatočná pravděpodobnost' posobnosti sústavy v prostředí C, 
nechje 1^(0) = 1 a v prostředí C 2 nech je Y2(0) — 0. Premenné parametre súSl,62, k\, k\,k\,k\. 
V tabulke 1 sú uvedené pre jednotlivé obrázky příslušné hodnoty parametrov. 



4. ZAVER 

V uvedenej práci sme rozobrali chovanie sa sústavy pri procese učenia sa, keď 
sústava je popísaná stochastickým lineárnym modelom, bez vplyvu prostredia a pod 
vplyvom prostredia. Prostredia sme uvažovali stacionárně a nestacionárně. Vztahy 
pre prevdepodobnosti reakcie sústavy, keď sústava je pod vplyvom nestacionárneho 
prostredia sú póvodné a nám v dostupnej literatuře neznáme. Rovnice majú vše-
obecnú platnost pre r tried reakcií ako aj stimulov, hoci pre zjednodušenie boli 
niektore vztahy odvodzované pre dve triedy reakcií a stimulov. Dá sa předpokládat, 
že lineárny model je vhodný pre modelovanie niektorých problémov nežívej sústavy 
a niekedy aj živej sústavy. 

(Došlo dna 11. januára 1966.) 
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SUMMARY  

System Behaviour in the Learning Process in a Given Environment 

RUZENA BAJCSYOVA 

System behaviour in the learning process is analysed, the system being described 
by a stochastic linear model without effect of environment and under effect of envi­
ronment. This model does not include a memory. It is assumed that in the learning 
process the system satisfies the condit'ons of a simple Markov process. A random 
and stationary, or non-stationary environment is considered. The non-stationary 
environment [3] comprises two stationary random environments interconnected by 
a Markov net. The relations given under [9] for reaction probabilities of a system 
learning under the effect of a non-stationary random environment appear to be 
original. Finally, reaction probabilities of the system are analysed for different values 
of non-stationaries and also for different values of environment. The results of reaction 
probabilities Rt as a function of repetition n are shown in Figs. 6a through 6f. 

Ing. Ruzena Bajcsyovd, Elektrotechnickd fakulta SVST, katedra maternalickych strojov, Vazo-
vovd lb, Bratislava. 
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