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KYBERNETIKA CiSLO 2, ROCNIK 3/1967

Stistava v procese ucenia sa v danom
prostredi*

RUZENA BAJCSYOVA

V uvedenej praci je rozobrané chovanie sa ststavy pri procese uéenia sa, ked sustava je popi-
sand stochastickym, linedrnym modelom bez vplyvu prostredia a pod vplyvom prostredia
Prostredie, ktoré uvaZzujeme je ndhodilé a stacionarne alebo nestaciondrne.

1. UVOD

Na katedre matematickych strojov elektrotechnickej fakulty SVST v Bratislave sme sa zaobe-
rali matematickym popisom chovania sa sistavy pri procese uéenia sa. Pod pojmom sistava
rozumieme Zivy organizmus alebo automat a oznacime ho A. Za zaklad pre ststavu sme zobrali
linedrny stochasticky model popisany v préci [1]. Podrobnejiie o tomto modeli z technického
hladiska sme sa zmienili v praci [2]. Tento model nezahrituje v sebe pamit a preto, aby sa mohol
uskutoénif proces udenie sa, musi sa zaviest spidtna vizba. Predpokladdme, 7e ststava pri procese
uéenia sa spliiuje podmienky jednoduchého Markovovského procesu.

2. POPIS LINEARNEHO MODELU

Majme sastavu 4 (vid. obr. 1) na vstup ktorej prichddza koneénd mnozina r
alternativ stimulov {S} so stIpcovou matickou pravdepodobnosti v n-tom kroku

(S}

Obr. 1.

[p(n)]. Ststava A reaguje na tieto stimuly mnoZinou r alternativ reakcii {R} so stip-
covou maticou pravdepodobnosti v n-tom kroku [P(n)]. Potom plati:

M [P(m)] = [4] x [p(m)] = {oc. [T} + (1 — &) . [A]*} x [p(m)]

* Prednesené na drukej konferencii o kybernetike, Praha 16.—19. novembra 1965.
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kde [A] je matica prenosu siistavy, ktorej komponenty sa skladaji z koeficientov
o a elementov matice [A]*, v ktorej st vietky stipce rovnaké,

Ay1; Ay25 -3 gy a+(1—a)d; (L—)dy; o5 (1 —0)dy
[4] = z:lzl;au; L t:lz,. - (?—a)}.Z;a+(1—a)i~2; L (:l—oc)lz :
pys Gygs ool Gy -2 (I —a)As .. a0+ (1 —a)d,

[I] je jednotkova matica; « je koeficient zhorSujuci proces udenia sa a v danom
modeli sa uvaZuje, Ze a € {0, 1>; 4, je hrani¢nd pravdepodobnost i-tej reakcie, preto
musia platit vztahy

0

IIA

4

1A

1; z Ai=1;
i=1
podobne pre pravdepodobnosti stimulov p,(n) a reakcii P(n) plati

0 p=1: Lol =1;

o
A

PWS1: YR =1.

3. SUSTAVA PRI PROCESE UCENIA SA

Sistava sa mdZe udif alebo bez vplyvu prostredia (napr. bez ugitela), alebo pod
vplyvom prostredia (napr. s ucitelom).

3.1. Sustava bez vplyvu prostredia
Aby sa mohla sustava v takomto pripade ucif, musi sa uskutoénit spitnd vizba

a to tak, Ze predpokladdme, Ze pravdepodobnost stimulu v (n + 1)-om kroku bude
sa rovnat pravdepodobnosti reakcie v n-tom kroku

[p(n + 1)] = [P(m)] -

Ak oznatime [P(0)] ako stfpcovu maticu pravdepodobnosti reakcie sistavy este
pred zaiatkom procesu udenia sa, a [A] ako stfpcovu maticu hraniénych pravde-

'S} (R}
EN

podobnosti reakcii, potom po n-ndsobnom opakovani plati

v [P(m)] = [AT x [PO] = . [PO] + (1 = ). [4],



priom vztah medzi [A]* a [4] je nasledovny

=[] x [11...1],
kde [111...1] je jednoriadkova r-stipcova matica. Pre n — oo [P(n)] - [4] (vid.
obr. 2).

3.2. Sistava pod vplyvom prostredia

V naSej prdci rozoberieme dva druhy prostredi: staciondrne a nestaciondrne.

3.2.1. Sustava pod vplyvom staciondrného nahodilého podmieneného prostredia
Pod staciondrnym ndhodilym prostredim rozumieme také prostredie, kde pravde-
podobnosti reakceii prostredia a reakcii sustavy su v nasledovnom vztahu: Na reakciu

iR

Obr. 3.

R(n) s pravdepodobnostou P(n) odpovie prostredie stimulom S{n + 1) s pravde-
podobnostou p(n + 1). Reakcia prostredia je totoZnd so stimulom sistavy. Sche-
maticky vid. obr. 3.

Aby sme mohli vyjadrif pravdepodobnosti reakcie prostredia na reakciu sustavy,
musime uréif prenos prostredia C. Pre zjednodusenie predpokladajme, Ze sdstava
bude reagovaf len dvomi triedami reakcii R, a R, s prislu§nymi pravdepodobnostami

-k
k1 L-k2

Obr. 4. ks

P, a P,. Potom uvaZujme také prostredie, ktoré za reakciu R, pochvili s pravde-
podobnostou k, a nepochvili s pravdepodobnostou 1 — k. Podobne za reakciu R,
potrestd s pravdepodobnostou k, a nepotrestd s pravdepodobnostou 1 — k,. Z defi-
nicie staciondrneho prostredia vyplyva, Ze ak médme dve triedy reakcii, uvazujeme
aj dve triedy stimulov S, a S, s prislu§nymi pravdepodobnostami. Nech S, je povzbu-
dzujuci stimul a predpokladdme, Ze taky u¢inok na proces udenia bude maf ako
pochvdlend reakcia R, tak aj potrestand reakcia R,. Podobne brzdiacim stimulom
bude nepochvdlend reakcia R, a nepotrestand reakcia R,. Pomocou grafu stavov
mdZeme zndzornif prenos prostredia C. (Vid. obr. 4.) Prenos C moZno vyjadrit
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v maticovom tvare:

[C]z ky; k, ]
] 11—k 1=k,

Potom pravdepodobnost stimulu nadobudne tvar
[p(n -+ 1)] = [€] % [P()]

a pravdepodobnost vyslednej reakcie bude

[P(n + 1)] = [4] x [pln + 1] = [4] x [C] x [P(w)].
Po n-ndsobnom opakovani je pravdepodobnost vyslednej reakcie
() [P0 = [[A] x [€])" = [PO)] = & . [PO)] + (1 — ). [4],
kde )
(4) o =o.(k, — k),

“a hraniéné pravdepodobnost md tvar stipcovej matice pre dve reakcie

—}*'1_ 7{(1—1)./I+zx.kz}.l—_lf
) [+] = -
1 {1—(1—a).z~akl}_IJ ;

- a!.,

Na ilustrdciu vypogitame o’ a [4'] pre dva 3pecidlne pripady:
a) ki =ky,=1,
b) ky =1k, =0.

Pripad a). Z rovnice (4) vyplyva

(4a) o =0
a z rovnice (5) vyplyva

A [@—-2.2+«
) e |

Toto je pripad, ked na ststavu pdsobi optimdlne prostredie. Sustava po prvom
opakovani dosahuje hraniénii pravdepodobnost reakcii A}, A3, kde 4] je vidiia
ako bez vplyvu prostredia A3 = 4 + (1 — A). a > A

Pripad b). Z rovnice (4) vyplyva
(4b) o' =0



a z rovnice (5) vyplyva

(5b) 1¥1= [?Q?LA&) /1]'

Toto je pripad uplne ignorujiceho prostredia, kde vysledky ukazuji, Ze hrani¢nd
pravdepodobnos( reakcie 1] je hor3ia ako pri udeni sa bez vplyvu prostredia 1} =
=1 —-0).42 <2

3.2.2. Sustava pod vplyvom nestaciondrneho ndhodilého podmieneného prostre-
dia. Uvazujme nestaciondrne prostredie definované v praci [3] takto: Nestaciondrne
prostredie K se skladd z dvoch staciondrnych ndhodilych prostredi C; a C,, kde
spojenie medzi nimi je uskutofnené Markovovskou siéfou. Pravdepodobnostnd
matica prechodov je dand takto:

. 8y 1-4
(6) [4]=| .
1 -6, 9,
Ak sustava pésobila v prostredi C, v n-tom kroku, potom v (n + 1)-om kroku bude
s pravdepodobnosfou J; pésobif znova v prostredi C; a s pravdepodobnosfou

Obr. 5.

(1 = 6,) prejde do prostredia C,. Podobne, ak sustava pdsobila v n-tom kroku
v prostredi C,, tak v (n + 1)-om kroku bude znova posobit v prostredi C, s pravde-
podobnostou &, a s pravdepodobnostou (1 — J,) prejde do prostredia C,. Prostredia
C, a C, su samé o sebe staciondrne prostredia a plati o nich vietko, ¢o bolo o stacio-
nérnych prostrediach povedané. V maticovom tvare prenosy [C,] a [C,] pre tieto
prostredia su:

kl, kl k2° kZ
cl=1{ *v 2 . ¢, = 15 2 .
L] [l—k};l—ké] [c:] [1—k§;1—k§

Oznaéme | Y(n)] riadkovi maticu pravdepodobnosti, charakterizujiicu nestacionaritu
v n-tom kroku prostredia. Schématické zndzornenie pdsobenia sistavy v nestacio-
ndrnom prostred je na obr. 5. Vzhladom na to, Ze nestaciondrita prostredia je Mar-
kovovskym procesom, platia nasledovné vzfahy:

U [Y(m)] = [Y(0)] x [4]" = [Y:(0); Y2(0)] x [4]",
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kde Y;(0) a Y>(0) st po&iato&né pravdepodobnosti pdsobnosti sistavy v tom ktorom
prostredi.

Stipcova matica pravdepodobnosti stimulu po prvom kroku pri nestaciondrnom
prostredi je

[p()] = {1:(0).[C,] + Y:(0) - [C.]} = [PO)].

Ked zavedieme oznadenie:
(®) . 1(0).[C] + %(0). [C.] = [C(0)].
v [e] + %) [6:] = [ew],
Yi(n). [C1] + Ya(n) . [C2] = [C)].
potom vyslednd pravdepodovnost reakcii je dand rovnicou
9 [P(n)] = [[A] x [C(n — 1)]] x [[4] x [C(n — 2)]] x ... x
x [[4] x [cO)]] = [PO)].
VySetrujme dva $pecidlne pripady a to:
a) 6 =8,=1,
b) §;=68,=0.

Pripad a). Z vyrazu (6) vyplyva, Ze v tomto pripade

- (2]

je jednotkova matica. Ked dosadime [4] do rovnice (7) dostaneme
(72) [¥(m] = [Y(O],

&o znamend, e pravdepodobnostnd riadkova matica, ktord uréuje pravdepodobnost
pdsobenia sustavy v tom ktorom prostredi je konstantnd aj po n-ndsobnom opako-
vani. Matice [C(0)], [C(1)] ... [C(n — 1)] vyplyvajiice zo vzfahov (8), su totoZné,
tedy moZeme pisat

(82) [CO] = [c)] = ... = [C(n ~ D].

Ked hore uvedené predpoklady dosadime do vztahu (9), dostdvame stipcovu maticu
pravdepodobnosti vyslednych reakcii

(%) [P(m)] = [[4] x [C)]]" x [PO)],

do je len rozSireny vztah (3) pravdepodobnosti vyslednej reakcie pre staciondrne
prostredie.
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202 Pripad b). Z vyrazu (6) dostaneme teraz maticu [4] v takomto tvare:

| =[]

Ked toto dosadime do rovnice (7), dostaneme:

(1) e = vl <[]

Rovnica (7b) vyjadruje pravdepodobnost, Ze sustava v kazdom kroku sa nachddza
pod vplyvom iného prostredia (C;C,C;C, ...). Pri¢om hodnota tejto pravdepodob-
nosti je dannd pociatoénou pravdepodobnostou pdsobenia sastavy v tom ktorom
prostredi. Ako je vidiet, v tomto pripade ide o druhy extrémny pripad — maximélne
nestaciondrneho prostredia. Z rovnice (8) potom vyplyva, Ze

(85) [cO)] = [€@)] = [c@)] = - = [c@n],
[c] = [€G)] = [€)] = ... = [Cn — 1].

Dosadenim vztahov (8b) do rovnice (9) dostaneme pre pravdepodobnosti vystupnej
reakcie po 2n-ndsobnom opakovani:

(9b) [P@m)] = [[4] x [c()] x [4] x [c@]]" = [P(0)].
Tabulka 1.
1 obr. | kb | k| k2| &2 s S
[ | i o
| 6a 1 1 1 ; 1 Tubovolné i Tubovolné
{ b 1 1 05| 0 0,5 0051
‘ ¢ 11 05| 0 0 0051
d 1105 05 05 1 Tubovolné
i e I 105 05| 05 0.5 0051
i £ |1 o5 ] 05 05 0 0051 |
I | I - |

Dalsi analyticky rozbor rovnice (9) by bol pomerne zloZity, pretoZe rovnica (9) pocita s dost
velkym poétom premennych. Analyticky sme rieSili len dva horeuvedené $pecidlne pripady (9a)
a (9b), ostatné varidcie sme pocitali na &islicovom pocitati URAL 2 na Katedre matematickych
strojov Elektrotechnickej fakulty SVST v Bratislave. Vysledky st velmi zaujmavé a ich podrobny
rozbor uvedieme v nasej nasledujucej praci. Teraz len pre ilustrdciu uvedieme niekolko prikladov.
Na obrézkoch 6a aZ 6f sti zndzornené zdvislosti pravdepodobnosti Py, na poéte n opakovani za
predpokladu, Ze sistava je dand parametrami @ = 0,25 a 4; = 1. Potiatond pravdepodobnost
reakcie Ry nech je P,(0) = 0,2. Pofiatoéna pravdepodobnost posobnosti sustavy v prostredi C;
nech je ¥(0) = 1av prostredi C; nech je ¥,(0) == 0, Premenné parametre st d,,d,, k}, k%,k%, I(%.
V tabulke 1 st uvedené pre jednotiivé obrdzky prisluiné hodnoty parametrov.



4. ZAVER

V uvedenej prdci sme rozobrali chovanie sa stistavy pri procese udenia sa, ked
ststava je popisand stochastickym linedrnym modelom, bez vplyvu prostredia a pod
vplyvom prostredia. Prostredia sme uvaZovali staciondrne a nestaciondrne. Vztahy
pre prevdepodobnosti reakcie sustavy, ked sustava je pod vplyvom nestaciondrneho
prostredia si pdvodné a ndm v dostupnej literatire nezndme. Rovnice maji vie-
obecnu platnost pre r tried reakcii ako aj stimulov, hoci pre zjednodusenie boli
niektore vzfahy odvodzované pre dve triedy reakcii a stimulov. D4 sa predpokladaf,
Ze linedrny model je vhodny pre modelovanie niektorych problémov nezivej sustavy
a niekedy aj Zivej ststavy.

(Doslo dia 11. janudra 1966.)
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SUMMARY

System Behaviour in the Learning Process in a Given Environment

RUZENA BAjcsyovaA

System behaviour in the learning process is analysed, the system being described
by a stochastic linear model without effect of environment and under effect of envi-
ronment. This model does not include a memory. It is assumed that in the learning
process the system satisfies the conditions of a simple Markov process. A random
and stationary, or non-stationary environment is considered. The non-stationary
environment [3] comprises two stationary random environments interconnected by
a Markov net. The relations given under [9] for reaction probabilities of a system
learning under the effect of a non-stationary random environment appear to be
original. Finally, reaction probabilities of the system are analysed for different values
of non-stationaries and also for different values of environment. The results of reaction
probabilities Ry as a function of repetition n are shown in Figs. 6a through 6f.

Ing. Ruzena Bajcsyovd, Elektrotechnickd fakulta SVST, katedra matematickych strojov, Vazo-
vovd 1b, Bratislava.
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