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KYBERNETIKA CISLO 6, ROCNIK 6/1970
Dekompozicia, koordinacia a agregécia
v hierarchickom riadeni mnohouroviiovych
sastav

JAN ULENY

Autor v ¢lanku strudne charakterizuje problematiku hierarchického riadenia v mnohotroviio-
. vych sustavach. V préci je uvedeny model dynamickej sfistavy, ktord ma z hladiska hierarchic-
kého riadenia charakter mnohotirovitovej stistavy.

1. GVOD

Mnohotroviiové hierarchické riadenie a vobec mnohotirovitové stistavy spadajit pod SirSiu
teoreticki oblast tzv. rozsiahlych ststav. Teoria rozsiahlych sustav je pomerne mladou tebriou,
ktord sa rozvija na zdkladoch teé6rie riadenia a operaného vyskumu. Svoje uplatnenie nachddza
nielen v technickej kybernetike, ale aj v pribuznych oblastiach kybernetiky, ako napr. v ekono-
mickej kybernetike, biokybernetike, atd. Je zndme, Ze princip hierarchie, ktory je centrdlnou
bézou vyskumu rozsiahlych sustav, je organicky spity s riadenim vobec, & uZ v Zivej, alebo
neZivej prirode, alebo v spolo€nosti. Stadi, ked pojem ,,riadenie* uvaZujeme ako komplex opera-
cii, potrebnych za agelom dosiahnutia urgitého ciela a nutne musime ddjst k pojmu ,,hierarchické
riadenie*, pretoZe nie je mysliteIné dosiahnuf &o i jednoduchy ciel bez toho, Ze by niektoré z kom-
plexu operdcii neboli nadradené inym a opaéne. Zakladnymi charakteristickymi &rtami rozsiahlych
ststav je existencia globéalneho kritéria optiméalnosti celej sistavy, existencia podsistav so svojimi
lokdlnami kritériami optiméalnosti, priom podsistavy vytvaraji v suhrne rozsiahlu sistavu
a pritomnost hierarchie v §truktiire riadenia rozsiahlou sustavou. Hierarchickd §truktiira riadenia
m4 spravidla charakter pyramiddlneho spdsobu nachédzania potrebnych stratégii na jednotli-
vych trovniach danej pyramidy. S touto Struktdrou je velmi Gizko spojené tzv, redukcia informa-
cii, potrebnych pre jednotlivé ikony na Grovniach pyramidy. Pri velkom mnoZstve parametrov,
podliehajucich riadeniu v rozsiahlej sastave, musia sa dostat postupne smerom nahor v pyrami-
délnej Struktire len tie najnutnejSie informdcie pre dosiahnutie ciela na tej-ktorej Grovni. Na
najvyssiu troveli postupuji spravidla len také informdcie, ktoré po spracovani poméhaja nam
koordinovaf Zinnost niZdich trovni z hfadiska globalneho. kritéria optimalnosti. Teéria rozsiah-
lych sustav s hierarchickou §truktirou riadenia, alebo ind¢ — decentralizované riadenie, ma nie-
ktoré zasadné vyhody oproti centralizovanému riadeniu. Medzi najvaZnejsie z nich patria vicsia
spolahlivost price decentralizovaného riadenia a podstatne niz3ia zloZitost vypoctov optimédlnych
stratégii. Medzi vyhody tieZ mdZeme zapotital mensiu zloZitost aparatury, pouZivanej na jed-
notlivych trovniach a samozrejme aj ich niZ§iu cenu oproti zariadeniu ina¢ pouZivanému pri
centralnom riadeni. Z hladiska doposial zndmej teérie riadenia ndm u vacSich sastav robia
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neprekonatelné prekdzky mnoZstvo parametrov, ktoré potrebujeme uréif tak, aby ststava bola
optimélna. I ked vicina metdd optimdineho riadenia plati obecne i pre slstavy s munohymi
parametrami, z praktického hladiska s tieto metédy nepouZitelné, ak rdd riadenej sustavy
prevysi rozmer napr. M = 10, alebo mensi. Je to zddraznené tym, Ze dnesné pocitaie maju ob-
medzent operacnt rychlost a zdroven aj tym, Ze doteraj$im metédam pre ich povahu nebude snad
ani mo#né skon$truovaf z redlnych prvkov taky poditag, ktory by pri velkych rozmeroch riadenej
sustavy zvladol vypodet v rozumnej dobe vdbec, alebo aspoii tak, aby cena vypoctov zostala na
hranici Gnosnosti. V. mnohych pripadoch pouZitim tedrie hierarchického riadenia mnohotiroviio-
vych stistav mdZeme aj za pomoci znamych optimalizatnych metod dospief k poZadovanym vy-
sledkom. Prave v tom je daliia z vyhod hierarchickej §truktury, Ze u podsuastav, tvoriacich roz-
siahlu stistava mdZeme pouZif s uspechom vhodnt, doposial zndmu metddu, pretoZe rad pod-
ststav je spravidla omnoho mensi, neZ rad pdvodnej sustavy, ktord mame optimalizovat. Pre
lepSie porozumenie problematiky rozsiahlych stistav uvedieme dalej niektoré definicie pojmov
Casto sa vyskytujicich v tejto teorii a objasnime zadkladné principy &innosti fungovania modelu
hierarchickej mnohouroviiovej ststavy.

2. ZAKLADNE POJMY A DEFINICIE V HIERARCHICKOM
RIADENI MNOHOUROVNOVYCH SUSTAV

V uvode sme v krétkosti objasnili, o budeme rozumiet pod terminom rozsiahla
sistava a aké su jej zdkladné charakteristické &rty. Presnd definicia rozsiahlych
sustay doposial e§te neexistuje. Pod tymto pojmom si moZno predstavit cely komplex
vyrobni nejakej produkcie, ktord v sihrne predstavuje model riadenej sfistavy. Na
druhej strane rozsiahlou stistavou mdZe byt o do svojho objemu velmi maly objekt,
napr. modelovanie procesov Zivych organizmov. Vidime, Ze pod pojmom rozsiahla
ststava nebudeme rozumiet jej fyzikdlne rozmery, ale $trukturdlnu zloZitosf z hTadiska
riadenia.

V tedrii rozsiahlych sustav, podobne ako v klasickej tedrii riadenych sGstav existujit
dva zdkladné smery. Prvy, ktory mdZeme nazvat analytickym, snaZi sa rozloZit povod-
nl zloZita Glohu na cely rad mengich, alebo jednoduchsich uloh, ktoré mozeme resit
doposial zndmymi metédami. V tomto pripade hovorime o dekompozicii alebo
decentralizdcii rozsiahlej sustavy a o jej decentralizovanom riadeni [1], [3]. Druhy
smer v tedrii rozsiahlych sustav md synteticky charakter. Tund sa snaZime dostat
rozsiahlu sustavu s predom vydelenymi vlastnostami tym, Ze pouZivame pri jej
tvorbe zdkladnych, ndm zndmych typov podsustav. Tento synteticky spdsob konstruk-
cie rozsiahlej sustavy, nazgvany tieZ agregdciou, je vlastne opadnym postupom, pouZi-
vanym pti jej dekompozicii [2].

Spoloénou charakteristickou &rtou oboch spomenutych smerov je, Ze v koneénom
dosledku dostdvame mnohouroviiovi sfstavu. Rozsiahla ststava, skladajica sa
z viacerych urovni.podsustav, je charakterizovand tym, Ze kazdd podsistava urditej
drovne md svoj lokdlny ciel, ktory sleduje a naviac podststavy vysSej Urovne pre-
vddzaju koordindciu ¢innosti podsustav niZ$ich urovni. Takto sa dostdvame k pojmu
hierarchického riadenia mnohotroviiovej rozsiahlej ststavy. Vyhodou hierarchic-
kého riadenia mnohovroviiovej sustavy je, Ze u kaZdej podsustavy, prevddzajiicej




koordinagnti &innost niekolkych podsustav niZiej trovne mdame do &inenia len s ob-
medzenym mnoZstvom informdcie, potrebnej pre dosiahnutie globdlneho ciela
celej rozsiahlej stistavy. Podsustavy niZ8ich firovni po dosiahnuti svojich lokdlnych
cielov posielaji podsistavam vysSich Grovni len také informdcie, ktoré si nezbytne
nutné pre vyhodnotenie situdcie vy$Sou troviiou, ktord vznikla v priebehu riadenia
na niZSej arovni. Vznikd tu svojho druhu redukcia informdcii, nutnd pre zvlddnutie
celého komplexu operdcii, prebiehajucich na réznych trovniach rozsiahlej sustavy.
Najvys$sia Groveil hierarchického pyramiddlneho spdsobu riadenia mnohotroviiovej

Obr. 1.

rozsiahlej ststavy prevddza koordindciu riadiacej &innosti za ufelom dosiahnutia
globdlneho ciela riadenia. Jednoduchy model trojuroviiovej sustavy je na obr. 1.
Koordina¢nu &innosf zaobstardvajii tu vektory u, u,, u, a skaldre uq, 35, Uy, Uy,
Naproti tomu informadnd sief je tvorend vektormi x, x,, X, a skaldrmi x4, X5, X55,
X,,. Sustava tretej urovne S koordinuje Einnost podststav S; a S,. Podststava S,
koordinuje &innost podstistav S;,, S;, a S, podstistav S,4, S,, na prvej urovni. Sief
informadnej &innosti, ako vidiet z obrdzku, md spitny charakter. Podsistavy S;;
(i,j = 1, 2) prvej virovne po dosiahnuti lokdlnych ciefov informuji o svojom stave
podsistavy Sy, S, druhej firovne. Po obdrZani lokdlnych ciefov na druhej rovni
informuji podstistavy Sy, S, stistavu S na najvyssej tretej tirovni o svojom stave.
Sustava S na zdklade tychto informdcii prijima uréité rozhodnutie. Ak toto rozhod-
nutie vyhovuje globdlnemu cielu riadenia, vyddva informdcin x. V opa&ihom pripade
prevddza koordindciu podsiistav S;, S, za tidelom jeho dosiahnutia a tie zase ko-
ordinujii podststavy S; (i =1,2) na prvej trovni. Koordinadny a informadny
okruh pdsobi aZ do tplného dosiahnutia ciela riadenia. Vektor u reprezenzuje ko-
ordinaénu &innost pri zmene poZiadaviek na celi rozsiahlu stustavu. Podobnych schém
je celd rada. Vyplyvaji bud z konkrétnej dekompozicie, alebo agregdcie mnoho-
Grovilovej stistavy, alebo z poZiadaviek na optimdlnu $truktiru hierarchického riade-
nia [2]. Metédy agregdcie mnohotroviiovych ststav st zatial len velmi mdlo roz-
pracované. Zvld3t metédy optimdinej agregdcie, t.j. vytvdranie optimdlnych Strukttr
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mnohouroviiovych sdstav st skoér len nadhodenym problémom, ale praktickych
vysledkov tund e¥te niet. Bezpochyby viak budiicnost bude patrit prave agregovaniu
mnohouroviiovych ststav. Napriklad uZ dnes je moZné nalrtndf rozsiahlu mnoho-
Groviiovu siistavu, ktord bude mat na prvej trovni prvky klasickej reguldcie. Na dru-
hej drovni mbZe byf prevddzand optimalizadnd &innost parametrov prvej drovne.
PretoZe vSak rozsiahle ststavy budu spravidla niest charakter sistav s netplnymi
informdciami, méZe sa na tretej urovni pouZit udiacich sa, samougdiacich sa a adaptiv-
nych prvkov riadenia. Stvrtd troveii md%e pri premenlivej truktire rozsiahlej si-
stavy nahrddzat evolucné prvky riadenia atd. Vidime, Ze v tomto smere akd tedriu
pernd praca, obzvldst, ked pre poslednii Uroveri nadrtnutej ststavy mdme zatiaf len
hmlisté predstavy. Z doposial uvedeného vidime, Ze agregdcia md perspektivy pri
konstrukcii novych riadiacich stistav a-komplexov. Naproti tomu dekompozicia
ndm umoZiiuje analyzu uZ pri danych ststavdch, ktoré existuju. Dekompozicia ndm
moZe pomdct nielen pri decentralizovanom riaden, ale mnohokrét aj u sdstav, ktoré
&o do mnoZstva parametrov vobec nemdZeme nazvat rozsiahlymi. TotiZ dekompozi-
cia sa moZe s uspechom pouZitf v niektorych sustavdch, kde napr. doposial zndme
optimalizainé metédy ndm ddvaji prili§ dlhy vypodtovy &as. Su neefektivne. Naproti
tomu niektoré tlohy priamo, & uZ nepriamo, nest charakter mnohotiroviiovych
sustav i ked doposial boli riefené centrélne, t.j. ako jednouroviiovd ststava. V mno-
hych pripadoch prechod k mnohoturoviiovému rie§eniu danej {ilohy ndm méZe pri-
niest podstatné zjednoduSenie operdcii vypodtov a mnohokrdt aj pouZitie met6d,
ktoré by sme pre vadsiu rozmernost povodnej siistavy nemohli vébec pouzif [8].
Tejto problematike budeme dalej venovaf va&siu pozornost Najprv si viak ozrejmime
niektoré problémy dekompozicie a s fiou spojenej koordindcie v mnohotiroviiovej
sustave. )

2.1 Dekompozicia a koordinécia v hierarchickom riadeni

Problematikou dekompozicie sa prvykrét zaoberala prdca [4]. Bolo to v spojitosti
s tilohou linedrneho programovania, kde sa jednalo o tlohu s mnohymi parametrami.

Podstata tejto metddy spoliva v tom, Ze miesto rieSenia danej Glohy rie$ime nie-
kolko podiloh, &o do rozmeru mengich, vzhladom k pdvodnej tlohe. Postupnym
rieSenim tychto podiloh dostdvame sa k rieSeniu danej pdvodnej ulohy. Ako sme
uZ vys§ie uviedli, pri rieSeni danej tlohy, delenej na jednotlivé podilohy, vyuZivame
modelu hierarchickej mnohouroviiovej stistavy. KaZdd podiloha je charakterizovand
podstistavou so svojini vstupmi a vystupmi na tej-ktorej wrovni hierarchického
modelu. Medzi vstupné a vystupné premenné, charakterizujice dani podsistavu,
patri aj tzv. koordinatnd premennd, ktord obstardva koordindciu podsistavy vysSou
uroviiovou jednotkou. Koordinaénd premennd moZe maf charakter vnitornej, alebo
vonkajfej koordindcie. O vnitornej koordindcii hovorime vtedy, ak priamo pod-
sustava obsahuje taklt premennii, s pomocou ktorej mdZe vyssia droviiovd jednotka
zabezpeCovat jej koordindciu. Naproti tomu o vonkaj$ej koordindcii hovorime vte-



dy, ak pre zabezpedenie koordindcie podsistavou vy§Sou uroviiovou jednotkou mu-
sime takdto premennu explicitne zaviesf. Zdkladnym principom dekompoziénej me-
tédy je princip dekompozicie, ktory uvedieme v nasledujiicej definicii.

Definicia 1. Hovorime, Ze pre sistavu sme nali dekompoziciu, ak po jej prevedeni
Ziadna podsistava danej mnohoudroviiovej slistavy nemd spoloéné premenné sndd
okrem vnutornych koordindcii, prindleZiacich vy$sej Grovilovej jednotke.

Princip dekompozicie ndm v skutoénosti hovori, Ze pévodnii ulohu musime rozlo-
Zif na jednotlivé podilohy tak, aby sme kaZdu podilohu mohli riefif navzdjom,
nezdvisle v celkovom refazci hierarchického modelu. PouZitie principu dekompozicie
samozrejme zdvisi od typu kritéria optimdlnosti a ohranifeni na povodni sdstavu.
Princip dekompozicie sdm osebe ndm neddva postup, akym spdsobom dekompoziciu
previesf. D4 sa povedaf, Ze doposial ani neexistuje spoloénd metdda pri prevddzani
dekompozicie. Vidsinou sa postupuje od pripadu k pripadu tak, aby z uréitého
hladiska princip dekompozicie bol dodrZany. Treba efte poznamenaf, Ze podla
vysledku dekompozicie méZeme samotni hierarchicki mnohouroviiovi ststavu
rozdelovaf na ekvivalentnu, alebo aproximovanu, vzhfadom k povodnej ststave.
O ekvivalentnej budeme hovorit vtedy, ak vysledok hierarchického riadenia je ekvi-
valentny riadeniu pévodnej ststavy. V opaénom pripade, ak sa vysledky lisia, hovori-
me o aproximovanom modele hierarchického riadenia. V dalom sa budeme zaoberat
len ekvivalentnymi modelmi. Predpokladajme, Z¢ mdme zloZiti sUstavu, ktorej

- kriteridlna funkcia je popisand nasledovnym vzfahom

@1) 2 =0(x
a ohranifenia na vektor x = (x,, x,, ..., X,)
(2:2) L(x)<0.

Nech tlohou riadenia zloZitej siistavy je minimalizdcia kritéria (2.1) pri dodrZani
podmienok (2.2), t.j.

(2.3) min Q(x) = Q*.

xeL(x)

Predpokladajme dalej, %e z nejakého dovodu treba problém (2.3) riesit ako problém
hierarchickej mnohotroviiovej ststavy. Aby bol princip dekompozicie dodrZany,
treba previest v (2.3) a (2.2) tak transforméciu, Ze (2.3) méZeme napisat nasledovne

(24) min O(x) = min O(x,v) = min Q{0s(x;;¥). Qs(xz V). . Cw(x. V)}

veLy(x) veLy(x)
(i=1,2..N),

kde Q, (i = 1, 2,..., N) sl kriteridlne funkcie podststav prvej tirovne, z4vislé jedine
od patriného vektora x; € L; (i = 1,2, ..., N) a koordinagného vektora v explicitne
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zavedeného, alebo vydeleného z jednotlivych zloZiek vektora x. Ak sa ndm takdto

transformdcia v (2.1) a (2.2) podari urobit, potom vyraz (2.4) méZeme prepisat nasle-

dovne

(2.5) min @(x) = min @ min Q,(x,,v), min Qu(x,,¥),..., min Qu(xy, v)}.
xeL(x)

veLu(x)  xieLi(x) x26La(x) xxeLy(x)
Potom na prvej drovni dvojuroviiovej hierarchickej sustavy riefime lokdlne tilohy
typu
(2.6) min Q,(x;, v) = Q¥(v) (i=1,2,..,N)

xieLi{x)

- a na druhej trovni Glohu

@7 vii&Q{QT(v), 03(v), .., ON(V)}

vysledkom ktorej je vypodet premennej v, koordinujicej podsiistavy na prvej irovni.
Keby sme podobnil transformdciu pouZili aj v kriteridlnych funkciach Q; a ohranice-
niach L, (i = 1,2, ..., N) dostali by sme trojiiroviiovii hierarchicki sistavu. Takto by
sme v konstrukcii pyramiddlnej schémy mohli pokradovaf dalej — samozrejme za
predpokladu, Ze princip dekompozicie by bol dodrZany. Blokovd schéma dvojurov-
fiovej hierarchickej sustavy uvazovaného typu je na obr. 2,

min Q{OI(V), Q3(v). .. X}

min Q(x,,v) min Q:(x;,v) o min Qy(xy, v

Obr. 2 xielyge) xaelatn) x el

V pripade, Ze jednotlivé ohranienia L(x), L,(x) (i = 1, 2, ..., N), alebo kriteridlne
funkcie Q,, Q (i = 1,2, ..., N) nedovoluji ndm dosiahnuf rieSenie v uzatvorenom
tvare, musime pristapif k iteranému spdsobu riefenia. V tom,pripade je postup
nasledovny. Druhd troveii (obr. 2) vyddva po&atodny koordinagny vektor v° € L.
Pre tento vektor prevddzame minimalizdciu lokdInych kritérii na prvej urovni podla
v§razu (2.6). Po jej prevedeni dostdvame vysledky x{ = xJ(v°), ktoré ndm charak-
terizuju stav jednotlivych podsistav na prvej Grovni. O tomto stave informujeme
druhu troveti (informagné premenné). Po dosadeni hodnét x{ do jednotlivych krite-



ridinych funkeii @x;, v) na druhej rovni, stdvajli sa tieto zdvislé jedine na koordi-
na&nom vektore v. Plati potom

(238) Qi(x%v) = 0(v) (i=1.2...N).

Ak pre koordinaénti premennti v = v° nadobiida vyraz (2.7) svojho minima,
koordinadnd ginnost druhej irovne prestdva, pretoZe plati (2.3). V pripade, Ze vjraz
(2.7) nenadobiida minimdinej hodnoty pri v = v°, vyddva druhd troveii dal§i ko-
ordinaény vektor v! € L,, smerujici k zlepSeniu situdcie na druhej Grovni. Pre tento
vektor opéf prevedieme minimalizdciu lokdlnych kritérii Q; (i = 1,2,...,N) na
prvej urovni a o vysledku znovu informujeme druht Groveit. Tento postup sa opakuje
aZ do tiplného dosiahnutia ciela riadenia, t.j. aZ do dosiahnutia vyrazu (2.3).

O tlohe (2.3) sme doposial nehovorili, & md charakter statickej alebo dynamickej
optimalizdcie. ZdleZi to v podstate na tom, & zlozky vektora x s, alebo nie st
funkciami ¢asu. V pripade, Ze zloZky vektora x nie si funkciami asu, jednd s o sta-
ticka hierarchick(i optimalizdciu. V opa&nom pripade rieSime dynamicku optimaliz4-
ciu dvojiroviiovej hierarchickej ststavy. Sta&i napriklad, ked uvaZujeme, Ze

9) 0(x) = f "F(x) ar,

kde

(2.10) F(x) = G(x) +j:il A5 ¥(%)

a

(2.11) 7 i o0 1= 12,00,

dt

V tomto pripade ndm rovnice

. dy. .
(2.12) ditl =oly,x) (i=12..n)

reprezentuju popis riadenej ststavy a A; (j = 1,2, ..., n) zndme Lagrangeove multi-
plikdtory, ktoré z hfadiska hierarchického mnohouroviiového riadenia vystupuju
ako vonkajie koordina&né premenné, zavedené pre koordindciu podsistav na prvej
drovni. Samozrejme aj v tomto pripade musi platif princip dekompozicie a naviac
musime dokdzaf existenciu Lagrangeovych multiplikdtorov [5]. V daliej Zasti sa
budeme zaoberat urditym druhom dynamickych stistav, ktoré apriori so svojim krité-
riom dovofujii modelovanie hierarchického viacroviiového riadenia.
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3. HIERARCHICKE RIADENIE URCITEHO DRUHU DYNAMICKYCH
SUSTAV

Predpokladajme, Z¢ mdme neriadeni ststavu popisant nasledujdcim obecne neli-
nedrnym diferencidlnym systémom

(3.1) dﬁ% o5t %3O 5] (= 12 mn).

Predpokladajme dalej, Ze rieSenie systému (3.1) existuje a plati prefi

(32) limx ) =0 (i =1,2,...,n).

Predpokladajme nakoniec, Ze procesy prebiehajice v neriadenej ststave popisané

-systémom (3.1) nam z urcitého dovodu nevyhovuju. Zavddzame preto riadenic

tychto procesov. Nech z hladiska vydelenia zdrojov stratégii pre jednotlivé stratégie
riadenej sustavy ndm nevyhovuje oby&ajné jednouroviiové riadenie. Tento pripad
mdZze nastaf. napr. vtedy, ked jednotlivé zdroje jednouroviiového riadenia nechceme
predimenzovaf a zbytok zdrojov si nechdvame pre riadenie a koordinaén ¢innosf na
druhej arovni. Pri¢in zavedenia dvojiroviiového riadenia mdZze viak byt viac. Zvolme
si nasledovny popis riadenej ststavy

() d—%—t(t_) = oLx (1), x2(0), -, x()] + bau(t) + ¢, ut),
x{to)) = x{0) (i=1,2,..,n),

kde vektor

(34) U= (U, gy ooy thyy 1)

je m + 1 rozmernym vektorom, reprezentujicim pripustné stratégie sistavy (3.3)
s nasledovnym ohranienim

(3.5 L) = {Ju]| < 4y Ju| S Apursi=12,...n}.

Ay, Ayy ooy Ay, Ayeq sU kladné konStanty, ohraniCujice moZnosti toho-ktorého
zdroja stratégii. Pripustnd oblast L(u) moZe byt samozrejme zvolend aj indg. Vidime,
Ze v pripade rovnice (3.3) pristupujeme k problému riadenia z hladiska agregdcie,
t.j. vytvorenia ststavy urditej Struktury. K ekvivalentnému popisu sistavy viak mo-

‘Zeme dojst aj opanym spdsobom. Staéi predpoklad, Ze popis nejakej stistavy impli-
;citne obsahuje $truktiiru (3.3) a pripustnd oblast stratégii (3.5). Definujme si teraz

lohu riadenia. i

- Definicia 2. Budeme hovorif, Ze procesy, prebiehajice v riadenej stistave su opti-
mdlne, ak v kaZdom &asovom okamZiku ¢t = O vystupné veli€iny riadenej sdstavy



1,2,...,n) vyhovuji systému (3.3) pri podiatoénych podmienkach

x; =x(1) (i =
1,2,...,n) a kritériu optimdlnosti

x(0) (i =
(36) D¥() = min 3. [x()]"

za predpokladu, Ze stratégia u je z dovolenej oblasti (3.5) a n je rdd riadenej sustavy.

Podobnou definiciou tiloh riadenia sme sa zaoberali aj v pracach [6], [7]. Ukdzalo
sa, Ze kritérium (3.6) v spojitosti s riadenou sistavou o 3trukture (3.3) md urdité
vyhody z hladiska kon§trukcie vypo&tovych algoritmov stratégii u a zdroveii zniZuje
dobu rieSenia na &islicovych pogitadoch. V zdvere prdce [7] bola prevedend konfron-
tacia dfzky doby rieSenia na &islicovom po&itadi ulohy podobného charakteru meté6-
dou dynamického programovania principom maxima a za pomoci algoritmov,
vyplyvajucich z tlohy (3.6). Vysledky hovoria v prospech tychto algoritmov.

Prevedme diferencidlny systém (3.3), popisujici riadenit sistavu, na diferendny,
t.j. na tvar

(3'7) XiN+1 = HE,N(xl,Ns X2 N5 v xn,N) + Abju; v + Acjuy,
Xio=%{0) (i=1,2..,mN=01,2.),

kde

(3.8) Hi (%185 X205 <o Xn) = Xiw + AOLX1,85 X235 - o> Xn,1)

(i=142..mN=012.)
a miesto kazdého okamzZiku 7 = 0 uvazujeme len hodnoty
(3.9) Iy=N4 (N=0,1,2,..),

kde 4 je malé kladné &islo, predstavujiice prirastok &asu pri prechode riadenej
ststavy zo stavu x; y do stavu x; y.. Potom kritérium optimdlnosti (3.6) prechddza
do tvaru

N
(3-10) D, =minY [x;yi;]? (N=0,1,2,..)
uny i=1

a vyraz (3.5) bude nasledovny
(311) Lluy) = {Juin] S 4ijusl S 4i=12...mN =012}

Za predpokladu, ¥¢ uy je optimdlna stratégia riadenej stistavy, vyhovujica kritériu
(3.10) a obmedzeniam (3.11) pre N =0, 1,2, ..., potom jednotlivé body fdzovej
trajektérie, riadenej sustavy dostaneme nasledovne i

(3.12) Xve1 = Hin(%1,m Xo 5 - Xun) + Abuly + Acuy

(xfo=xi03i=12,..,mN=0,12.).
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Zostdva ndm Jen ndjst stratégiu uy, (N = 0, 1, 2, ...). Dosadme vyraz (3.7) do vyrazu
(3.10), dostdvame

(3.13) Diyy =min Yy [H; h(y 3 X35 -+ o> Xan) -+ Abjit; y + Acuy
un i=1

(N=012".).

Nech z hladiska vypo&tu minima funkcie Dy,; ndm N =0, 1,2, ..., predstavuje
N-ti vypodtovi etapu. Potom z vyrazu (3.13) je zrejmé, 7e volba optimdlnej stratégie
uyy na N-tej etape zdvisi jedine od stavu sistavy na N-tej etape a od ohranideni (3.11).
Dalej vidime, % na N-tej ctape kazdy &len sumy vo vyraze (3.13) zdvisi len od jednej
premennej u, y a od premennej uy. Princip dekompozicie bude obdrZeny, ak vyraz
(3.13) prepieme nasledovne

(3.14) Dy.( = min { Y min [H; 5(X1.x X2,5 - +o» Xuw) + Abjt, v + AcuyT?}
un

=1 un

(N=0,1,2..).

Z vyrazu (3.14) vidime, Ze kazdy ¢len sumy md na N-tej etape jedint bezprostredni
premenni u, , ktori méZeme nazvaf stratégiou i-tej podsustavy na prvej Grovni.
Premennd uy v i-tom Elene sumy reprezentuje vnitornt koordindciu podsistav pivej
arovne a voli sa bezprostredne na druhej Grovni riadenia.

Zavedme si nasledovné oznadenie

(3~15) D;v: 1(“.‘a~e ”N) = [Hi,N(x!,Ns X2 N>+ ees xn,N) + Abiui,N + AC.‘“N]2
i=0L2..,.mN=012.).

Potom vyraz (3.14) méZeme napisaf nasledovne

(3.16) Dyyy =min { Y min Df ., (u; y, ux)}
un 51wy
(N=0,1,2,..).

Vypodet vyrazu (3.16) prevddzame cyklicky na oboch wurovniach. Na prvej wirovni
previddzame vypoclet vyrazu
(3.17) Dy s[ully, ui] = min D, 1[usy, u']
ui, N
(i=12..mM=012.;N=012.),
kde uy = 0, u§ = ujy_ 1, usyq = 0.

Znamend to, Ze vyraz (3.17) minimalizujeme pri urditej zndmej hodnote koordi-
nadnej premennej uy, ktord md na M-tom cykle N-tej etapy hodnotu «¥. Z vyrazu




(3.17) vidime, Ze na M-tom cykle pre hodnotu koordinatnej premennej uy = ujy 473
optimdlnou stratégiou N-tej etapy, M-tého cyklu je stratégia u; y = u}\(u¥), (i =
=1,2,..,n). Po vypolte stratégie u}y na prvej Grovni prevddzame vypolet na
druhej Grovni, aby sme ziskali dalSiu koordindciu pre cyklus M + 1-ny na N-tej

etape. Na druhej urovni rieSime ulohu

(3.18) min Dy [y, iy, o uby un] (M =0,1,2,..;N =0,1,2,..)),
kde "

(3.19) Dy [ty udtys ooy ully, uy] :éll)fvﬂ[u?”,v, uy] .

Nech vyraz (3.18) nadobuda minimdlnej hodnoty v bode

(320) uy*' = uN Tl udn L ulfy) (M =0,1,2,..5N =0,1,2,..).

Hodnota premennej (3.20) na N-tej etape ndm ddva novii koordinadnd premennd
cyklu M + 1-ho, ktorou koordinuje druhd Groveil prvi a na zdklade ktorej méZzeme
vypodital stratégiu uly * z vyrazu (3.17). Cyklicky proces N-tej etapy sa opakuje dovte-

dy, aZ pre niektoré M = M* plati

(3.21) [ud — a7 <6 (N=0,1,2,..),
kde ¢, je malé kladné &islo. Potom plati

(3.22a) uy =uy (N=20,1,2,..)

(3.22b) uly =uly (i=12...mM=012..),

kde u}y je optimdlna stratégia i-tej podsustavy N-tej etapy a uy optimalna koordind-
cia, dosiahnutd na konci pracovného cyklu N-tej etapy. Hodnoty (3.22) dosadime do
vyrazu (3.12) a vypoéitame x} y.; (i = 1,2,..., n) &m sa dostdvame na N + 1-vii
etapu. Tieto hodnoty x} — charakterizujtce stav sustavy na N + 1 etape dosadzujeme
za premenné x; (i = 1,2, ..., n) do vyrazu (3.15) v désledku Eoho dostdivame vyraz
Dy a(Mine 1 tiyer)s (i = 1,2, ..., n). Postup na N + 1 etape a dalfich opakujeme
podobne, ako na N-tej etape. Vypodet konCime, ak na niektorej etape N = N* plati
Disyy = 0. Potom plati x}yer; =0, (i =1,2,..., n). Pri prechode na N* + 1-vi
etapu ndm vydd druhd troveii hodnotu koordina¢nej premennej upe., = 0.
PretoZe vyraz (3.8) nadobuda v tomto pripade nulovi hodnotu, potom aj jednotlivé
stratégie u] ye ;, ktoré by sme obdrZali z vjrazu (3.17), by boli nulové. Znamend to,
Ze pre N = N* + 1 zastupujici bod fdzovej trajektdrie riadenej sustavy md hodnotu
xiy = 0 a premenné uj; = u}, = 0. Procesy v siistave sa ustdlia. Prakticky vypoget
ukonéime, ak pre niektoré N = N* plati

(3.23) Dyeri S &5,

kde ¢, je malé kladné &islo, volené z hladiska presnosti vypodtov.
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Ako sme uZ spomenuli vy3Sie, jednou z vyhod, ktord ndm poskytuje definicia
ulohy riadenia, t.j. definicia 2, je jednoduchy vypodet stratégii u, y (i = 1,2, ..., n;
N =0,1,2,...) a koordinagnych premennych uy (N =0, 1,2,...), ktoré obdrZime
pomocou nasledovnych algoritmov odvodenych z vyrazov (3.17) a (3.18).

Na prvej Grovni dvojarovitovej hierarchickej sistavy na M-tom cykle N-tej etapy

vyraz (3.17) nadobida extrému pri hodnotdch stratégii

[ 4; ak w;n > A;,
(329 ulfy =1 uly ak —A, Suy <4,
l—Ai ak Uy < —A;
(i=12...m;M=0,1,2.;N=012.),
kde
(3.25) utly = — L [H; 6155 X205 -0 Xow) + Aciup]

Ab,
(i=1,2..,mM=012..;N=012.).

Na druhej rovni hodnoty koordinadnjch premennych (3.20) minimalizujice vyraz
(3.18) na M + 1-vom cykle N-tej etapy dostdvame z nasledovného algoritmu

M+1

Ay ak uy > Ay,
M1 M1 M1

(3.26) uy =< uy ak —A,y  Suy 'S Adyry,
M+t

—A,4; ak uy < —Ayyy

(M=0,1,2.;N=012.),

kde
1 "
(327) ' = = A T alHin(x1m X2 o0 Xan) + Abain]}
4y 7!
i=1
M=01,2.;N=012.)
a
(3.28) ug =0, ud=uy_y, tges; =0.

Sled jednotlivych operdcii je zndzorneny v zjednodusenej blokovej schéme obr. 3.
Algoritmy dvojuroviiového hierarchického riadenia boli overené na jednoduchej

ststave, popisanej nasledovnym systémom

(3.29) 9‘5:@ -_-jgzjlaijxj(r) + bau(t) + cu(t),

x;(0) = 1,2; x,(0) =2,
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° uy
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.
1
0 02 04 | 06 038 1[scc]
Obr. 6. " ' ) ’
kde
(3'30) ay; =05 a,=-10, by =-09, ¢; =¢;, = —0,5

0,1.

ay, = 3,75, ay, = =35, by = =2,0, 4

Kondtanty, ohranitujiice zdroje stratégii u, (i = 1, 2) a koordina¢nej premennej u
boli

(3.31) 4=1 (i=123).



Dvojiroviiovd blokova schéma hierarchického riadenia sustavy (3.29) je na obr. 4.
Na obr. 55t vynesené dasové zdvislosti vystupov riadenej sistavy (x}, x3) a vystupy
neriadenej stistavy (X, X,), t.j. vystupy ststavy (3.29) pri b; =¢; =0, (i = 1,2).
Na obr. 6 st zndzornené asové zdvislosti optimdlnych stratégii u¥, u} a koordinag-
nej premennej u*.

4. ZAVER

V predkladanej préci snaZili sme sa struéne charakterizovat problematiku hierar-
chického riadenia mnohotroviiovych stistav. SnaZili sme sa objasnit niektoré zdkladné
pojmy, ktorych tedria rozsiahlych sustav pouZiva. Samozrejme tedria rozsiahlych
sustav nemd eSte doposial jednotnii koncepciu. V stidasnosti existuji dva zdkladné
smery v tejto tedrii. Prvym z nich je metéda dekompozicie pouZivand viac-menej
u ststav, ktoré uZ existuju a v ktorych sa snaZime zaviest hierarchické riadenie mno-
hotroviiové, rozdelenim globdlinej Glohy na jednotlivé lokdlne Glohy o do rozmeru
mensie neZ pdvodnd UGloha. Takymto spdsobom dostdvame hierarchicki mnoho-
troviiovh Struktiru riadenej sustavy, ktord moze byt z hladiska vysledku jej Gin-
nosti bud ekvivalentnym, alebo aproximovanym modelom pdvodnej rozsiahlej
sustavy. V prvom pripade vysledky riadenia povodnej ststavy a jej hierarchického
modelu su ekvivalentné. V druhom pripade model hierarchickej mnohotiroviiovej
sustavy len aproximuje &innost a stdasne aj vysledok riadenia pdévodnej rozsiahlej
sustavy. V tomto pripade presnost aproximdcie bude zdvistd od ur¢itého druhu adap-
tanej schopnosti hierarchického modelu zabezpedif maximdlune vysledky aproxi-
mujlce vysledok povodnej shstavy. Drubym smerom v tedrii rozsiahlych sistav je
agregdcia hierarchickej Struktary. V skutolnosti ide tu o vytvorenie takej mnoho-
Grovitovej hierarchickej Struktury, ktord by zodpovedala danym poZiadavkdm,
kladenym na budtcu rozsiahlu ststavu. Podststavy jednotlivych urovni tu tvoria
sustavy zndmej $truktury a vlastnosti so zndmymi lokdlnymi cielmi. Tdto koncepcia
m4d zrejme velka budiacnost pri vytvdrani va&ich a velkych celkov riadenia. V prdci
sme uviedli hierarchické riadenie uréitého druhu dynamickych sistav. Na zdklade
definicie ciela riadenia boli odvodené algoritmy vypoctu stratégii podsdstav a ko-
ordinaénej premennej, koordinujicej &innost podsustav prvej urovne. Efektivita
vypoctov v danom pripade bude vzrastat ak vzrastie celkovy podet stratégii podstistav
niz8ej trovne vzhfadom k celkovému poétu koordindcii a zdroveni ked vzrastie
podet podstistav danej hierarchickej Struktary. Je zrejmé, Ze nie je tazké vytvorif
hierarchicky model s podobnou §truktirou s vi&§im poétom tdrovni. Na zdklade
principu dekompozicie transformuje sa ndm vypodet extrému pdvodnej funkcie
(funkciondlu) mnohych premennych na vypodet extrémov konetného poétu funkci
(funkciondlov) s pottom premennjch omnoho mensim, ako v pripade pévodnej
tdlohy. Interpretdcia riadenych sustav typu (3.3) bola uvedend v précach [6], [7].

* (Doslo dita 14. jala 1969.)
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SUMMARY

Decomposition, Coordination and Agregation in the Hierarchic
Control of Multi-Level Systems

JAN ULICNY

In the paper the author briefly outlines the problems of hierarchic control in multi-
level systems. The model of a dynamic system is introduced which, from the view-
point of hierarchic control, features as a multi-level system,

Ing. Jdn Uliény CSec., Ustav technickej kybernetiky SAV, Dibravskd cesta, Bratislava.
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