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KYBERNETIKA — TOM 8 (1972), BMIiyCK 4 

Нумерический метод спектральной 
факторизации полиномов 

Зденек Востры 

Задачей статьи описать выведение нового метода спектральной факторизации. Всё, что 
будет в дальнейшем сказано, касается дискретных передаточных функций. 

ВВЕДЕНИЕ 

Пусть А(г) функция комплексной переменной г, симметрическая по окруж­

ности \г\ = 1. Это значит,что А(г) = А(г~1). Потом разложение А(г) = Ф + Ф~, 

(где Ф+ содержит все нули и полюсы лежащие внутри окужности |г | = 1; 

Ф~ содержит все нули и полюсы лежащие вне окружности |г | = 1) назовём 

спектральной факторизацией функции А(г). 

Очевидно будут 

ф - ( 2 ) = ф - ( 2 ) = Ф~(2~1) 

где " значит подставить г вместо г - 1 . В дальнейшем А(г) будет симметричес­

кий полином. 

Метод спектральной факторизации выводим на основе регулировки стати­

ческой системы по минимуму квадратичной площади. 

Такую систему можно в 2 трансформации записать при условии конечной 

памяти таким образом, что 

(1) 5 = 512~1 + 5 2 2 - 2 + ... + 2 - ' - Ч + 1 . 

Введём обозначение величин: 5 — система, X — выходная величина, У — входная 

величина. 

Замечание 1. Если регулированная статическая система имеет конечную память, то разност­
ное уравнение для входной величины является правилом, как из прошедших входных величин 
конечного числа и з требований предъявленных к выходной величине вычислить новую вход­
ную величину. 



324 Пусть система находится в начальном состоянии данном последовательно­

стью прошедших входных величин системы. В двухсторонней 2 трансформации 
можем начальные условия написать таким образом: 

У- = Х 7 - ; 2 ' . 
1 = 1 

Пусть требуемая выходная величина равна нулю. 

По замечанию 1 достаточно вычислить у0 в зависимости от 

У-1,У-2> --;У-Ъ-

В двухсторонней 2 трансформации можем писать 

(2) X = 5У+ БУ- . 

Решение задачи об управлении выходной величины на ноль по минимуму 

квадратной площади сделаем классическим методом и потом приблизительно. 

Критерий 

(3) / = — &ХХ2-1 йг, 
-я. 7г 

где Г окружность Ы = 1. 

КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ МИНИМАЛИЗАЦИИ (3) 

Подставляя выражение (2) в уравнение (3), получим условие минимума с по­
мощью первой производной по У, как показано в [1]. 

(4) ^- = ±-&88(У-Г-)2-
1<12 = 0. 

8У 2щ]г 

Условие (4) выполним, когда 5 5 ( 7 — У~) 2 - 1 будет функция регулярная 
внутри Г. 

Вместе с (1.4) нужно выполнить условия реализуемости и стабильности У. 

Пусть, согласно с определением 

(5) 5 5 = А т Ф+Ф- , 

(6) г~1Ф+Ф-(у+ у-) = Л, 

где Л функция регулярная внутри Г. 



Отсюда, как известно, вытекает формула 

'-?[-Н-
где [ ] + значит расщепление 

Ф+у- -m+m-
[ ] + содержит полюсы, лежащие внутри Г. [ ] _ содержит полюсы, лежащие 

вне Г. 

В выражение (7) можно подставлять ^ . Ф+ вместо Ф+, ^ реальный коэффи­

циент, и У не изменяется. 

То можно написать новое Ф + в виде 

(8) Ф+ = 1 + _ - > ! + г-2(р2 + ... + _-*<?_, 

где \, (ри ср2, ••-, 9к называют коэффициентами факторизованного полинома 5. 

Уравнение (5) изменяется в 

5 5 = ^2
 .Ф + Ф- . 

Если подставим (1) и (8) в (7), то 

У= - 2 ( 1 +ср,г~1 + . .. + (ркг-к)~1-

. [(1 + (р.г'1 + ... + р__-*)0 '-_- + У-2*2 + ••• + У -к2
к)г~1]+, 

7= - 2 ( 1 + 2 " 1 © ) . 

. [(1 + ср^-1 + ... + р . * " " * ) ^ - , * + у_ 2 2 2 + . . . + у _ к 2 к ) г - 1 ] + ) 

где (1 + г " 1 © ) ш (1 + р . . - 1 + . . . + <рк2-к)~К 

Теперь не трудно показать, что 

к 

(9) Уо = - _ > ; . • - . • 
. - 1 

По замечанию 1 можно написать возвратное уравнение для управления на ноль 

выходной величины. 

(Ю) у, = - I <?,•>'._„ • 
. = 1 



326 ПРИБЛИЗИТЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ МИНИМАЛИЗАЦИИ (3) 

Известно, что рассматриваемая система управляется на ноль выходной вели­

чины таким образом, что входная величина стремится к нулю. 

Можно сказать, что к г > 0 существует целое Л?, так что для . > N, будет 

И < е. 
Это значит, что критерий (3) является функцией конечного числа входных 

величин с небольшой ошибкой, которая с увеличением N стремится к нулю. 

Отсюда 

(И) I =1(у0,У1,...,у,). 

Условия минимума (11) 

(12) — = 0 , г = 0,1,2, . . . , # . 
дУг 

Подставив (3) в (12), получим 

~ = ^-4Б5.-^((У+ У-)-(У+ 7-))2-1а_-.о, 

дуг 2щ ]Г дуг 

отсюда следует условие 

(13) — = — <|)5$(У + у-)гг-Ыг = 0 , г = 0, 1, 2, ..., N . 
дУг 2ту Т г 

Теперь распишем подынтегральное выражение 

(14) 5 5 = а0 + а,(2 + г'1) + ... + ак(гк + г " * ) , 

где 

(15) а, = X 5^.з^+^, . = 0,1,. . . ,/с. 
7 = 1 

Подставив (14) и (15) в (13), получим после интегрирования для г = 0 уравнение 

а0Уо + а1у1 + ... + аГуг + а1у^1 + а2у_2 + ... + агу_г = 0 , 

для г = 1 

агу0 + йоУх + а\Уг + ••• + агУг+1 + ЯгУ-1 + ^ъУ-г + ••• + агу-г+1 = 0 

и т. д. 



Все уравнения (13) можно написать в матричной форме 

(16) 

űo й i ar 0 0 

0. . . . '0 'a, Я | ' ø 0 ű | — a , 

) Уa 

У\ 

Уr + 

ò 
Уr*\ 

ar 

Ун*k 

at aг . . . . . . a У-\ 

a2 aъ... .....«r0 У-i 

a/' .•' У-r 

o-

0 Э 

Система уравнений (16) не имеет решения, потому что число неизвестных у1 

больше числа уравнений. 

Но мы знаем, что для достаточно больших N справедливо 

| ^ + , | < Е , I = 0,1,2, . . . 

То добавим к уравнениям (16) условия 

_ % + . = 0 , / = 1,2,3,... 

Явно, что это условие вызывает ошибку, которая для N -> оо стремится к нулю. 

Обозначим 

(17) 

a0 a,; ar 0 . 

a, an 

0 0 ." a Í, 

и уравнение (16) изменится в 

AY+ BY^ = 0. 

Мы хотим из (18) вычислимь только у0, из этого следует, что достаточно вы­

числить нервую строку матрицы А - 1 . Обозначим её 

М = [/и, т2 ... 1И„]. 

Из формы матрицы В вытекает, что достаточно вычислить только часть первой 



328 строки А 

(19) 

и 

(20) 

M = [iи. m2...mk~\ 

Уo = ~ O i m2 ... mk~\ 
,ak 0 

ak 0 . . 

— — .ak У-\ 

0 ï-1 

Ó -k 

в сокращенной форме 

(21) y0 = - M B Y 

Вычислением (20) получим результат в-форме 

(22) Уo = - I *jУ-j, 

где а, приблизительно коэффициент факторизованного полинома. 

Удалось доказать, что для N -* оо, стремится геометрически а} —> ф7. 

Теперь надо составить метод для вычисления части первой строки матрицы 

А - 1 , порядок которой может быть 100 и больше. 

Используем метод вычисления обратной матрицы от блочной матрицы. 

Видно, что А является положительно определенной. Введем 

(23) 

(24) 

(25) 

a0 a , . . . 

Ű, a 0 ű . 

- * - i - ï öo 

«* 0-.-. 

= <Э» порядка /с, 

порядка /с, 

Û * 

= Р порядка /с х 1 , = Р порядка (к + 1) х 1 



(26) 

(27) 

[ -o 3 PT ] 

[ e, ] Gf ] 

329 

= О,- порядка к + 1 

= С * порядка /с + 1 

Из уравнения О ^ х = 1 следуют четыре уравнения 

(28) а0е ; + РТС ; = 1 , 

Ре; + 0,_х6, = О, 

а 0 С т + РТН ; = 0 , 

Р С | + С,._.Н( = 1 , 

оттуда следуют формулы для определения субматриц матрицы С?"1 

(29) е» = (а0 - Р С Г Л Р Т 1 , 

С ; = -ОГЛРеи 

н; = о-_-. + суе-.е,-1. 

Теперь добавим первую строку и первый столбец к матрице 0\ и получим 
матрицу 0 ; + 1 

(30) 

(31) 

Q . + 1 = 

QГЛ = 

- 0 : P T ] 0 

P 
0 

Q, 

ei+ì [ G т

+ 1 ] ' 

G i + 1 H i + I 



Для определения С,^1, можем применить формулы (29) 

( 

(32) -o - [ [ P T ] 0] 

QГ 

1 - - \ 
P 

\ 

-
* 

* * 
0 / 

(элементы * умножены на нуль), 

(33) G ( + 1 = QГ 

0 

Последний элемент матрицы С ; + 1 не употребляется в следующем шагу и его 

не нужно определить. 

Смотря на (32) и (33), видно, что матрицу (2Г+1, порядка к + 1 можно про-

пущением (к + 1)-ой строки и (к + 1)-ого столбца изменить в матрицу ^I-+,1 

к-го порядка. 

Элементы матрицы ОГ+1. определяются по формулам (29), только не опреде­

ляется последний элемент матрицы С„ и последняя строка и последний столбец 

матрицы Н ; . 

Эти оформления представляют нам возможность определения субматрицы 

порядка к в левом верхнем углу матрицы А ~ 1, на основе действий над матрицей 

/с-ого порядка, причем порядок А ~ г довольно высок. 

Теперь знаем, как определить ^I-+11, когда знаем ^ Г 1 и что ^ о х = А - 1 

(см. 17)). 

Удалось доказать, что последовательность матриц ^ 1 - 1 сходится равномерно 

MBY- = -!«,•}'-;, 
j = i 

и геометрически к матрице ^ 1, и что по (1.21) у0 = 

где о,- коэффициенты факторизованного полинома. 

Переход от ^ Г 1 до ^Г+1

^^ будем считать как одну итерацию. Этот метод был 

проверен на вычислительной машине Еллиот 4100. 

Для иллюстрации приведем три примера. 



I Ipнviep 1. 

Пример 2. 

Пример 3. 

5 = 1 + ZJz'1 + l,41z~2 + 0,02г" 

итepaция 1 итepaция 6 тoчнo oшибкa 

" l 

Ч>2 

Ч>Ъ 

1,1513887 
0,33657962 

0,00466865 

1,1999992 

0,35999958 

0,00499999 

1,2000000 
0,36000000 
0,00500000 

8 . 10~ 8 

4,2. 10~ 7 

10~ 8 

Ф+ = 1 + - . г - 1 + ę2z'2 + ~ 3 z" 

итepaция 1 итepaция 6 | тoчнo oшибкa 

~L 

~2 

0,00000000 
0,24908425 

0,00000000 
0,25000000 

0,00000000 
0,25000000 

0 

0 

Ф+ = 1 + " 1 г ~ 1 + ę2z~2. 

5 = 1 - 7 , 3 z - 1 - 25,59г~2 - 13,9~3 - 0,2z~ 

итepaция 1 итepaция 4 | тoчнo ! oшибкa 

4>г 

" з 

"4 

1,0636866 
0,22510956 
0,02935514 
0,00047999 

1,0843677 
0,23315103 
0,03022127 
0,00049449 

1,0843696 
0,23315184 
0,03022136 
0,00049449 

1,9. 10~ 6 

8,1 . 10~ 7 

9 . 10~ 8 

0 

Ф+ = 1 + «V- 1 + - 2 2 2 + ~ 3 г ~ 3 + ~ 4 г ~ 4 . 

Из примеров, которые были вычислены, видно, что метод очень быстро схо­
дится для таких полиномов, корни которых не лежат на Г. Если некоторые 
корни полинома лежат на Г, то метод тоже сходится, но уже не так быстро. 

(Поступила в редакцию 7 июля 1970 г.) 
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Numerická metoda spektrální faktorizace polynomů 

ZDENĚK VOSTRÝ 

Řešení diskrétních regulačních procesů podle kritéria minima kvadrátů vede na 
Wienerovu-Hopfovu rovnici. Při řešení této rovnice se neobejdeme bez spektrální 
faktorizace polynomů. 

V článku popsaná metoda je odvozena pomocí optimální regulace statické soustavy 
podle minima kvadrátů výstupní veličiny. Regulace probíhá z počátečního stavu do 
nulového ustáleného výstupu. Soustava je dána impulsní charakteristikou konečné 
délky, kde pořadnice impulsní charakteristiky jsou právě koeficienty faktorizovaného 
polynomu. 

Při sestavování algoritmu je použita rekurentní metoda inverze matice. 

Výpočty ukazují, že metoda konverguje pro libovolné kořeny zadaného polynomu. 
Pro kořeny, jejichž absolutní hodnota je blízká nebo rovna 1, je konvergence poměrně 
pomalá. 

Ing. Zdeněk Vostrý, Ustav teorie informace a automatizace ČSA V (MucmuMym meopuu UHífiop-
Ma^u u aemoMamiaaifuu — HexocAoeaifKaa AKadeMun nayK), Vyšehradská 49, Praha 2. 
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