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Kybernetika

Rizené Markovovy fetézce
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UvVOoD

Staf obsahuje vyklad metod dynamického programovani v Markovovych fet&zcich. U &tendfe
se pfedpokladd asi takova znalost té&chto Fetézci, jakou je moZno ziskat studiem knihy J. G.
Kemeny, J. L. Snell: Finite Markov chains. Ten, kdo m4 definice teoric Markovovych Fetézcl
dostateéné promysleny a m4d jistou zb&hlost v matematickém zplisobu uvaZovani, mohl by vysta-
&iti s informaci, obsaZenou v odstavci 2 této prace. Tam jsou zdkladni pojmy struéné zopakovdny
a dokazany véty, na néZ se dalsi vyklad odvoldva.

Definici Fizeného Fetézce v odstavci 5 pfedchazi odstavec o tloze nalezeni nejlepsi cesty. Sou-
Casné jsou zavedeny razné typy vynosu ze Fizeného Fetézce: olekdvany vynos do pfedem zvolené
doby, otekavany diskontovany vynos, ofekdavany vynos do dosaZeni zvolené mnoZiny, primérny
vynos na jednotku €asu. Dalii odstavee postupné pojednavaji o optimalizaénich metodach pti
jednotlivych typech vynosu. Rizeni Markovovych procestt s konednym podtem stavii je vénovan
odstavec 11, Fizeni vétvicich procesit odstavec 12. VSude s vyjimkou posledniho odstavce se
pozaduje, aby pfi fizeni byla k dispozici Gplnd informace o stavu soustavy. Rizenf fetézce s ne-
apinou informaci se pfevede na Fizeni fetézce, jehoZ stavem je aposteriorni rozloZeni pravdgé-
podobnosti.

Linedrni programovani a metody vzniklé jeho zobecnénim lze p¥i fizeni Markovovych Fetézcl,
zejména pfi maximalizaci primérného vynosu na jednotku &asu, rovnéz pouZit. Tato price
vychédzi z jednotného hlediska dynamického programovani a o linedrnim programovani ne-
pojednavi.

Seznam literatury je umistén na konci stat€ a nejsou na n&j odvolani v textu. V uvodu je vhodné
uvésti dvé zakladni knihy:

R. Bellman: Dynamic programming. Princeton 1957,
R. A. Howard: Dynamic programming and Markov processes. New York, London 1960.

Pii odkazech v témZe odstavci jsou formule oznac‘:ovéﬁy pofadovymi &éisly, pfi odkazech na
formule jiného odstavee téZ jeho &islem. Napf. (13 § 4) znadi formuli 13 odstavee 4. Na konci
dukazu je umistén symbol [[].

Pii psani prace jsem vysel ze zdpisu &dsti pfednasky o Markovovych procesech a jejich fizeni,
kterou jsem mél v zimnim semestru 1966 —67 na université v Heidelbergu.



1. MARKOVSKE MODELY

Uvedme ngkolik vieobecnych pozndmek o markovskych modelech. Pfitom pouZi-
jeme ndsledujiciho piikladu: V prdci Formulae for Projecting Enrolments and Degrees
Awarded in Universities [Journal Royal Stat. Soc. Ser. A, 126 (1963), 400—409] se
J. Gani zabyvd zdvislosti mezi poétem studentf v jednotlivych roénicich australskych
universit a podtem studentd, ktefi se v pfedchozich letech zapsali do prvého ro¢niku.
Predpoklddd, Ze pom&rné polty studentti, ktefi v roéniku zlstanou, postoupi ddle
nebo ze studia vystoupi {resp. studium ukpnéi), se velmi mdlo méni v zdvislosti na
&ase.

Pro jednoduchost oznadeni si budeme v§imat pouze prvnich t¥i roénik{ universit-
niho studia. Budiz

N" — podet studentd, ktefi se v roce n nové zapsali do prvého roéniku,
q;; — pomérnd &dst studentfl, ktefi zastali v i-tém roéniku, i = 1,2, 3,
u+1 — pomérnd &dst studentt, kte¥{ postoupili z i-tého ro€niku do dal§iho, i = 1,2,
g0 — pomérnd Cdst studentll i-tého ro&niku, ktefi opustili studium (resp. dosdhli

hodnosti bakaldfe).
O pottu studentl v i-tém ro&niku v roce n, S}, plati tedy podle modelu
(1) 5'1'=N"+q“5'1'71,
83 = g2yt 4 4508y,
83 = q5385 " + 35857

Srovndni se statistikou australskych universit ukdzalo, Ze tyto rovnice dobfe vystihuji
skuteény stav.

Rovnice (1) pfedstavuji model potu studentii na univeesitdch jako celku, Fekli
bychom model makroskopicky. Obvykleji je takovy model oznacovén jako determi-
nisticky, protoZe v ném pojem pravdépodobnosti nevystupuje. Nejjednodusi pred-
poklad o detailni struktufe uvaZovaného jevu (pravdépodobnostni, stochasticky
model), ktery by souasné byl v souladu s rovnicemi (1) je tento: Necht kazdy student
v i-tém ro¢niku md pravd@podobnost g;; roénik opakovat, g, ., postoupit do dal-
$tho ro¢niku. Pfitom tato pravdépodobnost nezdvisi na zptisobu (zda s opakovanim
& bez opakovéni n&jakého rodniku) jakym se student do i-tého ro¢niku dostal
a na postupu ostatnich studentti. Pfedpoklddd se tedy, Ze studenti na universitdch
tvoii soubor, jehoZz &lenové se vyvijeji podle Markovova Tetézce s matici pravde-
podobnosti piechodu

P=|pfiso=/1 0 0 0
d10s 911> 9125 0
420, 0, 422, 923
930- 0, 0, 433

Ve stavu 0 se nachdzeji studenti vystoupivsi ze studia.
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Je ihned patrné, Ze pfedpoklad o homogenit& souboru a o tom, Ze se jeho &enové
vyvijeji nezdvisle na sobg&, médlo souhlasi se skutenosti. Na druhé stran€ o tomto
stochastickém modelu vzhledem k velkému rozsahu souboru plati, Ze celkové pocty
v jednotlivych roénicich se velmi malo 1isi od odekdvanych a spliiuji proto relace (1)
dostatednd presné. Nedopustime se tedy velké chyby, budeme-li pfedpoklddat, Ze
empirické hodnoty velidin S}, i = 1, 2, 3, jsou vysledkem pozorovdni pravé popsaného
souboru.

Ta vlastnost, Ze stochasticky model neni v rozporu s rovnicemi(l), jejichZ platnost
byla ov&fena srovndnim se skute¥nosti, nikterak neodiivodiiuje nahrazeni jedno-
duchého deterministického modelu sloZité§im modelem pravdépodobnostnim.
Potfeba pravdépodobnostniho modelu se projevi aZ tehdy, mdme-li co &init nikoliv
se souborem jako celkem, ale s jednotlivymi jeho Eleny, ktefi byli vybrdni zplisobem
dostatednd blizkym nezdvislému ndhodnému vybéru se stejnymi pravdépodobnostmi.
Pfitom vybér miiZe byt proveden néjakymi vn&jsimi okolnostmi, nikoliv pouze ndmi.

Vhodnost pravdépodobnostnich modela byla ovéfena napf. mnohaletou zkuge-
nosti Zivotnich poji§toven. Pozorovdnim né&jakého dostatedn& rozsdhlého souboru
ziskd pojistovna tabulku \imrtnosti, ¥ekn¥me muzfi v Ceskoslovensku. Tabulku
tvofi hodnoty Iy, 15, ..., L, ..., I,, kde I, znadi podet muZi z tisice Zivé narozenych,
ktefi se dozili x let. Pfistanoveni pojistného pojistovna predpoklddd, Ze x-lety pojisté-
nec md pravd8podobnost g, = (I, — !,.,)/l, zem¥it do jednoho roku. Obdobné jako
v pfedchozim modelu se tedy pfipoufti, Ze soubor pojiténct je tvofen jednotlivei,
vyvijejicimi se podle stejnych pravd&podobnostnich zdkond.

Tato stat je z nejvétsi C4sti vénovdna Markovovym fetézctim, tedy pravddpodob-
nostnim modeliim. V odstavei 12 se k deterministickym modeliim vrdtime. Tam
bude také poukdzdno na interpretaci vyloZené teorie Fizeni v deterministickych mo-
delech.

2. KONECNE MARKOVOVY RETEZCE

Markovovy Fetézce jsou matematické modely soustav (fyzikdlnich, biologickych,
ekonomickych atd.) ménicich sv{ij stav nebo pozorovanych v dané posloupnosti
&asovych okamziki a takovych, Ze okamZity stav soustavy pIné uréuje pravdépodob-
nostni vlastnosti jejtho dalsiho vyvoje. Je-li tato zdvisiost budoucnosti soustavy na
okamZitém stavu nemé&nnd s asem, hovofime o homogennich fetézcich.

Vyvoj soustavy je popsdn posloupnosti ndhodnych veligin {X ph=012_.1
X, znadi stav soustavy (fetézce) v &ase n. Budeme se zabyvat fet&zci s koneénym pog-
tem stavi. BudiZ I = {1,2,...,r} mnoZina stavii fetdzce. Markovskd vlastnost
znamend, Ze plati

O PXusr =JoXars = Joseoos Xoem = Ju | Xo = i0s Xy = iy, 00, Xy = i) =
=P(Xyp1 = Jo Xpsz = jo v X = Jm | X, = in)



pro libovolnd n, m celd a jy, ..., ju igs - -+ i € I. RozloZeni pravdépodobnosti fetdzce
je tedy ureno pocdteénim stavem (hoduotou Xo) a pravdépodobnostmi prechodu

P(X,y =j|X,=1), i,jel, n=0,1,...

Pravdgpodobnost a stfedni hodnotu za podminky, Ze po&iteéni stav soustavy je J,
budeme oznadovat

Pj(‘) = P(‘

Pravdépodobnosti pfechodu homogennich Fetézcit nezdviseji na n, tj.

Xo=j), Ey =E{|X,=j}.

P(Xnn =j|Xn = i) = Dij» i,jel, n=0,1,...
Matice veli¢in p,;,
P=lpylis-1>
se nazyvd matici pravd&podobnosti pfechodu fetézce. Ozname
P = o lis=r -

P\ jsou pravdépodobnosti prechodu za m krokd, tj.

PP = PXpim =Jj|X,=1).
P° je jednotkovd matice.

Ve zbylé &dsti tohoto odstavce shrneme nékteré v dalsim potiebné vlastnosti
homogennich Fetézci.

Véta 1. Nechr o matici P plati: Lze nalézt joel, d > 0 a celé kladné v tak, Ze

pfjg =d pro iel.

Potom existuji limitni pravdépodobnosti ny, ..., n, tak, Ze je splnéna nerovnost

[P — | < (1 =dy"™" pro ijel, n=0,1,..
Dikaz. Oznatme

(n)

(ny (n) (n) __ B
M;" = max p;j’, m;" = min pj’,
i i

maximum a minimum prvkd j-tého sloupce matice P". Plati

(n+1) __ 3]
m{? < piitt = ;pikpi'}} =M.

+1 +1
) mi £ miTY M 2 My



Ze vztahu

P = g+ = ) B+ T
pro i,jel, m=0,1,2,..., plync

dpir? + (1 — d) my™ < pfm+ OV < apim + (1 — d)y MY™ .
Odtud snadno vidime, Ze je
Mg-(m+ vy m;(nn\-l)v) é (1 _ d) (M‘(fmv) _ mg.mv))

a tedy
(3) ‘Mﬁ'"") — m;-”‘v’ (- d)"' ,

nebot
MO — m® = 1.

Z (2) a (3) dostavdme

lim M%) = lim m{” = =;.

n=*oo n— oo
Mgjme nyni libovolné p¥irozené n a budiz m = [n/v], ([ ] znaéi celou &st). Potom
(n) (ny () (my) __ (mv)
]P “"IIgMi —m;” = Mj m;" £

< (1 _ d)m < (l _ d)n,/v—: O

Véta 2. Pro libovolné P existuji limity
4 llmN“Zp("’—nu, i,jel.
N—-o n=1

Dukaz. Vztah (4) bude ov&fen, dokdZeme-li, Ze pro libovolné dvé posloupnosti
ptirozenych &isel

Vi, N3, ..., Ny = 0, N{,Nj,..,N; - o0,
pro néz existuji -
o _ 7

lim (N,,)~? Z Py = nj;, hm (N”) Z Py = nf;,

m-on n=1
pro i,jel, plati

' »
np; o= .
Miédme
N'mt1

; TiaDij = Az Pumyy = lim (Nr/n)‘ Z p(n)
K m—w



Odtud plyne

P (),
Z“ikij =Ty = ;Pih Tj
%

pron = 1,2,... atedy také

N'm

(5 Y. mpmyy; = lim (N7)~* 21 };n;kpi;] =nj;.
k m— n= <

Obdobng

(6) ;n?;“;cj =m;.

Zaménou 7!. za n’. v (5) a ze (6) dostdvdme |
Ty = zﬂ?’;’k”r:j = n;’j . O
k

Rekneme, 7e stav j je dosaZitelny ze stavu i, existuje-li  tak, Ze plati p{? > 0.
V tom piipadé budeme psiti i — j. Je-li sou€asné i —» j a j — i, nazyvaji se stavy i
a j sousledné. Stav i (kone&ného) Fetdzce se nazyvd rekurentnim, plati-li j — i pro
vSechna j, pro néZ i — j. V opaéném pfipad€ je i tranzientnim stavem.

Navzdjem sousledné rekurentni stavy tvofi tzv. isolované tFidy rekurentnich
stavii. Jakmile fetézec ptesel do takové ttidy, zGstdvd v ni trvale. Vhodnym predislo-
vanim stavil lze matici P uvést na tvar

kde R, jsou stochastické matice, utvofené z pravdépodobnosti pfechodu v i-té izolo-
vané rekurentni t¥id¢ I, . T; znagi matici pravddpodobnosti pfechodu z tranzientnich
stavt do I,. T je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi tranzientnimi stavy,
0 oznaduje nulové matice.

Véta 3. Je-li j tranzientnim stavem Fetézce {X,, n=0,1,...}, potom Fada
ipﬁ_';) konverguje pro iel. .
n=0
Dikaz. Poloime
L—fy=P, (Xakjn=12.).

Z ptedpokladu o tranzientnosti stavu j Vyplyvd, Ze existuje kel, pro nz j— k,
ale neplati k — j. Tedy f;; < L.
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Budiz &;; oekdvany poet vyskytd soustavy ve stavu j, je-li poddtetnim stav i.
Soustava vychdzejici ze stavu j se s pravddpodobnosti f;; opét do tohoto stavu vrdti.
Za podminky, Ze se soustava do stavu j skute&n& vrdtila, je pravdépodobnost dalsiho
ndvratu opét f;;, protoze {X w1t =0,1,...} je homogenni Markoviv fetézec. Vidime,
Ze soustava vychdzejici ze sgavu j se vyskytne v tomto stavu aspoti n-krdt s pravde-
podobnosti f7; ", prévé n-krdt s pravdépodobnosti £ (1 — f;). Tedy

©

™ &y = ;”ffj_l(l = fi) = (t ~f,~,~)‘1 .
Diéle zfejmé
(8 Ey=rfib;; < &j.
Necht
) Y9 =1 kdyz X,=j, Y¥ =0 kdyz X, #+.
Pak plati
© . o . 0
(10) i =EY YV =YEYP =Y pi7.
n=0 n=qQ n=0

Z rovnic (7), (8) a (10) vidime, Ze je 3" pi¥ < c0. [J
n=0

Véta 4. Budiz
N? =inf{n:n+0,X,=j,n=12..1}
doba pronfho prechodu Fetézce {X,,n =0,1,...} do stavu j. Je-li I izolovanou
tfidou rekurentnich stavii, pak

! ENY < pro i,jel.

Dikaz. Volme pro uritost j = 1. Z pfechodové matice P utvofme matici

P=|pyfijee=/1 0 .0
P21> P22s -+ Pa2r

Snadno vidime, Ze P je pfechodovou matici fetézce {X,, n = 0,1, ...}, ktery vznikne
z {X", n=01, } zastavenim soustavy ve stavu 1, tj. X, = 1, kdyZ X, = 1, jinak
X, =X,pron <N, X, =1pron>ND,



Ziejmé stavy k + 1 jsou tranzientnimi stavy Fetdzce {X,, n =0,1,...}, ncbot
k - 1, ale nikoliv 1 — k. Ddle, pro i =+ 1, -

Pf(N“) > n) = Pi()?u + 1) = Zﬁfi'),
k*+1

EN® =3 a[P(N® > n — 1) ~ P(ND > n)]

n=1

=S PO > n) =3
n=0 k#1

s

B

1l

n

Rada Y, p konverguje dle vty 3. Vidime, 2¢ EN® < oo pro i # 1. Ddle
n=0

ENY =1+Y p,ENY < 0. O
k*+1

Pripomefime silnj zdkon velkjch d&isel: Budiz {Z,, k = 1,2,...} posloupnost
nezdvislych stejné rozloZenych ndhodnych veli€in s kone&nou stfedni hodnotou m.
Potom

k
imk™*Y Z, =m
i1

k~ o0 i=

s pravd&podobnosti 1.

Véta 5. Za predpokladi véty 4

N—-1
,iim N~! Zopg{) = (E;N)1 pro ijel.
Dukaz Ozname N’ dobu k-tého ptechodu do stavu j, tj.

NP =inf{n:n> N2, X, =j},

kde N§? = 0. Viimnéme si této diileZité vlastnosti homogennich Fetézci: Pro libo-
volnd i, j, iy, ..., i;el, k= 1,2,... plati

P(Xyunsr = ins Xnponez = izo oo Xnpon 4 = is[
1) Xy =ju Xy =g -1 = 1) =
=P;(X, =i, X, =1p...X,=iy).
Vztah (11) #ik4, %e v§voj soustavy od okamZiku N” je stejny jako vyvoj soustavy,
kterd byla ve stavu j na poddtku. (11) je disledkem (1), Sasové homogenity procesu

a skutegnosti, Ze hodnota N{” je nezdvisld na vyvoji fetézce po dobg NI,
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Z (11) vyplyvd, ze {NJ}, ~ NP, k=1,2,...} tvofi posloupnost nezdvisljch
stejn€ rozloZenych ndhodnych veli€in se stfedni hodnotou E;NY. Podle zdkona
velkych &isel

k=1
()] (7
NG 2N - NP ‘
lim A = lim™=%— = END
k-w k k- o k

s pravdépodobnosti 1. Definujme opét velidiny Y$” vztahem (9). Snadno se nahlédne,
Ze je s pravdépodobnosti 1

Nt
. T
12 END! = lim —— =1lim 2L = [imN~' Y Y{.
(12) (ENT) ke NP ko NP Now n;)

Prejdeme-li ve (12) ke stfedni hodnot¥, dostdvdme

N-1 N-1
(ENDY ! =1limN~'E;Y Y =IimN-'Y p. O
N-w n=0 n=0

N
3. MARKOVOVY PROCESY S KONECNYM POCTEM STAVU

O Markovovych procesech na rozdil od fetézcti hovofime, méni-li se parametr
¢asu, v némZ vyvoj soustavy probihd spojité. Homogennimu Markovovu procesu
{X,, t = 0} s kone&nou mnoZinou stavit I = {1, ..., r} odpovidd vektor (uy, ..., ft,)
intenzit vystupu a stochastickd matice

P=/[0, pis .., P1s
) ZTTRLUN S

Dr1s Pr2s -+ O

pravdépodobnosti pfechodu v okamzZiku vystupu. Je-li soustava ve stavu i v ase t,
potom pravdépodobnost zmény jejiho stavu v infinitezimdinim Sasovém intervalu
(t, t+ dt) je rovna y; dt. Za podminky, Ze pFeskok nastal, piejde soustava do stavu j
s pravdépodobnosti p;;. Tyto pravdépodobnosti jsou nezdvislé na vyvoji soustavy
do doby t.

Posloupnost stavi, jak za sebou ndsleduji bez ohledu na &as, tvofi Markoviv
fetézec s pfechodovou matici P. V jednotlivych stavech setrvdvd soustava ndhodnou
dobu. Je-li posloupnost stavii zndma, jsou tyto doby setrvdni nezdvislé ndhodné veli-
&iny. Budiz F(t) distribuéni funkce doby setrvdni ve stavu i. Plati

6] Fft +diy=F{f) + (1 — F{1)) p;dt, F(0)=0.
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Z (1) plyne snadno Ze rozloZeni doby setrvdni ve stavu i je exponencldlm se stfedni
hodnotou g !, tj.

F{f)=1—e¢™", iel.
Utvofme matici

M= [y, fyas oo e\ = [ —H1, HiPi2> «oos HiDyy
H21s Hazs -5 Hor HaP2r> —Has ces HaDoay
Hets Hras weos Hpp HePrys HePr2s oo —Hy

Matice M se nazyvd matici intenzit pfechodu procesu {X,, t= 0}. Je-1i soustava ve
stavu i v Case ¢, potom pravdépodobnost pfechodu do stavu j v ¢asovém intervalu
(t, t + dt) je rovna u;; dt.
Budtez
P =PX,,, =j|X,=1), ijel,

pravdépodobnosti pfechodu procesu. Je splnéna soustava Kolmogorovovych dife-
rencidlnich rovnic

Pm zpfx?.“k; z#ikPI{(;) , bLjel.
k

Nehomogenni Markovilv proces md matici intenzit pfechodu zdvislou na asovém
parametru .

4. ULOHA NALEZENf{ NEJLEPSI CESTY

Nendhodnym p¥ipadem tuloh, kterym budou vénovdny dalsi odstavce, je ndsledu-
jici problém: Pfedpoklddejme, Ze mdme r mist, oznalenych C&isly {1, 2,0 r} =]
akladnd &isla c(i, j), kde i # j,i = 1,2, wees r = 1, j €I Cisla c(i, j) nechf pfedstavuji
ndklad na pohyb z mista i do mista j. Na§im cilem budiZ dosaZeni mista r s nejmensim
ndkladem.

8 6

Obr. 1. 2

Ve shod? s terminologii pouZitou déle budeme Fizenim rozumét funkei z(i) defino-
vanou pro i = 1,2,..., 7 — 1 a nabyvajici hodnot z I. z(i) uddvd misto, do n&hoZ
postupujeme z mista i. Funkei z(i) budeme zkrdcend oznadovati . Rizeni » odpo-
vidd orientovany graf I' s mnoZinou uzlii I a hranami iz(i)-: i=12.,r—1
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(obr. 1). Rizeni nazveme ptipustnym, kdy# z kaZdého z uvzli 1,2, ..., r — 1 vede
orientované spojeni do uzlu r. To nastdvd prdvé kdyZ I' neobsahuje Zidny cyklus
(obr. 2). Pfitom orientované spojeni z libovolného uzlu do r je jediné.

4
i 6 r
7
2
Obr. 2. 3 5

BudiZ  pfipustné ¥izeni. Definujme u(i; w), i € I, rovnicemi

(1) u(i; o) = c(i, 2(i)) + u(z(i); ), i=1,...,7r =1,

u(r;w) =0.
Z nésledujici véty vyplyvd, Ze soustava (1) md jednozna¢né FeSeni. Z jejiho dikazu
je pak patrné, Ze u(i; w) pfedstavuje ndklad na dosaZeni r z mista i pfi fizeni .
Poznamenejme, Ze vzhledem k pozitivnosti &isel c(i, j) p¥ipustnost ¥izeni w je nutnd
k fesitelnosti (1).

Véta 1. Necht w je pripustné Fizeni, y;, j€l, necht jsou libovolnd éisla. Potom
soustava rovnic

@

u(d) =y +u(z()),i=1,2,..,r -1,
u(r) = v,,
md jediné Feseni. Je-liy, 2 0, i€l je u(i) >0,iel

Dukaz. UvaZujme graf I' odpovidajici fizeni . M&me libovolné k. JelikoZ
je pfipustné fizeni, existuje v I' orientované spojeni k = kg, koky, kiKkas ooy ke 1Koy
k,, = r. Takové spojeni je jediné. Vidime, Ze muZeme postupng kldst

3 u(k,) =7,
ulk;—q) =y, +ulk), j=mm—1,..,1.

Volime-li k = 1,2, ..., r — 1, dostdvdme Fedeni soustavy (2). Z (3) vyplyvd, Ze toto
feSeni je jednoznacné a nezdporné, kdykolivy; = 0, iel. [

Zikladem iteracni metody k nachdzeni optimdlniho Fizeni bude postupné zlepSo-
vani fizeni zplisobem popsanym ve vété 2.
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Véta 2. Necht o' ~ z'(i) splfiuje vztah
4 e(i, 2’()) + u(z'(i); @) = min {c(i, j) + u(j; w)}
ji*i

proi=1,...r — 1. Potom ' je pripustné fizeni a plati

(5) u(i; ) < u(i;w) pro iel.
Pritom
(6) u(i; ) = u(i;w) pro iel

prdvé kdys .
) e () + e() ) = min [(i]) + u( )]
proi=1,..,r—1.

Ditkaz. PoloZzme
@ s @) = (i, 20) + (/) 0)
Vzhledem k (1) a (4) plati
© h(i; ') £ u(i; ).

Z rovnosti (8) vyplyvd, Ze h(i; ') je ndklad na dosaZeni r v pHpadg, Ze v prvnim kroku
se pohybujeme dle fizeni ' a potom dle fizeni w. Pfedpoklddejme, Ze o' neni pii-
pustnym Fizenim a tedy jeho graf I'" obsahuje cyklus s uzly ko, ky, ..., k, = ko.
Budiz ’

u(ks ) = min  u(k; ).
j=0,mm—1
Potom
Ik ") = ek, kyyr) + t(kor s @) > u(ks; o) .

To je spor s (9). Vidime, Ze fizeni o’ musi byt pfipustnym.
Oznacme nynfi

a(i) = u(i; ) — u(i; o).
Dle (1)a(4) :
(10) u(i; @) = v + o, 2()) + u(Z(D; ),
kde y; = 0. Déle
(1) u(i; @) = (i, 2(1) + u(= (1) ).
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Odegtenim (11) od (10) dostdvdme

(12) i) =y, + (@), i=1..,r—1,
a(r)=0.

Z véty 1 vyplyvd ii(i) = 0 pro i eI, coZ je totéZ jako (5).

Viimn&me si nyni posledniho tvrzeni véty. Necht neplati (7). Potom ze (4) plyne,
Ze aspolt pro jedno i je y; > 0 v rovnosti (10). Tedy, dle (12), #(i) > 0. Vidime, e
také (6) neplati. Plati-li (7), potom z ndsledujici véty plyne

u(i; ') 2 u(i;w) pro iel,

co spoledng s (5) ddvd (6). O
Véta 3. Necht pripustné Fizeni & ~ £(i) spliuje
(13) c(i, 2(i)) + u(2(i); &) = Izip [e(i, j) + u(j; )],
i
proi=1,...,r — 1. Potom & je optimdlni Fizeni, tj.
u(i; ®) £ u(i; @), iel,

pro kaZdé pripustné fizeni w.

Dikaz. Nechf & splfiuje pfedpoklady véty. M&jme libovolné piipustné Fizeni w.
Ze (13) vyplyvd

(14) u(i; &) = c(i, 5(i)) + u(2(i); @) =
=y + (i, (7)) + u(z(i); @),
kde y; < 0. Odetteme-li (1) od (14), dostdvdme
u(i; ®) — u(i; w) = y; + u(z(i); d) — u(z(i); o).
Odtud a z véty 1
u(i; @) — u(i;0) £ 0, t. u(i,d) < uli; w)
pro i €1, nebof y; jsou nekladnd. []

Iteraéni postup nachdzeni optimdlniho Fizeni. Vyjdeme z libovolného pfipustného
fizeni @® ~ z°(i). Rizeni @™** ~ z"*1(i) konstruujeme na zéklad& o™ takto:

1. Uréime u(i; &™) z rovnic
(15) u(i; @™) = i, 2"(i)) + u(z"(i); 0™, i=1,...r—1,
u(r; ™ =0.
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2. 2" (i) volime pro i = 1,..., r — 1 tak, aby platilo
c(i, 2" () + u(z"*1(i); ©™) = min [c(i, §) + u(j; o™)] .
j*i
Z vty 2 vyplyvd, Ze je
u(i; 0" *') < u(i; ™) pro iel.

Pritom u(i; ™*') £ u(i; ©™) dokud w™ neni optimdlni fizeni.

Poznamenejme, Ze u(i; ™) v rovnicich (15) napocitdvdme tim zptisobem, Ze postu-
pujeme proti sméru orientovaného spojeni z i do r v grafu I, Fizeni o™

Zmifme se je§té o dvou modifikacich iteradniho postupu k nachdzeni minimdlniho
ndkladu

(i) = min u(i; )

na dosaZeni mista r. Ob& v podstaté pouZivaji pouze &dst 2 iteradniho kroku.

1. PoloZme

up() = c(i,r), zo()=r, i=1..,r—1, w(r)=0,
a postupné .
(16) up(i) = min [c(i, j) + u—1(j)]
Jj¥Fi
un(r)=0, i=1,..,r—1; m=12,..

z,,(i) se voli tak, Ze plati
17) ur(i) = (i, Zp (D)) + up—1(z(D), i=1,..,r—1.

Z rovnic (17) vidime, Ze u,,(i) je ndklad na dosaZeni mista r, postupujeme-li z mista i
nejprve do mista z,(i) = ky. Déle z k; do z,_(k;) = ky, z ky do z,_,(k;) atd.
Mista r dosdhneme nejpozd&ji v m + 1 krocich. Neni obtiZné dokdzati Gplnou
indukef, Ze u,,(i) je nejmen3i ndklad, se kterym lze dosdhnouti mista r v nejvyde
m + 1 krocich. u,(i), m = 0,1, ..., tvofi tedy nerostouci posloupnost a u,(i) =
= #(i), i e I, pro dostate¢n& velkd m.

II. Oznaéme
ug(i) =minc(i,j), i=1,...,r—1, ugr)=0,
Jj¥i
a volme zg(i) tak, aby platilo
up(i) = (i, zg(i)), i=1,..,r—1.
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Dile postupujeme stejn jako v (16) a (17), tj. klademe

ull(i) = 1}1*113 [e(i, /) + wm—i()]

uf(r) =0, i=1,..

a urdujeme z,(i) tak, Ze plati

=13

m=1,

2

3 vy

up(i) = (i, zofD) + up-a(zn(D), i=1..,r = 1.

up(i) je nejmensi néklad, za ktery miiZeme bud uskutedniti m + 1 krokt nebo doséh-
nouti mista r v nejvyse m krocich. u/(i),m = 0, 1, ..., tvofi neklesajici posloupnost
a plati u(i) = (i), i €I pro dostatedng velkd m.

Tabulka 1.
>~ i P
! 1 2 | 3 5 6 7
i | | L
1 [ X 4 - 9 - - -
2 - | x 4 6 | — | -~ | -
3 - - | x - - - | 12
4 — — — X 4 — 16 I
5 - — — — X 2 8 |
6 - ‘ - ‘ - X 2 ‘
’ I
Tabulka 2.
~ . { 1
~ 1234|5 617 i1234'567
! -
g = ugp I,,:,,_ 12‘16 8 2'0
2t = 7} 4\‘ 307 5{6|7
{ i |
uy 25(16 12 842 0‘ uy ‘25 16‘12!12 41210
7 \2 307, 5/6,7
| w j20/16/12] 8l 4|2 0
! l L R S LR
2 | l
z% =2z} 4| 4, 71 51617 1
1 |
| [ \
uzzugm"‘171412i84‘2 o| ’zg 2037|567 |
2= z=z4 2040705 617
— |
‘ A 41 4| 7 516 7
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Pro doplinéni uvedme ndsledujici numericky priklad.

Piiklad 1. BudiZ r = 7 a veli€iny (i, j) budlez dany tabulkou 1. V tabulce 1 symbol — piedsta-
vuje dostatetn& velké &islo, takZe odpovidajici pfechody mezi misty je moZno z tvah vylougit.
Veliginy z™3i), u,(i) = u(i; @™) a zp,(i), u},(i) p¥i hieddni optimdlniho Tizeni iteradnim postupem
a jeho modifikaci I a veliginy z, (i) pro modifikaci 11 jsou uvedeny v tabulce 2. Pfitom je zvoleno
200) = z() = r.

5. DEFINICE RiZENEHO MARKOVOVA RETEZCE

Definici fizeného Markovova fetézce pifedesleme dva pfiklady. Prvni z nich je
velmi schematicky a bude slouzit k numerické ilustraci vypoétovych metod popsanych
v dalSich odstavcich.

Priklad 2. Schematicky priklad o tidrzbé vyrobniho za¥izeni. Na konci kazdého obdobi je stav
jistého vyrobniho zafizeni klasifikovan do t¥i stupra 1,2, 3. Potom je na zafizeni provedena
udrzba bud b&Znd (z = 1 podle oznadeni zavedeného dale), nebo generalni (z = 2). V tabulce 3
je uvedeno, s jakou pravdépodobnosti bude zafizeni ve stavu 1, 2, 3 v zdvislosti na poslednim
stavu a na stupni udrZby. Primérny Cisty vynos ze zafizeni za jedno obdobi je uren stavem zafi-
zeni na konci pfedchoziho obdobi, zpisobem udrzby a stavem na konci obdobi. Je uveden
v tabulce 4 (nap¥. v tisicich K&s).

Priklad 3. Sefizovdni stroje. UvaZujme blok, skladajici se ze dvou strojt vyrabéjicich vyrobky
stejného druhu. Pfedpoklddd se, Ze pravd@podobnost vyrobeni dobrého vyrobku zavisi (pfi

Tabulka 3.

stav na konci obdobi:

z=1 , 1 2 3 z=2 1 2 3
1 1 _ - 1 0,4 0,5 01 |
stav na konci ‘
piedchoziho 2 0,3 0,7 - 2 0,2 0,7 0,1
obdobi:
3 0,1 0,8 0,1 3 — 0,9 0,1
|
Tabulka 4.
P12 | 3 ‘ 1| o2 | 3
~ i B .
‘ 1 50 - - ‘ 1 40 90 | 120 |
| 2 55 120 - | 2 45 110 | 125
‘ 3 60 125 | 150 ’ 3 - 115 | 135
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dostate¢ng dobrém pfiblizeni skute€nosti) pouze na poétu vadnych vyrobki (zmetkh), které
stroj od posledniho sefizeni ji% vyrobil. Necht p,, k = 0, 1, 2, ..., znagi tuto pravdépodobnost
v zavislosti na pottu zmetki k£ a nechf plati pj, == py 44 = ... = 0 pro né&jaké &islo 4. Oba dva
stroje dokon&uji vyrobky soucasné. Doba préace na vyrobku budiz d. Pii sefizeni se musi cely
blok zastaviti na dobu 4. Dobry vyrobek predstavuje piijem velikosti o, zmetek néklad velikosti g.
Naklad na sefizeni jednoho stroje budiz y. Nasim cilem je nalézt optimalni plan sefizovani
stroji.

Zformulujeme lohu v pojmech Markovovych Fetézch. Stav bloku je urden dvojici &isel (J, m),
kde [ resp. m je podet zmetkd vyrobenych od posledniho sefizeni strojem 1 resp. 2, bylo-li téchto
zmetkd méné nez 4. Jinak je [ resp. m rovno &. Stav bloku sledujeme vzdy v okamZiku dokon&eni
vyrobkd nebo, je-li blok sefizovin, v okamziku dokon&eni sefizeni. Casovy parametr Yetdzce
udava tedy pocet dokoncenych dvojic vyrobki, zvétSeny o pocet sefizeni bloku od pocatku.

Pri kazdém kroku mame k dispozici tato &tyfi rozhodnuti: 1. Sefidit stroj 1. 2. Se¥idit stroj 2.
3. Sefidit oba stroje. 4. Nechat blok v provozu. Pravdépodobnosti pfechodu p(i, j; z) ze stavu ¢
do stavu j pfi jednotlivych rozhodnutich (z — pofadové &islo rozhodnuti) a vynesy c(i,J; z)
vyplyvajici z téchto prechodil, jsou uvedeny v tabulce 5. Pfechody v tabulce neuvaZované maji
pravdépodobnost 0.

Rizeny Markoviv fetézec, jehoZ stavy jsou oznadeny celymi &isly {L,2,..,r} =1,
je definovdn soustavou

(1 (i j: 2)

[5=1, zed ={1,2,..,s},

Tabulka 5.
pl,J; )
i=(l,m)
z 1 2 3 4
i ©,m | (0 0, 0) (1, m) 4+ 1,m | ,m+1) (-1, m+ 1)
pGia) | 1 ; 1 U pibm ’ A= p)pu| Pl = p,) | (1=p)(—p,)

Je-li m= h(I=h) klademe m + 1 = h (I 4+ t = h).

(i, j; 2) :

z 1 2 3 4
|
J ©,m | GO | 0,0 | Gm | U+ 1Lm | (Lm+1) ) U+ 1,m+1)
I+ h+m —7 -7 ~2y 20 a«—f a—f ’ —28
I=h#%m -y -y -2y |a—48 — —28 -
l+h=m —~7 —y —2y o~ f —28 - -
l=h=m -y —y —2y —2B —_ ‘ —_ —
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matic pravdépodobnosti pfechodu, zdvisejicich na parametru ¥izeni z a soustavou
vynosovych matic

©) lelo.js Nigms s 2 = (1.2, s).

p(i, j; z) je pravd8podobnost pfechodu ze stavu i do stavu j za podminky, Ze parametr
fizeni nabyl hodnoty z. c(i, j; z) je v¥nos, plynouci z takového pfechodu.

Rizenim Fetézce rozumime posloupnost

@ = {z,(jos - Ju)» n=0,1,...}

funkei na I"*! =T x ... x I s hodnotami v J. z,(jo, ..., j,) uddvd hodnotu para-
metru fizeni, kterou volime po n-tém kroku‘za podminky, Ze v prvnich n krocich
fetdzec proSel posloupnosti stavil jo, jis «-o jur Rizeni w se nazyvd markovskym,
kdyZ z,(jo, j1» -++» Ju) ZAVisi pouze ma j, ti. @ = {z,(j), n = 0, 1, ...}. Markovské
fizeni w se nazyvd homogennim, kdyZ z,(j,) = z(j,) pron = 0,1, 2, ... Homogenni
markovské Fizeni je jednozna&ng urgeno funkei z(j). Budeme proto psdt w ~ z(j).
Pii zvoleném fizeni @ a po&dtednim stavu j e I soustava (1) soudasng se vztahem
(3) P(X,,+1 :j"+1|X0=j,X1=j1,...,X,,=j,. =
= P(jn, Jnt1s Z,.(j,jl, ---’j,;))
ur8uji rozloZeni pravdépodobnosti posloupnosti {X", n=20,1, } ndhodnych veli-
&in. Stfedni hodnotu vzhledem k tomuto rozloZeni budeme oznadovati symbolem
E7. Je-li 0 markovské fizeni, tvofi {X,,, n=201, } Markoviv Fetézec s pravdé-
podobnostmi pfechodu p(i, j; z,(i)), jak plyne srovndnim (3) a (1§2).
Celkovy vynos z posloupnosti {X,,n = 0,1,...} do doby N je roven
N
Zlc(Xnﬂa X zn—l(XOa EEPH Xn~1)) .

P¥i hleddni optimadlniho fizeni se snaZime maximalizovat vhodng definovany o&ekd-
vany (pramérny) vynos z posloupnosti {X,, n =0, 1,...}. Vcelku lze uvésti &ty
zdkladni zpiisoby definice ogekdvaného vynosu.

1. Odekdvany vynos do predem zvolené doby. Je ddna pevnd doba N. Celkovy
ocekdvany vynos do této doby je

. N
(4) E?ZC(Xn—an; Zn‘l(X()’“'aXn—'l))'

n=1

2. Ocekdvany diskontovany vynos. Pro zvolené &islo 8, 0 < f < 1, tzv. diskontni
faktor, oekdvanym diskontovanym vynosem se rozumi stfedni hodnota

E Z‘ﬂ""‘C(X,.—l, X Zn-1{Xos s Xp1)) +
=
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3. Odekdvany vynos do dosaZeni zvolené mnoZiny je definovdn vyrazem (4), kde N
zna&i nyni dobu prvniho dosaZeni zvolené mnoZiny stavii I, (popt. zvoleného stavu),
tj.

N=inf{n:X,elo}.

4. Primérny vynos na jednotku casu je definovdn jako limita
N

NN (X, g, X Z0-1(Xos -os Xum1))
N-w w=1

za predpokladu, Ze tato s pravdépodobnosti 1 existuje a je rovna konstanté. V obec-
ném piipad€ hleddme Fizeni, které maximalizuje

N
EPliminfN™' Y o(X,_ g, X3 20— 1(Xq o, Xusy) ).
N-o n=1

Otdzkdm nachdzeni optimédlniho Fizeni pfi riiznych definicich vynosu jsou vénovdny
dal3i odstavce.

6. OCEKAVANY VYNOS DO PREDEM ZVOLENE DOBY

Rizeny Markovily fetzec budiZ definovdn soustavami matic (1§3), (2§5).
Zavedme o¢zkdvany vynos z jednoho pfechodu

(1) ¥{Jj, z)=k2p(j, k; z) c(j, k; z) .

BudiZ ddle {X,, n = 0, 1, ...} ndhodovd posloupnost, odpovidajici ¥izeni w. Ozna&-
me

N
UN(jor verdus ®) = En{ Y e(Xuots X3 Zaet) | Xy = s vs Xy = i}

n=m+1

Z (3§5) plyne

(2) “:—1(jo’ ceosJm-15 a’) = E;)O{C(Xm—me; Zm—l) I X i=jpuXpyo = jm—l} +

N
+ E;Dn{ Z C(Xn—anZ Zn—l)IXI =i Xy =jm~1} =

n=m+1
= (n-1> Zu- 100 s Jm=1) )+ zk:p(jm—-lv ks 2 1(Jos - os Jmm1)) s <o Ju—15 K3 )
Z tohoto rekurentniho vztahu pro un(jo, ..., j,.; @) budeme vychdzet p¥i uréovdni

maximdlniho vynosu a optimdlniho Fzeni.
PoloZme

ay-1(j) = max1(j, z) .
z
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Ztejmé to nejlepsi, co Ize v poslednim kroku udglat je zvolit tu hodnotu parametru
fizeni, kterd maximalizuje ogekdvany zisk na jeden krok. Plati proto

(3) Uy~ 1(oo e 13 @)= 1Uin— 15 Zx-1jor - erdn=1)) < TN-1(in=1) -

Definujme postupn& prom = N— L, N — 2,..., 1
@ iy -1(j) = max [r(j, z) + ;p(j, kyzyaj(k)], jel.
z

S pouzitim (2) ovéfime indukci, %2 plati (pro libovolné w)

(5 UG «oos s @) S G(Jm)
pro m=N—1,N—2,..,0 a viechna jo, ..., j,- Pro m = N — 1 je (5) totozné
s (3). Plati-li (5), mtizeme psdt

1o s =13 @) £ (=12 Zn=1j> +os Jm-1)) +
Sl 2 o er) 0406) S
< 0 (102 + S0 52 B30 = s
Stejné pokradujeme ddle aZ dostaneme nerovnost
up(j; ) < dy(j) pro jel.
To znamend, Ze (/) je maximum odekdvaného vynosu.

Ze vztahu (4) obdrzime také optimalni fizeni. Budiz 2,,_,(j) ta hodnota parametru
fizeni, pro niZ vyraz v hranaté zdvorce ve (4) nabyvd maxima, tj.

[ 2 () + 20U ks 2-1(0) ()] = max [ 2) + Tp(i ks =) k)] -

Potom, jak se snadno vidi, & = {2,(j),n = 0,...,N — 1} je optimdlni fizeni, tj.
up(j; @) = @5(j) pro j e I. Je to markovské Fizeni.

Vztah (4) je jednim z piikladt Bellmanovy rovnice, kterd je zdkladem dynamic-
kého programovdni. Md tento ndzorny smysl: Vyraz v hranaté zdvorce je stfedni
hodnota vynosu z m-tého pfechodu a ze zbyvajicich N — m piechodli za téchto
podminek: 1. X, _; = j. 2. P m-tém piechodu volime parametr fizeni roven z.
3. V poslednich N — m krocich docilime optimdlniho vynosu. Odtud je patrné, Ze
k dosazzni maximdlniho ogekdvaného vynosu v poslednich N — m + 1 krocich je
tfeba v ase m — 1 voliti parametr. fizeni tak, aby vyraz v hranaté zdvorce ve (4) byl
co nejvatsi.

Piiklad 2a. Za pfedpokladi uvedenych v pfikladu 2 stanovime zpisob tdrzby, ktery maxi-
malizuje oekdvany vynos za 5 obdobi. Postupujeme tak, Ze pro m = 5, 4, 3,2, 1 napogitavime
veliciny

4,2+ 2 el ks 2) HGN



Vysledek je uveden v. tabulce 6, kde hodnoty optimdiniho ofekdvaného vynosu z’l,f,_l(j) jsou
vyti§tény polotugné.

Z tabulky 6 vyplyvé, Je optimalni Fizeni je @ = {Z,(j), n=0,1,2,3, 4}, kde 7,(1) =2,
2,(2) =2, 2,3) = 1pron=0,1,2,3; 2,(1) = 2, £,02) = 1, £,(3) = 1.

Tabulka 6.
T~ i \
~ |
i ! m ~—_ 1 \ 2 3
T T i
Lo i 50,00 l 100,50 121,00
| 5 |
| 2 73,00 98,50 117,00
| i S S _
} 1 : 123,00 192,55 220,80
| 4
P2 ‘ 164,55 195,55 219,55
| o —
1 ‘ 214,55 286,75 315,98
|3 r
Loz 258,68 s 296,38 315,08
| >
1 308,68 381,37 410,77
i 2
o2 353,26 385,10 409,94
o 403,26 476,04 505,48
| 1
2 447,93 479,79 504,66

7. OCEKAVANY DISKONTOVANY VYNOS

BudiZ @ = {z(jo). z,(jo» j1), ...} Hizeni fetdzce definovaného soustavami (1§ 5),
(2§5) a {X,,n=0,1,...} budiZ odpovidajici ndéhodovd posloupnost. O&ckdvany
diskontovany vynos, pfifazeny tomuto Fizeni, oznaéme

U(j; w) = l’(f: B CU) = E;’ Z ﬁnﬂc(xn—p X 211—1) .
n=1

Symbol t;(j, B co) budeme uZivat, bude-li tfeba zdvislost na diskontnim faktoru f,
0 < f < 1, zvld§té vyznadit.
Nechf fizeni ™, ke, jsou odvozena z fizeni w posunutim o jeden krok do stavu k, tj.

o® = {Zl(ksjo)a 32(]<,J'0~J.1), } -
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0.1 igga
Z definice fizeného Yetdzce a diskontovaného vynosu plyne bezprostiedn& vztah
® o(j @) = 17, zo(0)) + B Tp(is ks 2o(1) o(is o), el
{j, z) je definovdno v (1§ 6).

Zavedme maximalni oekdvany diskontovany vynos

8(j) = max o(j; w), jel.

Rizeni & se nazyva optimdlnim, plati-li
o(j; @) = 8(j), jel.

DokdZeme tuto vétu:

Véta 1. Maximdlni vnos 8(j) je jedinym FeSenim rovnice
©) 20) = max [r(j, 2) + p Xp() ks 2) o(K)] . el
Je-li 2(j) hodnota parametru Fizeni, pro niZ vyraz v hranaté zdvorce ve (2) nabjvd

maximdlni hodnoty, potom & ~ 2(j) je optimdlni (homogenni markovské) Fizent.

Pozndmka 1. PFisrovnani Bellmanovy rovnice (2) s rovnici (4 § 6) vynika rozdil mezi optimali-
za¢ni vlohou § 6 a nyn&jsi ulohou, ve které po jednom kroku fetézce stojime pfed stejnym problé-
mem maximalizace diskontovaného vynosu jako na potatku.

Ditkaz véty 1. Optimdlni Fizeni lze sestrojiti diagondlnim postupem. BudiZ
?) o* = {zb(jo), (o ii)--}» k=12,
posloupnost fizeni takovd, Ze
lim o(j; 0*) = 8(j), jel.
k=0

Jeliko zobrazeni I do J je koneéné mnono, existuje Z,(jo) tak, Ze v posloupnosti
(3) Zo(jo) = zb(ji,) pro nekonetnd mnoho k. Vyberme z (3) podposloupnost

@) o = CA(0) i)} k= L2 _
ve které °zb(jo) = Z4(jo) pro k = 1,2, ... Existuje ddle Z,(jo, j1) tak, Ze Z,(jo, J1) =
= °Z{(jo» j1) pro nekonedng mnoho k. Lze tedy ze (4) vybrat podposloupnost

tof = {124(jo) *25(jos ju)s -}, k=120,
vekteré 'z4(jq, j,) = #,(jo, j1) Pro k = 1, 2, ... Timto postupem ziskdme pro kazdé m

podposloupnost
Mgk = {'"7-”5(!'0)1 mzt{(/od}): vy, k=12,
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spliujici .
"20(Jo) = Zoljo)» "Fi(j0r 1) = 2iJor i) s oo "enlios o i) =
= 7,(jo, .4.,j,,,) pro k=12,...
Ukdzeme, 7e & = {Z,(jo. ... juh 1 = 0, 1, ...} je optimélni fizeni. Oznadme
¢ = max [c(i, j; z)| -
Plati ;
) s ) = o "N = | 3 B Bl Xamr X Fam) =
— ET* (X, X "2ho )| S 2878 (1 - B).

Odtud limitnim pfechodem pro k —

lo(js &) — ()] < 28"+ e/(L ~ )
a déle pro m —»
v(j; @) = 8(j) pro jel.
Z (1) vyplyvd

(6) 8(j) = o(j; @) = (J, 2,(})) + B pj: ks 2o(7) wlks o) <
r{J, Zo(J)) + ﬂg p(J, ks Zo(J)) 0(k) =

< max[r(j,2) + B3 p0j ki 2) 8K)], el

A

Budiz 2(j) funkce definovand ve zn&ni véty. UtvoFme Fizeni &g = {8(jo), Zo(j1)s

£,(j1sja)s - -} Potom dle definice &, a dle (1)
™ 8)) 2 oz @) = r(J. 2(0) + BY Pl ks 2(7)) ok 557) =
=i 20)) + B X ol ks 2(7)) (k) =

= max[r(j. =) + B ¥ pljs ks 2) B(K)]. jel.

Ze (6) a (7) plyne (2) a také
o(j; @) = 8(j) pro jel.
Obdobné se zjisti, e pro Hzeni &, = {2(jo), 2(j1)> Zo(j)s Z1(jzs Js), -} Plati
v(j; rI),) = ﬁ(j) , jeI,

a obecné pro @, = {2(jo)s -+ 2(jm)s Zo(jms 1)s 21t 12 Jms2)s ---}

v(j; Om) = 8(j), Jjel.

25



PouZitim odhadu analogického (5) ov&fime, Ze je
o(j; @) =iif;ﬁ(j 3@.) = 8(j) pro Jjel.
Vidime, 7e & ~ 2(j) je optimalni ¥izeni.
Zbyvd dokdzat jednoznaénost rovnice (2) Nechf plati
() = max [, 2) + ﬂ; p(j, ks 2) 6(k)], jel.
Potom
() 2 1 20) + BT ks 20) ).
Odedteme-li od této nerovnosti vztah
0(j) = (i 2(7)) + B Y. pU. ks 2(7) 0(k)
dostdvdame
o) = 20) 2 BY p(J. ks 20)) (k) - o(k) 2
2 pmin[a() - o(6)]. jel.
Odtud plyne
®) min [5(7) = 001 2 B min [50) = 0(6)].
Vzhledem k tomu, Ze je § < 1, mizZe (8) platit pouze tehdy, je-li
win i) = )] 20, 4. )2 o). jel.
Stejné lze oviem dokdzat (/) = 8(j), j € I, odkud 5(j) = #(j) projel. [

Pozndmka 2. TimtéZz zplsobem, jako byla dokazina jednoznaCnost rovnice (2) ve vét& 1,
Ize ukdzat, Ze pfi w ~ z(j) soustava rovnic

o(j; @) = r(j, 2())) + B L pli ks 2 vk @), FET,
%
Jjednoznaéné uréuje v(j; ).
K feseni rovnice (2) a k nalezeni optimdlniho Fizeni se uZivd Howardova iteraéniho
postupu: Vychdzi se z libovolného Fizeni °® ~ z°(j) a urduje se postupnd o' ~ z'(j),

w? ~ 22(j), ..., @" ~ 2'(j), ... Na zdklad& z'(j) se definuje z"*'(j) takto: Ze systému
rovnic

©) o(Js ") = r(j, 2(j)) + /ﬁ’; p(J. ks 2(j)) v(k; "), jel,
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se stanovi vynos odpovidajici fizeni w" ~ z(j). z""!(j) se klade rovnym hodnotd
parametru z, pro kterou vyraz

(10) w(j:2) + BT pjs ks 2) olk; )

nabyvd maxima. Plati tedy

(11) o(izer) = G2 0) + B pl(7: ks (7)) olks o),
(12) o(is @) = (i ) + BL pU s 2H(7) ol 7).
odkud

v(js @) — o(j; 0" 1) < ﬂ; p(j, k; 271 () (o(k; ) — ofk; 1)) <
< fmax [v(k; w") — ofk; w"“)] ,
neboli
max [o(j; ") ~ v(j; 0" " )] £ p max [o(k; ") — v(k; @"* )] .

Posledni nerovnost méZe byt pfi 0 < f < 1 spinéna jen tehdy, kdyZ o(j; 0"*') =
2 o(j; ") pro jel.

v(j; ") neklesd, roste-li n. JelikoZ mnoZina homogennich markovskych fizeni
je konecnd, plati pro n&jaké n rovnost v(j: @") = v(j; @"*") pro jeI. Z (12) potom
plyne

@) = o 2780 + B L p(ksz () wlks ) =
= max [r(j, z) + ﬂzk: p(j, ks z) o(k; @™)], jel.

Tedy o(j; w") vyhovuje rovnici (2) a w" je optimdlni fizeni.

Piiklad 2b. Za podminek pfikladu 2 uréime zplsob udrzby, ktery maximalizuje olekdvany
diskontovany vynos pfi diskontnim faktoru § = 0,95. Z tabulek 3, 4 vypo&teme r(j, z):

[
| 3
|
f |
G D) 50 100,5 2t |
o 1 S S
5,2 73 i 98,5 17 J
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Volme z%(/) = 1. Soustava rovnic (9) je potom
0,0500(1; ) = 50
—0,2850(1; ©°) + 0,3350(2; ©°) 100,5
—0,0950(1; %) —~ 0,7600(2; ©%) + 0,9050(3; ©0®) = 121 .

i

Regenim dostivime

v(1; %) = 1000,0; v(2; 0°) = 1150,7; v(3; ©°) = 1205,0.

Veli¢ina (10) nabyva pro n = 0 téchto hodnot:

L ; T T
~ 1 2 | 3
~z \\ ‘ |
1 1000,0 ‘} 1150,7 1205,0
2 1114,1 ‘ 1168,2 1215,4

Odtud vyplyva, Ze je tieba volit z!(j) = 2. Potom soustava (9) je
0,6200(1; ') — 0,4750(2; @") — 0,0950(3; ') = 73
—0,190u(1; w!) 4 0,3350(2; ®') — 0,0950(3; w') = 98,5
- 0,8550(2; »') + 0,9050(3; ') = 117.

Regeni soustavy je

o(l; wl) = 1865,4; o(2; ') = 1896,9; u(3; 0!) = 1921,4.

Dale ur€ime hodnoty veli¢iny (10) pro n = 1:

~__ 7 1 I 2 3

z T |
1 | 1822 ‘ 1893,6 1922,4
2 1865,4 1897,0 1921,4

Klademe tedy z3(1) = 2, z2(2) = 2, z2(3) = 1.

Plati
0,6200(1; ?) — 0,4750(2; ®2) — 0,0950(3; w?) = 73
—0,1900(1; »2) + 0,3350(2; %) — 0,0950(3; @?) = 98,5
—0,095u(1; @?) — 0,7600(2; %) + 0,9050(3; %) = 121 .
Odtud

o(1; %) = 1867,3; (2 0?) = 1898,8; o(3; w?) = 1924,3.
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Z tabulky veliéin (10) pro n = 2:

ol ]
1824,0 1895,4 1924,3
2 1867,3 1898,8 1923,3

vyplyva, Ze w? ~ zz(j) maximalizuje ofekdvany diskontovany vynos.

Cheeme-li ke dvéma fizenim w ~ z(j), o' ~ z'(j) sestrojit Fizeni " ~ z'(j),
které je stejnomérng (tj. pro viechny poddtedni polohy) lepsi, miiZeme pouZiti Eatono-
vu-Zadehovu metodu. Klademe

2"(i) = z(i) proi, prond o(i; ®) = o(i; @),
2"(i) = 2'(i) pro i, pron&z u(i; ®) < v(i; @)
Potom plati
(13) o(j; @) Z max {o(j; w), o(j; @)}, jel.

Abychom se o tom presvédiili, oznatme #(j) = max {v(}; w), v(j; @)} a zvolme
i el. Budiz napt. z'(i) = z(i). Potom

‘ (i) = v(i; @) = r(i, z(i)) + ﬁ; p(i, k; z(i)) v(k; 0) <
< (i, 2’(i)) + B ‘é p(i, k; 2" (D)) #(k) .
Dile
w(i; ")y = (i, 2"()) + B ; pi, ks 2"(D)) v(k; ") .

Odtud zptisobem pouZitym na (11), (12) usoudime, Ze je v(i; ") = i(i) pro iel.
CimZ je (13) dokdzdno.

8. OCEKAVANY VYNOS DO DOSAZENI ZVOLENE MNOZINY

Nestochastickou tilohou dosaZeni zvoleného stavu jsme se zabyvali v odstavci 4.
Jednalo se o specidlni p¥ipad Ffizeného Fetézce, kdy v soustavé (1§5) p(i, z: z) = 1,
p(i,j;2) =0ptij+ z;proiel, zeJ = {1,2,...,r}.

Zvolme (neprdzdnou) mno¥inu I, stavh Hzeného fetdzce, definovaného soustavami
(1§5), (2§5). Budiz {X,, n = 0,1, ...} jeho trajektorie a

N =inf {n:X,el,}
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doba prvého dosaZeni mnoZiny I,. Rizeni w nazveme piipustnym, je-li ESN < oo
pro viechna j e l. Je-li © = {z,(jo, ..., jn), n = 0, 1, ...} piipustnym fizenim, potom
otekdvany vynos do dosaZeni mnoZiny I,

N
u(j; ) = EY Zlc(X,,,l,Xn; Z,-1), JEI,

mé smysl.

Véta 1. Je-li kazdé homogenni markovské Fizeni pFipustnym, je kaZdé Fizeni
pripustnym.

Dukaz. Pro jednoduchost ozna&eni budeme ptedpoklddat, Ze I, je tvofeno jedi-
nym stavem 1. Budiz {X,, n = 0, 1, ...} trajektorie, kterd vznikne z {X,, n = 0,1, ...}
zastavenim soustavy ve stavu 1 jako pfi dukazu véty 4§ 2. Systém pfechodovych
matic odpovidajici zastaveni soustavy ve stavu 1 je

186, js Dlfyer = [ 1, 0, o 0
p(2,152), p(2,2;2), ..., p(2, 75 2)
p(r,1;2), p(r,2;2), ..., p(r,152) |, zeld.
Didle zavedme vynosovou matici

&6 Nryor = (0.0, .0 0
1, 1, .

Predpoklddejme, Ze vechna homogenni markovskd Fizeni jsou p¥ipustnd a oznaCme
1 E = max {ESN : © homogenni markovské fizeni, jel}.

BudiZ w libovolné fizeni. Ziejmé& plati

E;"f HX,-1. X)) = ESN.

n=1
Zavedme diskontovany vynos to-
@ - . 1—pF
W), fy0) = E7 Y Bt {X,- 1, X)) = E -
n=1 _

Z vEty 1§ 7 vyplyvd, Ze existuje homogenni markovské fizeni w, tak, Ze plati
8(j, B ) < %(j, B wp), Jel,
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a tedy

1 — pN _pN
E? b §E”fﬁ1 b SEPN<E,
L-p = 7 1-p
odkud
1 — N
)] E;’N=1imE;"1——§E<oo. ]
£-1 -

Z véty 1 a véty 4§ 2 vyplyvd tento dtsledek: Tvo¥i-li I pfi kazdém homogennim
markovském Fizeni @ ~ z(j) izolovanou tfidu rekurentnich stavii (vzhledem k pte-
chodové matici Hp(i,j; z(i))“',f,j= 1), potom jsou viechna izeni pfipustnd. S pouZitim
v&t 3§2 a4 §2lze také snadno dokdzat, Ze vSechna Fizeni jsou p¥ipustnd prdvé kdyz
pro kaZdé homogenni markovské Fizeni w ~ z(j) plati: J, obsahuje aspoii jeden stav
z kazdé izolované tfidy rekurentnich stavii vzhledem k pfechodové matici

o0, 5 2ED5.5=1 -

Metody maximalizace u(j; w) jsou obdobné metoddm pfedchoziho odstavee
a nebudeme se o nich podrobng §ifit. Lze je odvodit z vysledki § 7 limitnim p¥echo-
dem g - 1, kterého bylo pouZito p¥i diikazu véty 1. Zejména plati: Necht viechna

fizeni jsou piipustnd pro I,, potom maximdlni vynos
a(j) = max u(j; ), jel —1I,, ‘ .
®
splituje Bellmanovu rovnici
) i) = max[r(j:2) + ¥ pli. ks 2) k], Jel~1o.
Uvedme jeSté piiklad.

Priklad 4. Strategie hrdce. Hral majici k stokorun hraje hazardni hru s protivnikem, ktery je
vzdy ochoten ke hie. S pravdépodobnosti p ziskda hrad vyhru, rovnou vsazené &astce, s pravdeé-
podobnosti g vsazenou &astku prohraje. Rozhodl se skonéit hru, kdyZz vyhraje r — k stokorun,
nebude-li dfive ruinovan. Chee hrati tak, aby pravdépodobnost dosaZeni kapitalu r stokorun byla
co nejvétsi. Jeho strategie @ ~ z(j) udava velikost sdzky v zdvislosti na poctu stokorun j, které
ma v pribéhu hry k dispozici.

Uka?me nejprve, 7¢ v piipad® p= g = 4 jsou viechny strategic rovnocenné. BudiZ u(;)
pravdépodobnost dosaZeni kapitdlu r za pfedpokladu, Ze vychozi kapital hrace byl j a Ze sazi
pokazdé jednu stokorunu, pokud nedosahl kapitdlu r. Z¥ejmé plati

uPN=HuG—D+uG+ D, j=2,...,r—2,

w(l) = u(2), ur— D=1+ Jutr—2).
Odtud

@ w(iy=jfr, j=1,..,r—1.
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Polozme u(0) == 0, u(r) = u(r + 1) = ... = 1. Potom podminku (3) maximalnosti #(/) lze psati

) u(j) = max J(u(j—2)+uG+2), j=1,..,r—1,
0<z<j

kde z znadi velikost sdzky. Z (4) vyplyva, Ze (5) je spin&no, a také, Ze plati

(6) HuG — 2)) + u( + 20N = max 3@ — D+ u(+2), j=1..,r—1,
0<zgj

kdykoliv Z(j) < min {j,r Aj}. Rovnice (6) charakterizuje optimalni fizeni, takZe skuteiné
vSechny strategie, pfi nichZ sazka nepfekraduje r — j, jsou rovnocenné.
Volme nyni = 6 a budiz 0 < p < ¢q. DokaZeme, ¥¢ © ~ #(j) je optimilni strategii pravé
kdyz
) = min {j,r —j}, #3)H=3.

Stanovme nejprve pravdépodobnost #(j) dosaZeni kapitdlu r pii strategii @~ Z(5), definované
tabulkou: .

7 l 1 l 2 l 3 4 ' 5
I - S ! !
ES) i 1 ‘ 2 ‘ 3] 2 ‘ 1 ‘
u(j) spliiuje rovnice
(@) wW0) =0, u(l)=pu), w2)=pu@), u@)=p,
WAy =p-+qu@2), WSH=p+qud), WU)=uN=..=1.
Regenim (7) dostdvame:
WO0) l 1) w2 @3) 1 O “(6)
— ‘ ——
X ; 1 |
14 P P pq
0 - P P —— 1
| 1—pg 1—pgq L—ra | 1—pgq l’

Bezprostfednim vypoltem se pak ovéfi, Ze plati
a(j) = max [qu(j -2+ pu(j+ 21, j=1,..,5.
0<zxj

PFitom rovnost
u(j)=qu(j = 2) + pu(j+ z)

plati pfi j & 3 pro z £ min {j, » — j}. Déle pro z= 1,2
. : 1—g_
qu(3 — )+ pu3+ 2) = ———uU(3) < u3),
1—pq

takze strategie w ~ z(j), pro které z(3) = 1 nebo z(3) == 2 nejsou optimdalni.
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9. PRUMERNY VYNOS ZE RETEZCE S JEDINOU IZOLOVANOU TRIDOU
REKURENTNICH STAVU

V tomto odstavci budeme ptedpoklddat, Ze soustava prechodovych matic (1§ 5)
tizeného fetézce spliiuje ndsledujici podminku: Oznaéme

Pi; = min p(i, j; 2), i, jel,
a budiz ]
P={pylis-1. P =530

Existuji jo €1, d > 0 a celé kladné v tak, Ze

1) PN zd pro iel.

Tato podminka md za ndsledek, Ze pro kazdé homogenni markovské fizeni w ~ z(j)
prechodova matice

@ 160, js 2(D)%,5=1
spliluje pfedpoklady véty 1§2.
Mgjme ddnu déle soustavu vynosnych matic (2§ 5) a oznadme opétnd {X,, n =

=0,1,...} trajektorii Fizeného fetdzce. Prim&rnym vynosem na jednotku Sasu
se rozumi limita

. . N
(3) M NS f(Xoo1s X zoos(Xor o Xn-1))
N- o n=1

pokud existuje s pravd&podobnosti 1. Ve v&t& 1 bude dokdzdno, Ze limita (3) existuje,
je-li Fizeni homogenni markovské. Abychom mohli brdt v \ivahu i ta fizeni, pro néz
pramérny vynos neexistuje, nahradime (3) ve v&t& 2 veliinou

N
liminf N7 Y (X, - 10 X5 2 f(Xos s X)) -
Novoo n=1

Véta 1. K libovolnému homogennimu markovskému Fizeni w ~ z(j) existuje
konstanta O(w) tak, Ze

N
4) O(w) =lm Ny oX,-q, X, 2(X,-1))
N—= o a=1
skoru vsude vzhledem k P7, j el.
Dukaz véty 1 je obdobny diikazu véty 5§2. Z (1) vyplyvd, Ze j, patti do jediné
izolované t¥idy rekurentnich stavii vzhledem k matici (2). Do této izolované tfidy
fetézec {X,,n =0,1,...} s pravdpodobnosti 1 piejde ze stavl tranzientnich,
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existuji-li takové stavy (viz téZ vétu 3 § 2). BudiZ N, k = 1, 2, ... doba k-tého pie-
chodu fet&zce do stavu j,. Dle (11 § 2)

Nivt

Y oKt Xy AXan))s P=1,2,.,
N

n=N;+1

tvofi posloupnost nezdvislych stejné rozloZenych ndhodnych veli¢in s konednou -
stfedni hodnotou jak plyne z véty 4 § 2. Ze silného zdkona velkych &isel tedy dostd-
vame
Ni
(%) m N Y e(Xyo g, X 2(X0-y)) =
1

k- n=

Nt
= Tim (NGB Y (X X 2(Xo ) +
k—co n=1 y
k=1 Nisy
U ITC AN S 1

Ny

= E%, Zlc(X"“’X"; 2(X,-)[EZN, = 6(w)
s pravdépodobnosti 1. Z (5) neni obtizné nahlédnout, Ze plati (4). (]
Prim&rny vynos odpovidajici homogennimu markovskému fizeni w budeme

v tomto odstavci ztotoZfiovat s konstantou @(w) definovanou ve véts 1.

Pomocna véta 1. BudiZ a,, n = 1,2, ..., ohranicend posloupnost Cisel a budiZ

N
liminfN™*Y a, = 4.
k=1

. N-ow

Potom je

(6) liminf(l — B)Y " ta, 2 A.
B1- n=1

=

Ditkaz. Zvolme libovolné ¢ > 0 a oznaéme S, = Y. a,. Existuje n, tak, Ze je
k=1

' S,z(A—¢gn pro n

I\

g .

Potom plati pro 0 < f < 1
(U =DE e = (1= D FHS = S =
=(1- ﬁ)nzil(ﬁ”“ )8,z (1~ ﬁ)"i(ﬁ"“ — ) (S, — nd + ne) +
F = PRS0
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Posledni vyraz je roven A — ¢ a pfedposledni konverguje k nule pro g — 1. Vidime
tedy, Ze je

liminf(1 — )Y p" " 'a, 2 A~ ¢.

po1- n=1

JelikoZ & bylo libovolné, plyne odtud (6). [J

Dusledek. Existuje-li
N
(7 ImN~'Y a, =4,

Now k=1
potom je
lim (1= B)Y pta, = 4.
p1- n=1
Abychom to dokdzali, je tfeba nahlédnout, Ze za predpokladu (7) je také
0
limsup(1 — B)Y. pta, < 4.
p1— n=1

Miizeme postupovat bud obdobn& jako pti dikazu (6), anebo pouZit pomocnou

vétu 1 na posloupnost —a,, n =1,2,....
V ndsledujici vété se, strucn& fedeno, tvrdi, Ze lze nalézt optimdlni homogenni

markovské fizeni.

Véta 2. Existuje homogenni markovské Fizeni & ~ z‘(j) tak, Ze pro libovolné

Fizeni
o = {z,(jo, .., Ju} n =0,1,...}
plati
N
(8) O(®) 2 iminf N™' Y o(X,—1, X,5 2, )
N-w n=1

skoro vsude vzhledem P}, jel.
Ditkaz: Ndhodnou velidinu na pravé strang (8) oznaéme ¢(w). V ditkaze budeme
pouZivat ofekdvany diskontovany vynos

W B ) = B T 97 olXymns Xai o),
kde @ = {Z,(jo, ..., ju)» n = 0, 1,...} znadi libovolné Fizeni Fetézce. Budiz
(j, B) = max o(j, B; @), jel.
@
Dle véty 1§ 7 existuje homogenni markovské fizeni w, tak, Ze
8(j, B) = o(j, B; wp), Jel.
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JelikoZ zobrazeni I do J je kone¥n§ mnoho, Ize nalézt & ~ 2(j) tak, Ze & = wj,

pro vhodnou posloupnost 8,, m = 1,2, ..., B,, » 1. Tvrdime, Z¢ & je hledané
optimdlni fizeni.
Ze (4) plyne

N
o(0) = h!im N1 E? o(X,o 1o X3 2(X,-1))

2w n=1

a tedy, dle disledku k pomocné v&té 1,

0
(9) o) =lim (1 - B p"1ES (X, 1, X,3 2) =
p-1- n=1
= lim(t — B)EZY Bt (X, -y, X3 8) = lim (1 — B) (), B; &), Jjel.
B-1- n=1 g1~
Budiz w libovolné fizeni. DokdZeme nejprve, Ze nemtiize platit Ef p(w) > O().
PouZitim Fatouova lemmatu a pomocné véty 1 dostdvdme

N
(10) EY o(w) = ES Eminf N1 Y o(X,- 1, X, 2p-1) S
N-o n=1
N
S liminf NTE Y o X,- 1, Xp3 Zaq) S

Noow n=1
Sliminf(l = B) Y B  EY (X - 1. X3 Zpmy) =
B1- n=1
= liminf(1 — B)o(j, B; ») .
1=
Z (9), (10) vidime, Ze z ptedpokladu E ¢(w) > ©(d) vyplyvé
o(i, B: @) > o(j, B; ®)
pro f dostatetné blizkd 1. To je spor, nebof @ maximalizuje diskontovany vynos
pfi B, — 1.
Diikaz véty ukonéime nepfimo. Pfedpoklddejme, Ze je
PY(p(w) > 0(0)) > 0.
Sestrojime fizeni @' = {z}(jo, .., ju)» B =0, 1,...}, pro které musi platit
N B
11 EY o(w") = EY" liminf N7 Y, o(X, -1, Xy zh—y) > O(0) .
N-eo n=1
Nerovnost (11) je ve sporu s tim, co jsme pravé dokdzali.
Ziejmé
Ej{p(0) | ¢(w) > O(0)} > 6(6) .
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Lze tedy nalézt &islo m a mnoZinu A (m + 1)tic &sel z I, tj. A = 1 x .

.. % I tak,
Ze plati

(12) E?{p(0) | [Xo, -, Xn] € A} > O(0) .
Definujeme

20(Jo) = Zollo)s +-+s Zulos ++vs ) = ZulJos +--s i)
apro n>m
2jos o Ju) = 2o o) s K&¥Z Lo, .. jm] €4,
zJor - Ju) = 2(ji) » kdyz [Jo, ... jm] ¢ 4.
Z definice fizeni o’ vyplyvd, ze je
p(w) = p(w) kdykoliv [Xo..nX,leAd,
¢(0) = O(d) skoro viude na mnozing [Xo, ..., X,|¢ 4.
Odtud a z (12) snadno dostdvame E? ¢(w') > @), tedy nerovnost (11). O

Pozndmka. Poznamenejme, Ze z (10) vyplyvé nejen E;” olw) = O(®), ale také

N
Hminf NT1E? 3 e(X, 1, Xy 2, 1) < O@) .

N-w n=1

Z véty 2 vidime, Ze pfi maximalizaci primérného vynosu na jednotku dasu se mi-

Zeme omeziti na homogenni markovskd fizeni. Zvolme fizeni @ ~ z( j) a oznaCme
pro struénost

(13) Ip(is s 20i=s = Ipsliosmr = P P = [P lEsms s
i, 3 2]

Dle (1) matice P spliiuje podminky v8ty 1 §2. Zejména tedy existuji limitni pravd-
podobnosti ny, ..., 7. Déle je

Liet = leylliy=1-

N

O(w) =lmN"'Y EY o(X,_ 1, Xp; 2(X,-)) =
N-o 1

n=

N-w

N :
=limN~! };1 z ‘;P?;_I)Pakfik = z ;T‘:ipikcik .

@(co) predstavuje tedy oekdvany vynos z jednoho kroku ve staciondrnim stavu
fetézce.

Odvodime nyni soustavu rovnic k uréovdni 6(w). Plati
N N

B} L elXams Xos X)) = N O(0) = 3 T3
- il n= i

n=

- ‘“i) PuCix -
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Dile véty 1§ 2 konverguje nekoneénd fada

"i Zig(z#".»‘” — ) Puca = W; .
Neni obtizné ovéfit, Ze je
(14) Zk:p,kwk =w; — %pjkcjk + Zi:;n,»p,-qu =w, — 1(j; 2())) + O(w),
kde r(j, z) je definovdno vztahem (1 § 6). Vysledek vyslovime jako vétu.

Véta 3. O(w) je jediné ¢islo, k nému# lze nalézt wy, ..., w, tak, e plati
(15) w, + 8(w) = r(j, 2())) + ‘ép(j, ks Z(j)) we, jel.

Pfitom wy, ..., w, jsou urdeny jednoznacéné aZ na aditivni konstantu.

Dukaz. Vzhledem ke (14) je tieba dokdzat pouze jednoznadnost. Pfedpokld-
dejme, Ze @' a wi, ..., w; spliuji

wi + @' = r(j, 2(j)) + ;pjkw,:, jel.
Odectenim od (15) dostdvdme
(16) w; — w; + Ow) — 0" = ;pjk(wk - wy), jel.
BudiZ napt. ©(w) — ©' > 0. Potom (16) md za ndsledek
Wy — Wi < m;;x(w,t -w), Jjel,

co je spor. Obdobné se nahlédne, Ze nemiiZe byt @(w) — @' < 0. Tedy O(w) = O".
Midme proto
Wi — W= Zkl’jk(wk - w,:), jel,
odkud plyne
wy = wi =Y p(w, —w) pro jel, n=12,..
k
Limitni pfechod pro n — oo ddvd
w; — wj = ymfw, — w;) = const., jel. [
k
Zavedme nyni maximdlni vynos

© = max {@(w) : ® homogenni markovské fizeni} .
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Rizeni & nazveme optimélnim, je-li @ = ©(®). Maximdlni vynos je charakterizovan
vétou 4, v jejimZ dikaze bude také popsdna Howardova iteradni metoda nachdzeni @
a odpovidajiciho optimdlniho Fizeni.

Vita 4. O je jediné Cislo, k nému? lze nalézt Wy, ..., W, tak, Ze plati
(17) W, + 6 = max [r(j, z) + p(i, ks 2) W], Jel.
z k
Je-li 2(j) hodnota parametru Fizenf, pro kterou vjraz v hranaté zdvorce v (17)
je maximdlni, potom & ~ £(j) je optimdlni Fizeni.

Ditkaz: Nejprve pomoci Howardova iteralniho postupu dokdZeme existenci
fefeni rovnice (17). Zvolime libovolné w® ~ z°(j) a nachdzime postupng o' ~ z'(j),
@? ~ 2%(j), ..., 0" ~ 2'(j), ..., takto: Refime soustavu rovnic

(18) wi + O(w") = r(j, 2°(j)) + ;p(j, k(i) wy, Jjel.

Pritom klademe w’, = 0, kde j, spliuje (1). Za této podminky md (18) dle vity 3
jednozna&né Yefeni. z"*1(j) volime rovnym takové hodnotd z, pro niZ vyraz

(j, z) + Ek:p(j, k; z) wp

je maximadlni.

Plati potom
(19) wy + 0(w") < 1(js 2" (j)) + Lol ks 271(7)) wk

k
Wit + 0" Y) = r(j, ")) + ;p(j, ks 2" () witt .

Jako v diikaze pfedchozi véty se presvédime, ze nemiZe byt O(w") — O(w"* ) > 0.
Je tedy O(0°) £ O(0!) £ ... £ 0", ...

JelikoZ homogennich markovskych fizeni je konetné mnoho, existuje / tak, Ze
(') = B') = ...

Pro n = I dostdvame z (19)

QO W= e Bal k) (o - i) el
kde g; £ 0, j el. Ukdzeme, Ze z (20) plyne
(21) wrSwitt, jel.
Zavedme opétné zkrdcené oznadeni
IpCi, 35 2" @eser = Ipulliyer = Po P = [PEP]5sm1
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P vyhovuje vété 1§2. BudiZ I, izolovand tfida rekurentnich stavii, I’ mnoZina
tranzientnich stavii vzhledem k matici P. O limitnim rozloZeni n,, ..., m, plati z; > 0
proiel,, m; = 0proiel (viz téZ véty 3§2,5§2).

Vyndsobenim (20) 7}, se&tenim pro j € I a pouZitim vztahu m, = anpjk dostdvdme

2wy = with) = Yme, + Ymlwi — with).
J 7 K
Odtud vidime, Ze musi byt ¢; = 0 pro j e I,. MiZeme tedy z (20) psat
wr— Wit = ijk(wk —-witYy, jel,.

Z véty 3 pak vyplyvd, Ze w} — wj ! je rovno konstanté pro jel,. Dile Jjoel,
= wi'! = 0. Odkud
(22) ‘ wi=wi"! pro- jel,.
Z (20) a (22) vidime, Ze pro j € I' miZeme psét
W; - W;H = g; +k;pjk(wl‘ - Wk+l)
Odtud plyne

w; - w =g+ Zplkok + ZP(Z)(W - ZH

a ddle stejnym postupem

R ARG AR
:

m=0 kel”

Vzhledem k vét€ 3§2

(23) W) "“*Z Y P, <0 pro jel'.

m=0 kel
(23) spolu s (22) ddvd (21).
Z( 21) a z kone€nosti mnoZiny homogennich markovskych Fizeni vyplyva 7e lze
nalézt m = 1 tak, Ze

wi=w"", jel.
JelikoZ je také @(w™) = O(w™*'), miZeme psit, pouZijeme-li (18) a definice z™*1(})
Wy O = W O™ = r(j, () +
+ Zp(/ ks 2P () wi Tt = (g, 2T + 2p( ks ) wi =
= max [r(j, 2) + Xpli, ks ) wi], Jel.
Vidime, e © = O(w™ a w; = w7, j el, je feSeni rovnice (17).
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Ovéfme nyni, Ze ) je ur&eno rovnici (17) jednoznadng. Pfedpoklddejme, Ze existuje

0 + @, pro n&z

(29) W; + @ = max [r(j, z) + gp(j, kiz)w], jel.

Budiz napf. © — O > 0 a budiz & ~ ﬁ(j) fizeni, definované ve znéni véty. Potom

plati
(25) B+ 6 =
a die (24)

W0z

Odedtenim dostdvame

W, — W+ 6

r(j, 2()) + Yolii ks 2()) W el

(j, 2())) + ;p(j, ki 2(j) Wi, jel.

~ O <Yp(j, ks 2()) (W, — W), jel.
k

Odtud vyvodime spor stejnym zpiisobem jako ze (16). Obdobn& nembze byt & — o>

> 0. Tedy @ = 6.

Ziejmé plati O(w) < 6 pro libovolné @ ~ 2(j), nebotf v Howardové iteraénim
postupu jsme vychdzeli z libovolného fizeni a primérné vynosy @(w") tvofily ne-
klesajici posloupnost. Zbyvd jesté ovéfiti, Ze & ~ 2(j) je optimdlni fizeni. Véta 3

fikd, Ze soustava rovnic

(26) w; + 0(d) = 1(j, 2(j)) + kZp( Jo ks 2 we, jel,

uréuje O(®) jednoznaéng. Srovnanim (25) a (26) obdrzime O(d) = 6. 0

Piiklad 2¢. PouZijeme Howardova iteraéniho postupu k maximalizaci primérného vynosu
na jednotku Casu za podminek piikladu 2. Volime 2%(j) == 1. Klademe-li w? = 0, mbzZeme psdt

soustavu rovnic (18) ve tvaru
9({:)0)
Q(wo)
@((uo)
Regeni této soustavy je
G((uo) =

Hodnoty veli¢iny

Q@n

= 50
+0,3w8 = 100,5
—0,8w§  +0,9w§ = 121.

50,005 w3 = 168,33; w3 = 228,52.

U, 2) + 2pG, ki 2) w
k
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jsou pro n = 0 uvedeny v nasledujici tabulce:

AN j |
— 1 2 [ 3
z N
‘ |
1 l 50,00 j 218,33 278,52
2 } 180,02 I 239,19 291,35

Vidime, #¢ m4 byt z'(j) = 2. Je Wl = 0 a ostatni veliCiny se ur¢i z rovnic
o'y — 05w} — 01w} = 73
Ow') 4 0,3wl — 0,1wl = 98,5
(') — 0,9%3 -+ 0,9w) = 117.
Redenim dostavame
Ow') = 94,61 ; wi=31,88; w}=5675.

Veli¢ina (27) pro n= 1 nabyva téchto hodnot:

l J e I |
A 1 2 3
I !
| |

1 50,00 122,81 ‘ 152,18

2 94,61 126,49 151,36

[ — - S

Odtud dostavame z%(1) = 2, z(2) = 2, z%(3) = 1. Soustava (18) je nyni (w? = 0):

O(w?) — 0,5w3 — 0,1w = 73
O(w?) + 0,3w% — 0,1w} = 98,5
O(w?) — 0,8w3 + 0,9w3 = 121.
Odkud
O(w?) = 94,69; wi=31,88; w}=57,56.

»? je optimdlni fizeni, jak vyplyva z tabulky veli€iny (27) pro n = 2:

N 7717 ) 2 3
z AN
1 ’ 50,00 122,81 152,26
2 | 94,69 126,57 151,44 ‘
| _ [ J

Vratme se nyni k oekdvanému vynosu do pevné doby
M
ug(j; ®) = EY Zlc(Xn»i, X3 Zn-1(Xos oo Xus1)) s
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kterému byl v€novdn § 6. Chceme ukdzat, Ze maximdini ofekdvany vynos
a3 (j) = max u(j; o)
«w

je pro velkd M pfiblizn€ roven M é, tj. M-ndsobku maximélniho primérného vynosu
na jednotku ¢asu. K tomu budeme potfebovat dvé pomocné véty.
Pomocné véta 2. Necht j, a v spliuji (1). Budiz
(28) N=inf{n:X, = jo},
doba prvého dosaZeni stavu j,. Potom
(29) ESN < v[d
pro jel a libovolné Fizeni w.

Dukaz. V ditkaze véty 1 § 8 byla dokdzdna nerovnost (2 § 8), kde E je definovdno
vztahem (1 § 8). Tedy (29) plati pro vSechna fizeni, plati-li pro viechna homogenni
markovskd Fizeni.

BudiZz @ ~ z(j). DokdZeme pro n = 0, 1, ..., nerovnost

(30) PON > m) < (1 - d)", jel.
Pro n = 0 je (30) ziejmé splnéno. Ddle, z (30) plyne vzhledem k (1)

PAN>(m+ D)<Y pRPeN>m) £ (1 —dy+t, jel.

k¥ jo
Zde jsme pouZili oznaceni (13). Vidime, Ze platnost (30) pro n =0, 1, ..., vyplyvd
tplnou indukci.
MiiZeme proto psdt
o o
ESN =Y m(PYN >m—1)— PN >m)) =Y PiN>m)=
m=1 w=0

©

Y v PN > nv) < vi(l —dyf=v[d. O
u=0 n=0

IA

Pomocna véta 3. Necht ¢ spliuje

[e(i.js2)| £ ¢ pro i, jel, zel,
potom

(31) lag(j) — ad'(k)| < 4evld pro jkel, M=1,2,..
Ditkaz. (31) vyplyvd ze vztahu
lay'(j) — au(io)| < 2evfd, jel.
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Dokdzeme napf.
(32) ag(j) < g(jo) + 2ev/d .
Ziejms je
iy "(jo) — me £ 4(jo), kde m=0,1,..,M—1.
Budiz @ = {z,(j,), n = 0,1, ...} markovské Fizeni, pro které plati

u(js ) = @(j), jel.
Dle §6

M
E(f{ _AZ“C(Xn—p X Zu—l(Xn—l)) |Xm = jo} = ﬁﬁ""’(jn)
a tedy také, s pouZitim oznadeni (28),
M-1
() = u(j; @) £ 3, PYN = m) [me +

m=0

M

+ EY{ _ZHC(Xn-l.Xn; Zpe (X)) | X = jo}] + PN > M — 1) Mc
M-1
=Y PYN = m)[mé + g ""(jo)] + PN > M ~ 1) M¢ £
m=0

M=1
£ Y PYAN = m) [2mé + 45 (jo)] + PN > M — 1) [2Me + a3/(jo)]
m=0
< @(jo) + 28ESN < aY(j,) + 26v/d
dle pomocné véty 2. Tim je nerovnost (32) dokdzdna. [J

Véta 5.

lim M=t @(j) =@ pro jel.
M-

Diikaz. BudiZ & ~ £(j) ¥izeni, pro n& € = @(6). Jeliko? je

() 2z uf(;30) pro M=1,2,..,

plati
(33) lihl;li;lfM-i ) ngl"; M UM 0) = 6.
Pripustme, Ze je
(34) limsup M2 @Y(j) > @ .
M-
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Z pomocné véty 3 vyplyvd
(35) ay (i) > ad(j) — devfd, iel, M =12, ...
Z (34), (35) snadno nahlédneme, Ze existuje L takové, Ze je
(36) Claiyz 0 > 6 pro iel
a pro vhodné ©'.
Budiz @ = {z,(j,), n = 0, 1, ...} fizeni, pro které
ag(i) = ug(i; ), iel.
S pomoci @ utvofme ,,periodické* Fizeni
o = {zo(jo)s 21(j1)s -+ 21— 1(Jr-1)s Zo(Fe)s - » Zr=1{J22-1)s -+ -} -

Potom v disledku (36)
n—1
up(js @) = EY" Y ug(Xis 0) 2 nLO’ pro n=1,2,...
k=0
Odtud plyne vztah
lim inf M7t udf(j; @) = lim inf (nL) "' ui'(j; ) 2 ©' > 6.
M-w n—ro

To je spor s pozndmkou k v&t& 2. Vidime, Ze plati (33) a neplati (34). Tedy
lim Mt 23'(j) = 0. O
Moo

Predpoklddejme, Ze vedle vynosové matice (2 § 5) je déna matice

(37 (i, 5 )] 1 s

spliujici

(38) rolj» 2) = Yoo, ks 2) d(j, ks z) > 0, jel, zel.
k

Matici (37) budeme nazyvat ndkladovou matici.
Budiz w ~ z(j) homogenni markovské Fizeni. Ndhodnd veligina
N
(39) z CI'(X,,,.‘, X, Z(Xn—l))
n=1

bude oznaovdna jako ndklad na fetézec nebo zobecnény &as po N krocich. Z véty 1
vyplyvd, Ze existuje konstanta @y(w) tak, Ze plati

N
Im N7y d(X, -y, X5 2(X,-1)) = Oy(w) >0

N-+oo n=1
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skoro jist&. Posledni nerovnost je dtsledkem (38). Je tedy také
N N
lim 3 (X, 1, X, 2K )] X dX,o s X 2(X,-0)) =
N-oow n=1 n=1

= 6(w)/04(w) = o)

skoro viude vzhledem k P}, jel. 9{w) predstavuje priimémy vynos na jednotku
ndkladu.

O(w) je charakterizovdno soustavou (15) a stejn& tak pro @¢(w) plati rovnice
(40) w) + Qg(w) = ro(J, 2(J)) + ;p(j, kyz(j)wh, jel.
PoloZme ‘

Wy = w; — w) W) .
Odetteme-li (40) vyndsobené 3(w) od (15) dostdvdme

(1) By o+ (@) ro() 2() = 1. 20) + Zlis ks () wor el

Soustava (41) urduje %(w) jednoznagng.
Vzhledem k obdobg mezi (15) a (41) lze témé&f beze zmén v dikaze véty 4 odvodit,
Ze maximdlni vynos na jednotku ndkladu,

4 = max o),

@

je jednoznaéné uréen rovnici
(42) w; = max [r(j, z) + Yp(j, k; 2) W, — 8 ro(j, 2)], Jel.
z [ .

K stanoveni maximdlniho vynosu na jednotku ndkladu lze pouZit Howardova
itera¢niho postupu, kde oviem na zdklad® @" ~ z'(j) volime za z"*'(j) hodnotu
parametru fizeni, pro niz

i, 2) + Ek:p(j, ks 2) wp — (@) rolJ, 2)

nabyvd maximdlni hodnoty.

Vratme se jesté k prikladu 3 o sefizovdni stroje. Trvdni jednoho kroku Fetézce
v piikladu popsaného je bud & nebo 4 v zdvislosti na tom, zda blok vyrdbi nebo
je sefizovdn. SkuteCny Cas tedy neni pfi d & 4 umérny poctu kroki a je v nadi termi-
nologii vlastné zobecnénym &asem (39), kde

d(i,j;z) =4 pro z=1,2,3; d(i,j;4) =46, ijel.

To je tfeba pfi stanoveni primérného vynosu na jednotku &asu brdt v dvahu.
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10. PRUMERNY VYNOS Z OBECNEHO RETEZCE

Podminka (1§9) md za ndsledek, Ze rekurentni stavy fizeného fetézce tvofi
jedinou izolovanou tfidu a jsou aperiodické. V tomto odstavci nebudeme kldst
na soustavy matic (1§ 5), (2§5), definujici fizeny Fetézec, Zddné omezeni. {X,, n =
=0,1, } bude jako dfive znadit trajektorii fetdzce.

Budiz @ ~ z(j) homogenni markovské Fizeni. Zavedme zkrdcené oznadeni
lp(i. 33 271 = [pisllis=r = P P =[PP 0s=1

rj = (0 2(0) = Zolis ks =(7)) e ks 27)) » Jel .

Pramérny vynos na jeden krok muZe byt nyni ndhodnou veliinou, jejiz hodnota
je rovna primérnému vynosu v té izolované t¥idé rekurentnich stavi, kterou trajek-
torie fetézce dostihne. Za charakteristiku kvality Fizeni budeme proto povaZovat
o¢ekdvany priimérny vynos
N
(1) 0 (w) =]3im NTIEYY o(X,o 1, X5 2(X,- 1)) =
el n

=1

N
: - -1
=lmN"IY Yph P = Yy
Now n=17% %
dle véty 2§ 2 s pouZitim oznadeni tam zavedeného.

Necht matice P definuje izolované rekurentni téidy Iy, ..., I,, a mnoZinu tranzient-
nich stavi I'. Poznamenejme, Ze n; = 7, pokud i a j patii téZe izolované rekurentni
tfid€ I,. To plyne z véty 5§ 2, je-li k € I;. Pro k ¢ I, jsou obg limitni pravdépodobnosti
nulové. Zejména také @ (w) je rovno konstant& v izolované rekurentni t¥ds.

Odvodime obdobu rovnic (15 §9). V kaZdé izolované rekurentni tfidé zvolime
jeden stav j,el;, i =1,..., m. Budiz

Ni=inf{n:n+0X,=j}, i=1,..,m,
doba prvniho pfechodu do stavu j,. Z diikazu véty 1§9 (vztah 5§ 9) vyplyvd, Ze je
Ni

0)(w) = Ef, ¥ e(Xuni, Xo 2(X,-0))[EFN' pro jel.

n=1

PoloZzme

Ni
w; = E} Ztc(X,,_l, X, 2(X,-1)) — Ofw) EIN*, jel;, i=1,..,m.

n=

JelikoZ py = 0 pro jel;, k¢l, a w;, = 0, miZeme bez ohledu na definici w, pro

47



0./ 16,4
4 1 i
kel psat /

v v
S = T pa = EF{ L e, X, 2(X,-)) = 0a) (N = 1)} =

el ji
= E‘;{‘glc(X,,vl, X3 2(X,_ 1)) — Ofw) N} — ES o(Xo, X5 2(X,)) +
+ Ofw) = w; —r; + Ofw), jel;.

Vidime, Ze pro jelI — I' plati
) w; + Ofw) =r; + ;P,‘k“’k-

Pro jel’ se mGZeme na (2) divati jako na soustavu rovnic k uréeni w;, tj.
&) Wi Y P = 1= Of@) + ¥ puow, el

keI’ kel=1°

Oznadime-li pravou stranu (3) s; dostdvdme FeSeni (viz vétu 3 § 2)
©
_ (m :
w; = Z Z Picsks JeEI'.
WSO kel’

Zobecnénim véty 3 § 9 je tato véta:
Véta 1. 0,(w), ..., 0,(w) jsou jedind &isla takovd, Ze plati
“) ‘ 0,(w) = Tpl. k; 2(7)) @) jel,
a Ze lze najit wy, ..., w,, pro né?
(5) w; + 0 w) = {j, 2(j)) + ijp(j, kyz(j))we, Jjel.

Dikaz. Existenci &isel wy, ..., w, spliujicich (5) jsme prdvé dokdzali. Z (1) a ze
vztahu

Ty = ijkﬂfki , Ljel,
K
vyplyva
;ij (')k((”) = zk:zpjknki P = aniri = Qj((u) , Jel,
coZ jest (4). Zbyvd tedy ovifit jednoznadnost.
Necht &isla @, ..., O, splituji (4), (5). Ze (4) dostdvdme
N

0;=3r00,, 0;=N"'Y e,
k n=1 k
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odkud limitnim pfechodem dle véty 2§ 2
(6) 0, =3Yn;0,, jel.
k

Probihd-li j izolovanou rekurentni tfidu, je 7;, konstantni pii pevném k a tedy také ©;
je konstantni. Z véty 3 § 9 potom plyne, Ze soustava rovnic

Wi+ O, =r;+ Y ppw, jel, 1=1,..,m,
kel

uréuje @; jednoznalné. JelikoZ my = 0 pro ke I, plati dle (6)

@) Q;= Y w30,, jel.

kel=1"
Vztahem (7) je @; také pro j e I' vyjddfeno pomoci @, keI — I, kterd jsou urena
jednoznaéné. O

Nyni popi§eme obecny Howardiw iteraéni postup k nachdzeni maximdlniho
vynosu a optimdlniho Fizeni. Zvolime poCdtedni Fizeni w® ~ z°(j) libovolné. Dile
sestrojujeme postupné pro n = 0,1,2, ... fizeni @"*! ~ z"*1(j) na zdkladé " ~
~ 2%(j) takto:

1. Vypodteme @ ("), ..., @ (w") a w}, ..., w} z rovnic
® 0,(e) = Tpli ks 2() Oe), Jel,
©) Wi 00 = (), 2'0) + X ks () Wi el

Pitom, je-li n & 0 v kazdé izolované rekurentni tiid& vzhledem k matici

Ip(is g, (@)=

n—1

volime-li jeden stav k, pro ktery klademe wi = wj,
(Pti Feeni postupujeme tak, Ze nejprve fedime (9) pro kaZdou izolovanou reku-
rentni t¥idu, pri demZ @ (") je nezndmd, nezdvisld na j. Dosazenim jiz vypodtenych
nezndmych do (8), dostdvdme soustavu rovnic pro @j(w"), jel'. Posléze dosazenim
viech vypocténgch proménnych do (9) dostaneme soustavu rovnic pro wh, jel).

2. Uréime 2"*%(j) pro jeI:

a) Nabyvé-li hlavni kritérium, tj. vyraz

(10) Yp(j, ks z) O (")

3
maxima pouze pro jedinou hodnotu parametru z, polozime z"*!(j) rovnym této

hodnoté.

¥
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b) Nabyvd-li (10) maxima pro vice hodnot z poloZime z"*1(j) rovnym takové
z nich, pro kterou nabyvd maxima také pomocné kritérium, tj. vyraz

(11) 1j, z) + ;p(j, k;z) wi.

Plati-li pro néjaké n
(12) O ") = 0w), Wit =W, jel,
iteraéni postup zastavime. Potom w" je optimdlni fizeni, neboli

(13) Ow") = max @ (w), jel.
o

Ovéfime, Ze (12) musi skuteén& nastat. Zavedme zkrdcené oznadeni
Ip(is s 22 @is-s = lpulis-e = P P = [pP]5,-1 s
(G, ) = 1y Of™) - 0f0") = 0], jel.

Opét budeme predpoklddat, Ze matice P definuje izolované rekurentni t¥idy I', ..., I,,
a mnoZinu stavili tranzientnich I'.
Nejprve dokdzeme, Ze G)_,-(a)"), n=0,1,..., tvofi neklesajici posloupnost.
Plati
O0"") = Tou (")
k

a podle (8) a definice z"*1(j)

(14 0,ef) = Tr O - d.
kde d; = 0, jel, odkud

(15) O =d;+ 2puBi, Jel.
Didle s pouZitim oznadeni (4§ 2)

16) Znij@j'. = Zn‘fdj + %nik@,’[ , iel.
j j .

JelikoZ je m;; > Oproiel — I' vyplyvd z (16) d; =0proiel —I'. To znamend,
kdykoliv j je rekurentnim stavem vzhledem k P, potom z"(j) maximalizuje hlavni
kritérium (10). Bylo tedy bud poloZeno z"**(j) = z"(j), je-li hodnota maximalizujici
(10) jedind, nebo bylo pouZito pomocného kritéria. V obou pFipadech maZeme psdt

(17) o+ O0f) = 1(j, () + Toli s 2(0) wh = s+ Toank = 5
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kde e; = 0. Odegteme-li (17) od
Wit + O ") = r; + Ypawptt,
dostdvédme '
(18) wit'—wi+0)=¢ +k; pa(Wett =Wy, jel, I=1,..,m.
'
Z (18) vyplyvd
(19) G}:Zk:nj,‘ekgﬁ, jel;, 1=1,...,m.

Pfitom, neni-li ¢; = O pro jel — I' neni také @; = 0.
Podle (15) miZeme psdt

O — Y pyOi=d;+ Y pu0;, jel,
kel” iel -1

odkud feSenim

(20) 0=y

©
n=0

Z PS'L)[dA + Z pl.i@:'] 20, jel'.
ket e

Pfitom neni-li d; = 0 pro jeI', neni také @} = 0. (19) a (20) ddvd
A" 2 00", jel.

Z koneénosti mnoZiny homogennich markovskych Fizeni usoudime, Ze existuje g
tak, Ze

(21) Ofw"* ) = 0 w") pro jel, n=gq,q+1,...
Plati-li (21), potom

with —wh =Y pa(witt — Wi, Jel,l=1,..,m,
kely
nebot v (18) je @) = 0 = e;. Tedy w}*' — w} je rovno konstanté pro j eI,.. Jelikoz
v kazdé izolované rekurentni tiidé existuje stav k, pro ktery bylo zvoleno wi*! = wj,
plati
(22) witl—wi=0, jel-1T.

J
Z (21) ddle vyplyvd, Ze ve (14) d; = 0 pro j e I'. Je tedy také pro j eI’ bud ="*'(j) =
= 2"(j) nebo bylo pouZito pomocného kritéria. MiiZeme proto psdt s ohledem na (22)
nt+1

+1 :
Wit —wi =, + Y puwitt — wi), jel,
kel’
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kde e; = 0, jeI'. Odkud

(23) Wit —wi=% Y ple 20, jer'.

n=0 kel’
Z (22) a (23) vidime, Ze je
(24) witl = wh, jel, n=gq,q+1,...

Poznamencjme, Ze ve (24) plati rovnost pro viechna j, kdykoliv @"*t! = w”". Pouzi-
jeme-li opét skutednosti, Ze homogennich markovskych fizeni je kone¢né mnoho,
usoudime, Ze lze nalézti n = g tak, Ze plati (12).

Dile bude tfeba ovéfit, Ze pfi zastaveni obecného iteraéniho postupu dostaneme
optimdlni fizeni. P¥i ditkazu se pouZivd tivah, obdobnych t&m, jimiZ jsme dokazovali,
Ze OJ(w"), n = 0,1, ..., tvofi neklesajici posloupnost. Abychom se mohli na n& od-
voldvat, pfizptisobime novd oznadeni oznagenim dfive zavedenym. Necht plati (12).
Chceme dokdzati (13). Budiz @ ~ z(j) libovolné homogenni markovské ¥izeni.
Polozme

2G> g3 2= = [pislis=s = P P"=[|pf7]
(i, 2()) = r;, O,() — Ofw) =0}, jel.

I, ..., I, budteZ rekurentni tfidy vzhledem k pfechodové matici P, I’ mnoZina stavi
tranzientnich.
Podle (12) a definice z"¥1(})

Ofaf) = ) = Tl ki (7)) 00" =

= Sali. ks 271() 04(e) = max L. k=) O,(e).

odkud
(25) Ofw") =d; + };pjk Ow"), jel,
kde d; = 0, j 1. Odetteme-li (4) od (25), obdrzime
O =d; + :.ijk@;7 jel,
a stejné jako z (15) vyvodime, Ze d; = 0, je-li j rekurentnim stavem vzhledem k ma-

tici P. Vidime, 7e z(j) maximalizuje (10) a je proto bud z(j) = z"*!(}), nebo z"*!(j)
bylo ziskdno maximalizaci pomocného kritéria. Plati tedy

Wi+ 00" = w’}:"" + 0"t = #(j, 2" () +

+ 2l ks 20 witt = (2 (0) + 2ol ks 2H(j) wi =

=e¢;+r;+ypuwi, jel-1T,
¥
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kde ¢; 2 0, jel — I'. Odeteme-li odtud (5), ziskdme soustavy rovnic
(26) Wi—wi+ O =e;+ 3 puwi—w), jel,, I=1,..,m.
kel

Z (26) stejng jako z (18) vyvodime (19) a potom (20), coZ je v nyn&jsim oznadeni
Ow") 2 0wy, jel.
Tim je (13) dokdzdno.
11. RIZENE MARKOVOVY PROCESY S KONECNYM POCTEM STAVU

Tento odstavec obsahuje piehled vysledki, které jsou pro Fizené Markovovy
procesy s konenym podtem stavi obdobou tvrzeni, odvozenych v §§ 6 —9 pro fizené
fetézce.

Rizeny Markoviw proces s mnoZinou stavii I = {1, 2,..., 1} je definovdn sousta-
vou matic pfechodovych intenzit

(1) lu(i, s 2)|5 =1, zed ={1,2,..,5},

soustavou matic vynosi z prechodil

@ Iv( s D=1 z€d,
a soustavou vektord vynosid na jednotku &asu
(3) [6(i; 252y, ze .

Zde p(i, j; z) je intenzita pravd&podobnosti pfechodu ze stava i do stavu j za pred-
pokladu, Ze parametr Yizeni nabyvd hodnoty z. y(i, j; z) je vynos, vyplyvajici z tako-
vého prechodu. Klademe (i, i; z) = 0, i€, z € J. §(i; z) znadi vynos na jednotku
dasu ve stavu i pfi parametru Fizeni z.

Homogenni markovské fizeni w je opst uréeno funkci z(j) uddvajici hodnotu
parametru fizeni v zdvislosti na stavu soustavy. Je-li navic tato hodnota parametru
po &dstech konstantni, zleva spojitou funkei Sasu, hovofime o (nehomogennim)
markovském Fizeni @ ~ z(j, t). Jind ¥izeni uvaZovati nebudeme. KaZdému fizeni
o ~ z(j, t) odpovidd Markoviiv proces {Y,, t = 0} s matici intenzit pfechodu

i, s 2 D)7 =1 -

Vynos z procesu {Y,, t 2 0} v Easovém intervalu (t, T] md potom v souhlase s pied-
chozimi definicemi tvar

@ 1= j 5(8s 2(0, ) ds + jz_;fvo: ks 27,9 dos(s)

t

kde @p(s) je pocet ptechodii ze stavu j do stavu k, které se uskutegnily v Zasovém
iatervalu (0, s].
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Priklad 5. Volba discipliny hromadné obsluhy. Opravna, majici # opravart piijima vedle zakdzek
s obvyklou dodaci Ihiitou (typ 1) zakdzky na rychloopravu (typ 2), na nichZ se zatina pracovat
okamzité. Pravdépodobnost pfichodu zdjemce o rychloopravu v nekoneéné malém Casovém
intervalu (#, 7 -+ dr) budiZ rovna A d¢ nezavisle na ptichodech vné tohoto intervalu (Poissonv
proces). Neni-li zakdzka typu 2 okamzité vzata do prace, zdkaznik bud odejde nebo je jeho
zakdzka zmén&na na typ 1. Oprava zakdzky typu i (i = 1, 2) trva ndhodnou dobu, majici expo-
nencialni rozloZeni se stfedni hodnotou .9,714 To znamend, Ze oprava zakazky typu i, na které
se v Case ¢ pracyje, bude skoncena v ¢asovém intervalu (z, ¢ + df) s pravdépodobnosti §; d¢.

Predpokiada se, Zze zakazek typu 1 ma opravna dostatek, takZe opravafi, ktery se uvolni,
muZe byt okamZité takova zakdzka pfidélena. Piijem za jednotku pracovniho asu na zakdzce
typuibudizd,i=1,2. Uloha mé smysl pouze pro dy < d,. Jsou-li viichni opravéfi zaméstnani,
je moZno zafadit rychloopravu pouze tak, Ze se price na né&jaké zakdzce typu 1 prerusi. Tim
vznikne dodateény niklad vy$e ¢. Poznamenejme, Ze zakdzku, na niz byla prédce prerusena,
neni tfeba od ostatnich zakézek typu 1 odlifovat. Pracuje-li se na takové zakdzce znovu v &ase 7,
potom pravdépodobnpst ukonéeni prace v intervalu (¢,  + dt) je opét §; dr.

Stav opravy je uréen dvojici &isel (p, g), 0 = p + g < n, kde prvni Cislo znadi polet zakdzek
typu 1, druhé &islo poet zakézek typu 2 v opravé. Nasi ulohou je stanovit, pfi kterych stavech
je po ukondeni opravy vyhodné zafadit okamZité zakdzku typu 1 a p¥i kterych je vyhodné &ekat
na zédjemce o rychloopravu. Déle, v pripadé, Ze jsou v8ichni opravéafi zaméstndni, je-li vyhodné
nahradit rozpracovanou zakdazku typu 1 eventudlni zakdzkou typu 2, kterou by bylo tfeba
odmitnout. Cilem je maximalizace primérného pf{jmu na jednotku Casu.

Hodnoty parametru fizeni, odpovidajici jednotlivym rozhodnutim jsou uréeny tabulkou 7.
Intenzity pfechodu u(i, j; z) jsou uvedeny v tabulce 8. Intenzity v tabulce neobsazené jsou rovné
nule.

Tabulka 7.

= 1 Po ukondeni Po ukondeni Pfi pfichodu typu 2
| opravy typu 1 opravy typu 2 neni-li volno
i

1 zafadit typ 1

5 i Cekat P } zafadit typ 1 ]

3 1 zafadit typ 1 . |( odmitnout

4 Cekat Cekat ‘

5 zatadit typ 1 - !

6 Zekat zafadit typ 1 ‘]

7 1 safadit typ 1 ] zafadit namisto typu 1

8 i Cekat J Selat \J

Viimnéme si na piiklad intenzit v prvnim faddku. Pfedpoklddejme, Ze opravna je ve stavu
(p, q), kde p+ q << n v Case 1. Pfi z = 1 m0Ze opravna zménit stav pouze dvéma zplsoby:

1. Je ukondena oprava néjaké zakdazky typu 2. Tato zakazka je okamZité nahrazena zakdzkou
typu 1, nastane piechod do (p - 1, ¢ — 1). Dle pfedpokladu pracuje opravna v &ase ¢ na q
zakazkach typu 2. Kazda z nich ma pravdépodobnost ukonéeni v intervalu (¢, ¢ 4 dr) rovnou
8, dr. Pravdépodobnost, Ze bude nékterd z nich ukonéena v tomto intervalu, je ¢8, d¢, coz dava
intenzitu ve tfetim sloupci.

2. Ptiel zdjemce o rychloopravu. Nastane prechod do stavu (p, ¢ + 1). Pravdépodobnost
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Tabulka 8.

[

=00 vacn| 225"
\Z—J*\\ -9 | (pg—1D (p+1,q-1)1 e+ |@p—1g+ 1D
1 —_ — q9, ‘ A —

2 J2N — q9, | A —

3 — q9, — i A —

4 %y q9, — pa -

5 - — 79, } A A
6 9y - 79, 2 i
7 — % | - | 1 2
8 9y a3, \ — i 1 i

takového pfechodu v Easovém intervalu (¢, f + d¢) je A dr. Proto ve &tvrtém sloupci je intenzita
rovna A. Obdobnymi ivahami se ziskaji i ostatni intenzity v tabulce 8.

Soustavy (2) a (3), popisujici vynos, jsou v uvazovaném piikladé tyto

¥@,52)=0 pro i=(p,q, jFp—1g9+1D, z=1,..,8,
wWij;2)=—c pro i=(,q9, j=(@—1q9+1, z=1..,8,
8(i; 2) = pd; + qd, pro i=aq, z=1,..,8.

Nejprve si v§imneme celkového ocekdvaného vynosu ze tizeného procesu, defino-
vaného soustavami (1), (2), (3). M&me ¥izeni @ ~ z(j, t). Zavedme oznadeni

(%) ul(j;w) = EY{C,(t, T) | X, =j}, t<T, jel.

C,(t, T) je uréeno vztahem (4). Ziejmé je (5) nezdvislé na potdtetnim stavu i.
Najdeme soustavu rovnic pro u;(j; ). UvdZime-li, Ze v nekonetng krétkém Zaso-

vém intervalu (t — dt, ] soustava ze stavu j s pravdépodobnosti u(j, k; z(j, t — df)).

.dt = p(j, k; z(j, 1)) dt prejde do stavu k a s pravdépodobnosti 1 + u(j, J; z(j, 1)) dt
ve stavu j setrvd, dostdvdme

ul_g(js @) = EP{Co(t — dt, 1) | X,_g, = j} +
+ EP{C(t T) | Ximgy = 7} = 6(js 2(J, ) de +
+ Y u(j, ks 2(j, ) de[3(J, ks 2(j, ) + ul(k; )] +
K+
+ (U + p(j, j; 2(J, ) de) w7 (j; w) .
Polozime-li

(© o(j, z) = 8(j; 2) + ‘éu(j, k;z)y(j, ks 2), jel,
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miZeme psdt

@ Sl @) = ~[eli, 2. ) + Sali ks 25, ) (s )],

uj(j;w) =0, jel.
V bodech nespojitosti Fizeni z(j, 1) je tteba derivaci v (7) chdpat jako derivaci zleva.

Maximdlni vynos

@) = swp ul(js @), jel,

vyhovuje Bellmanové rovnici

® £ 1() = —max o 2) + Ta(i, ki 2 (], el

s potdtedni podminkou #7(j) = 0, j e I. Heuristicky lze (8) odvodit ze vztahu
al o(j) = max [e(j, z) at +k§,j,u(j, k; z)dt al (k) +

+ (U + . g3 2) d) & (j)] -

Volime-li totiz v ¢asovém intervalu (t — dt, f] parametr Fizeni roven z, potom

miZeme ocekdvati nejvy$e vynos rovny vyrazu v hranaté zdvorce. Je nutno tedy
volit z tak, aby tento vynos byl maximdini.

Laplaceova-Stieltjesova transformace celkového vynosu do doby T

[ e M dC,0, Ty, >0,

Jo

piedstavuje diskontovany vynos. Ocekdvany diskontovany vynos je pak roven

o(j; w) = E‘j”f e *TdC,(0,T), jel.

0

P vySetfovdni diskontovaného vynosu se omezime na homogenni markovskd
fizeni w ~ z(j). Obdobnou tvahou jako jsme ziskali (7), odvodime

o(js ) = E2 {rre‘” 4C,(0, T) + =T j “e 8 dCy(0,dT + s)} -
= 6(j; 2(j)) dT +i<;'#(j’ k; z(7)) dT3(J, ks =(J)) +
+ (ks )] + (U + p(j, j; 2()4T) (L = 2dT) o(j; w) + ...

0 = [(J3 20) + Tl ks (7)) G- ks 2(7)) + ofks ) ~

— Ao(j; )] AT + ...,

Odtud
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kde jsme vynechali &leny Fddu aspofi (dT)2. S pouZitim oznadeni (6) miizeme psdt
0 = o(j. 2()) + Tuli. ks (i) ok @) = Lo(js @), el
Bellmanova rovnice pro maximdlni vynos
8(j) = max o(j; ), jel,
je nyni ’

29(j) = mz:x [olj, 2) + kz,u(j, k;z)o(ky], jel.

PYi odvozeni soustavy rovnic, urdujici pramérny vynos na jednotku casu, vy-
uZijeme Markovova Fetézce, ktery je tvofen posloupnosti stavil procesu {¥,, ¢ = 0}.
Oznadme

) (i z) = —pu(i,izz), iel, zeld,
a budiz
u(i;z) >0, iel, zelJ.
Polozme
(10) p(i,isz) =0, p(i,j;2) = (i ;s 2)ulis 2), ijel, i+j.

p(i, j; z) jsou pravdEpodobnosti prechodu v okamZiku vystupu za pfedpokladu,
Ze parametr Fizeni je roven z. Tvofi soustavu matic pfechodu

(1 IpGis 25 gars 2z,

fizeného fetézce. Pri libovolném homogennim markovském Fizeni w ~ z(j) pfed-
stavuje posloupnost stavii procesu {Y,, t = 0} Markoviy fetézec {X,, n = 0,1,...}
fizeny tymZ Fizenim w. Pfitom (11) je soustavou matic pfechodu fetdzce {X,, n =
=0, 1,...}. Nechf tato soustava spliiuje (1 § 9).

Vynos z procesu {Y, t = 0} za jeden prechod fetézce {X,, n =0,1,...} je nd-
hodnd veliina. Neni obtizné stanovit jeji primérnou hodnotu. PieSel-li proces
do stavu i, setrvdvd v n&m ndhodnou dobu se st¥edni hodnotou p(i; z) ™!, je-li para-
metr fizeni roven z. Ze setrvdni ve stavu i vyplyne tedy primérny vynos 6(i; z) :
: y(i; z). Déle pii prechodu do stavu j vznikne vynos y(i, j; z). Prim&my vynos
z piechodu ze stavu i do stavu j v fetdzci {X,, n = 0, 1, ...} je tedy
(12) (i, js 2) = 8(i; 2)[ui; 2) + v(i.js 2), i,jel, i+j, zelJ.

Matice veliéin (12), majici na diagondle nuly, tvo¥{ soustavu vynosovych matic fize-
ného fetézce.

Priim&mnd doba setrvdni ve stavu i je u(i; z) !, Zavedeme tedy v fetézci zobecnény
das pomoci veli€in

(13) d(i, j; z) = p(i; 2)7', i,jel, zel.
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Z definic (12), (13) vyplyvd, Ze prim&rny vynos ze fizeného procesu na jednotku asu
pfi fizeni
Y(w) = lim C,(0, T)/T
T— o

(%(w) znadi konstantu, k niZ konverguje vyraz napravo skoro vSude), je roven pri-

mérnému vynosu z fetézce na jednotku zobecnéného &asu, tj.
N N
) =13irn Y oK 1s Xy 2(X )] Zxd(X"_l’ X,; 2(X,-)) -
o n=1 n=
Dosadme (10), (12), (13) do soustavy (41 § 9) pro urfeni 9(w). Dostdvdme
(1) 5+ Sl ) = L4053 200) + 3 40 ks 20) 6 s 20) +
N J
+ W) u(is 2())y, Jel.
Odkud, pouZijeme-i (6), (9),

o) = o(j, 2(1)) + gu(ﬁ ks z(D)) W, jel.

Ze (42 § 9) pak vidime, Ze maximdlni vynos
3 = max w)
je urcen rovnici

(15) 4= mz:x [e(j, z) + gy(j, k;z)w.], jel.

Howardtv iteradni postup pro nachdzeni § spo&ivd v konstrukei posloupnosti
@° o', ... ndsledujicim zpisobem: Je-li " ~ z(j), potom w**! ~ z'(j) kde z'(j)
je hodnota parametru fizeni, pro kterou vyraz

o), z) + Ek#(i, k; 2) W

nabyvd maxima. KdyZ se dojde k feleni rovnice (15), vypodet se zastavi. Tento
postup neni zcela totoZny s postupem, ktery bychom dostali aplikaci itera&ni metody
2 § 9 na Fizeny Fet¥zec, urSeny soustavami (11), (12), (13).

Pii odvozeni soustavy (14) jsme nepouZili vlastnosti, Ze doby setrvdni procesu
ve stavech maji exponencidlni rozloZeni. Lze tedy provedené tivahy rozsifit na.obec-
néjsi semi-markovské procesy.

12. RIZENI EXPONENCIALNTHO RUSTU
Galtonti-Watsondiv vétvicl proces s r typy jedinch je matematickym modelem
populace, jejiz Clenové se vyvijeji navzdjem nezdvisle a rozmnoZujf se tak, ¥e kazdy

z jedinch typu i bude s pravd€podobnosti p(i 3Ry, Ry, ., n,) nahrazen v dalsi gene-
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raci ny jedinci typu 1, n, jedinci typu 2, ..., n, jedinci typu r. Galtontiv-Watsoniv
proces je proto popsdn soustavou rozloZeni pravdépodobnosti

{p(isng, nycum),ny=0,1,...}, iel ={1,..,r}.

V fizeném Galtonové-Watsonové procesu tato soustava zdvisi je§té na parametru
fizeni. Jednd se tedy o soustavu

(1) {p(isny, nyyooomyyz),m;=0,1,..}, iel, zeJ={1,..,s}.

MnoZinu parametrd J budeme interpretovat jako mnoZinu zplsobii ovlivnéni
(o3etfeni), kterym mohou byt pfislunici populace podrobeni. Ve svorkdch v (1)
je tedy rozloZeni pravdépodobnosti potomstva jedince typu i, ktery byl ovlivnén
zpisobem z. Rizenim rozumime funkci w ~ z,(i), kde z,(i) znagi, jakému ovlivnéni
jsou podrobeni jedinci typu i v n-té generaci, n = 0, 1, ... Casov& homogenni ¥izeni
nezdvisi na generaci, tj. @ ~ z(i). Dosazenim z(i) do (1) dostdvdme soustavu rozloZeni
pravdépodobnosti

{p(i; ng, nyy o.ym; 2(i)), n; = 0,1,..}, iel,

Galtonova-Watsonova procesu v obvyklém smyslu.
Budiz déle
disng,.oonsz), n;=0,1,..., iel, zel,

vynos z jedince typu i, jemuZ se dostalo ovlivnéni z a ktery m&l n, pfimych potomki
typu 1,..., n, pfimych potomk typu r. Pfedpokldddme, Ze plati

S p(is gy e ms 2) e(is 1y oo 1y 2)] < 00,

nyom
Y op(isng.onsz)(ng .o+ m) < o0
B
proiel, ze J.
Oznaéme u"(i; w), iel, N = 1,2, ..., oSekdvany vynos z jednoho jedince typu i
az N — 1 generaci jeho potomkil p¥i Fizeni w. Je-li napf.

eliyng, ..onsz)=mny +...4+n ~1,

potom u™(i; ) je oekdvany podet jedinch v N-té generaci zmenSeny o 1.
Neni obtiZzné usoudit, Ze u™(i; w) spliuje rekurentni vztah

®) uMi;w) = Y p(is g, oo 1,3 26(0)) [eis 1ey -0 13 20(0)) +

LT
+ E”j u""‘(j; ru’)] s
J
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kde @' ~ z,,,(i). Zavedeme-li ofekdvany vynos z jedince typu i

a oCekdvany pocet jeho potomkil typu j
m(i,j;z) = Y (T PR z)ny,
miZeme (2) prepsat jako

3 _ u™(is o) = r(i, z,()) + ‘j;m(i,j; () u¥1(j; @)

Vztah (3) implikuje fadu bezprostiednich analogii s teorii Fizenych fetézci, pficemz
m(i, j; z) zastupuje pravdépodobnost pfechodu p(i,j;z). Na piiklad maximdini

vynos

(i) = max u™(i; w), iel,

@

vyhovuje Bellmanovg rovnici
() = max {r(i, z) + Ym(i, j; 2) &V '(j)}, iel,
= 7

kterd je obdobou (4 § 6).

JelikoZ Markoviav fetézec s r stavy je specidlnim pfipadem Galtonova-Watsonova
procesu s r typy jedincii, neni tato souvislost ndhodnd. V&t3i obecnost nyngjsi formu-
lace spocivd v tom, Ze matice

(4) m(i, j; )5 =0, z€J,
se nepiedpoklddaji stochastické.

Necht nultd generace populace, rozmnozujici se dle (1), se sklddd z S jedinctt
typu 1, S9 jedinct typu 2,..., S? jedinct typu r. BudiZ S%, S%, ..., S ofekdvané
sloZeni n-té generace. Z¥ejmg pli Hzeni w ~ z,(i) plati vztah

(5) Syt =S m(i, g z(), Jel.
Celkovy ogekdvany vynos z N generaci populace je potom die (3)
© LIS = 3 IS0 50).
BudiZz » ~ z(i) homogenni Fizeni. Zavedme oznaleni
() l[’”("~f§ Z(i)imr = [myliye = Moy MG = [mP]75-0
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Z (5) vyplyvd, Ze je

(8) Sp=ysimy, jel,
¥

a tedy dle (6)

N-1
© Y2 0) = 3 SIS0 m 1 2() -
i n=0 i j

Vztah (5) predstavuje ndvrat k deterministickym modeltim, z nichZ jsme v § 1 vy3h.
Bylo by také moZné viechna tvrzeni §§ 6 —11 s vyjimkou vé&t 1§9, 2§9 wvyslovit
(pro markovskd Fizeni) v ¥e&i deterministickych modeldi. V § 1 byl soubor nezévisijch
jedinct vyvijejicich se podle Markovova Ffetézce popsdn jako jeden z moZnych
pfedpokladit o detailni struktufe modelu. Dusledky teorie fizeni Markovovych
fetézcl pro deterministické modely jsou zfejmé nezdvislé na tomto specidlnim pied-
pokladu o jejich struktufe. Podstatné je pouze, %e velidiny p(i, j; z) pfedstavuji po-
mé&rné Cdsti jedinch typu i, ktefi za jedno obdobi piejdou v jedince typu j pfi ovliv-
néni z,

Asymptotické chovdni (9) pro N — o je ureno chovdnim mocnin matice M,,.
V tomto odstavci, vyuZivajice zejména obdoby s § 7, odvodime metodu k nalezeni
takového w, pro n€Z je rist populace nejrychlejsi (pﬁpadné zdnik nejpomalejsi).
Nejprve pfipomeneme jednu dileZitou vlastnost nezdpornych matic.

Perronova véta. Budiz M = “m,-jn',-’j_,1 nezdpornd matice. Necht existuje celé
kladné v tak, ¥e matice M md vSechny proky kladné. Potom md matice M jednodu-
ché kladné charakteristické ¢islo (M), které je v absolutni hodnoté vétsi nez ostatni
charakteristickd ¢isla a plati
(10) lim m{P o(M)™ = pv;. ijel,

n-r oo

kde pty, ...ty Vis oon v, jsou kladnd &isla, [[m$P|7 -, = M".
Budeme piedpoklddat, 7e soustava (4) nezdpornych matic spliiuje nésledujict
podminku: Budiz

;= minm(i,j; 2), M= [mlll,;-,.
z

Existuje celé kladné v tak, Ze viechny prvky matice M’ jsou kladné. Tato podminka
md za ndsledek, Ze pro kazdé w ~ z(j) matice M, definovand v (7) vyhovuje Per-
ronové v&té., Rist mocnin matice M, je tedy uren maximdlnim charakteristickym
gislem o(M,,) = o(w). Ze (8) a (10) dostdvime :

lim 8} o(w)™ = v; YSt, Jel.
n-o ) i

Oznatime-li tedy
6 = max (@),
«©
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potom § uddvd maximdlni moZny rlist populace. NaSe uloha spo€ivd proto v nalezeni
¢ a odpovidajiciho mu ¥izeni.

Pomocna véta 1. Budtef e; 20, jel, >0 redlnd Cisla, e; + ... +¢ >0
a budiz w ~ z(j) homogenni Fizeni. Je-li B o(w) < 1, potom soustava rovnic

(11) v; =e; + pYm(j, k; z(j)) ve, jel,
k

md kladné Feseni. Je-li B o(w) = 1, pak neexistuje nezdporné Feseni (11).

Dukaz. PouZijeme oznaleni (7). Je-li f g(w) < 1, potom dle (10) fada

n=0

(12) i v; =y f" %m?,?ek , jeI,

konverguje a je v; > 0. Snadno se ovéfi, Ze (12) ddvd feSeni (11).
Piedpoklddejme f8 o(w) = 1 a necht vy 2 0,..., v, = 0, splituji (11). Z (11) odvo-
dime postupng

v;Z e, v;Ze+ ﬁgmjke,‘, e
N
v, 2 Y B ymie, jel.
n=0 k

Z (10) vyplyvd, Ze posledni vyraz konverguje k + oo pro N — oo, nebot f o(w) = 1.
Vidime, Ze pfedpoklad v; = 0, j €1, vede ke sporu. []

Véta 1. Budtez e; 2 0, jel, f > 0 redlnd ¢isla, e; + ... + e, > 0. Je-li fp < 1,
potom rovnice

(13) 6i=ej+maxﬁ§m(j,k;z)i)k, jel,

ma kladné Feseni. Je-li Bg Z 1, pak neexistuje nezdporné feseni (13).

Dakaz Necht 3 < 1. Zvolme libovolné w® ~ z°(j) a definujme postupnd
o' ~ z'(j), ®* ~ 2%(j), ... ndsledujicim zpisobem: Je-li w” ~ z'(j) jiz definovano,
najdeme feeni soustavy
(14) v =e; + Bym{j, k;2"(j)) vi; jel.

k
Reseni existuje a je kladné dle pomocné véty 1, nebof je B o(w") < 1. Kdy?
(15) Yom(j, ks 2'())) v = max Ym(j, ks z) vf, jel,
x z K
postup se pierudi, protoZe potom §; = v}, j e, je fefenim (13), jak plyne snadno
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ze (14), (15). Neplati-li (15), zvolime wn+1 2*1(j) tak, aby bylo
;m(j, k3 2" 4()) vk = max Sm(j, k; z) vy, jel.
z k

UkédZeme, Ze je

(16) AN,

J i Jel,
kdy% (15) neplati. Pisme
(17) - = ﬂ;[m(j, ks 2744 ()) = m(j, ks 2°(j)] o +

FBEml ks G) (tt — ol), el

Lze pouZiti pomocné véty 1, jelikoZ f o(w"*1) < 1. Prvni vyraz na pravé strang (17)
je nezdporny a neni roven nule pro viechna j, neni-li-splnéno (15). Tedy pomocnd
véta 1 implikuje (16). Navzdjem réiznych vektori (07, .., 07, n =0, 1,..., je konetn¥
mnoho. Odtud plyne, Ze pro n€jaké n (16) neplati. Pak je splnéno (15) a tedy (13)
m4 kladné FeSeni.

Necht fg z 1. Predpoklddejme, Ze (13) md nezdporné feleni. BudiZ w ~ z(j)
takové, Ze g(w) = 9. PouZijeme oznaeni (7). Z (13) dostdvdme

ﬁJ' Z e; + Bz’njkok = €;
k
a stejné jako v dikazu pomocné véty 1
N
9, = Z ﬂnz’n(};c)ek , N=0,1,2,...,
n=0 k

pomoci tplné indukce. Pro N — oo dochdzime ke sporu, protoZe fada napravo
diverguje vzhledem k (10). O

Disledek. BudiZ 1 < 9. Definujme postupné o° t,... a (03, ...,0%), (v}, ...
..., 0}), ... stejné jako v ditkaze véty 1. Potom pro n&jaké n feSeni soustavy (14)
bud neexistuje nebo md aspoii jednu sloZku zdpornou.

Dukaz. Kdyby tvrzeni disledku nebylo sprdvné, pak by popsand rekurentni
konstrukce vedla k nezdpornému feSeni rovnice (13), coZ je ve sporu s vétou 1 pro
1<pe. O

Véta 2. Existuje 5 > 0 s touto vlastnosti: Kdykoliv pro w ~ z(j) afe (Q" — 4,
671 + ) bud (11) nemd kladné FeSeni nebo

(18) Sm(j, k; 2(j)) v, = max Ym(j, ks 2) v, jel,
k z k
kde (v, ..., v,) je kladné Fesen (11), potom o(w) = 0.
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Dtikaz. Ozname
o' = max {g(@") : o(w’) + &} .

Duakaz je nutny pouze v piipadg, je-li mnoZina na pravé strané neprdzdnd.
N

Potom ¢! < ¢'"*. PoloZme ¢'™* = ¢ + Jpa budiz fe[07, 87" + ;). Vzhledem
k pomocné v&té 1 soustava (11) nemd kladné feSeni pouze tehdy, je-li o(w) = g,
nebot v opatném piipadé fo(w) < 1. Déle (18) a (11) maji za ndsledek, Ze (13)
je spInéno pti (B, ..., 8,) = (v, ..., v,) cOZ je ve sporu s vétou 1. (18) proto nemiie
nastat. Vidime, Ze viechna fe 27", 7' + &) spliiuji podminky vty 2.

Z (12) plyne, Ze pro libovolné w ~ z(j), feSeni v; = v/(f, w), j €I, soustavy (11)
je rostouct funkci f pro g g(w) < 1. Oznatime-li tedy

#; = max {v(6"" @) 0 ~ Z(j), o(w) * 8}, jelI,
plati :

(19) vf,0) <5 pro 207, elw)*8, jel.
Kdyz naopak g(w’) = ¢, potom
ﬂli;l}lvj(ﬂ. o) =ow, jel.
V diisledku toho plati pro vhodné &,
(20) vi(f, ) > 5; pro Be(@™' —8,87"), o) =28, jel.

Budiz fe (™" — 6,,67"). Dle pomocné véty 1 prvni z alternativ véty 2 nemtze
nastat, nebof je B o(w’) < 1 pro kazdé w'. Necht w ~ z(j) je takové, Ze plati (18).
Mgjme libovolné o’ ~ z'(j). Z (11) a (18)

@) u=e+ BYm( k(i) v z ¢+ pImli ki (D oes Jel
Diéle (v}, ..., v) = (v,(8, @), ..., v,(B, ®")) spliiuje
(22) v = ej+ﬂ;m(j, kyz'(j))vp, jel.
Odegteme-li (22) od (21), dostdvdme
= v = £y PGk 20) (o= ) el

kde f; z 0. Je-lif; = 0, jel, pak je v; = v}, jel. Jinak v; > v}, j eI, dle pomocné
véty 1, protoZe je § o(w’) < 1. Tedy

(23) v; = max vi(B, o), jel.

Z (19) a (20) usoudime snadno, Ze (23) je mo’né pouze tehdy, je-li o(w) = 4. Vidime,
Fe & = min {Jy, 8} vyhovuje v&t& 2. [
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Iteraéni postup. Necht jsou ddna nezdpornd &isla (e, ..., é,), e;+ ... +e>0.
Postup za&ind volbou po&dteni hodnoty iy > 0, pocdtetniho kroku h, 0 < 2k < f,
a poédtegniho fizeni w°® ~ z°%(j). Cisla fo, h musi spliiovat

(24) 07 e [fo — 2, Bo + 20].

Sestrojuji se dvé posloupnosti {B,,m =0,1,..} a {0™, m=0,1,...}. Plati
Bw— 07" a o(w™) = ¢ pro viechna m dostateéng velkd.

Abychom postup popsali, pfedpoklddejme, Ze B, a o™ ~ z"°(j) byly jiz defino-
vény. KdyZ soustava

(25) 070 = e; + B, Yom(j, ks 2 vp°, jel,
k

md kladné feSeni, definuje se pomocna posloupnost @™ ~ z"™(j), @™ ~ z"*(j), ...
stejnym zplisobem jako v ditkaze véty 1, tj. takto: Md-li soustava

(26) Vit = e; + B, Sm(j, ks 2™()) vi", jel,
k

mn+ 1

kladné feSeni, voli se @ ~ z’"""‘(j) tak, Ze plati

e2)) Ymlj, ks 2™ () opn = max Ym(j, ks z) o, jel.
3 : K
Mohou nastat dva pfipady. Bud pro n&jaké n (26) nemd kladné TeSeni nebo pro
n&jaké n (27) je splnéno pfi @™ *1 = ™, V obou ptipadech klademe
(28) om0 =

V prvém pfipadé je f,., definovdno vztahem

(29) Bm-u = P — hR.27m,
ve druhém piipadé vztahem
(30) Busr = B+ h.27",

(28), (29) zistdvaji v platnosti i tehdy, kdy¥ (25) nemd kladné feseni (n = 0).

Z véty 1 a jejiho disledku plyne, Ze (29) pouZivime, kdykoliv je 8, = 87", (30)
pouZzivime, kdykoliv je f,, < §7'. Pomoci matematické indukce, vychdzejice z (24),
snadno dokdzeme

07 eBu—h. 27" B+ 27" m=0,1,...
Tedy f,, > 87" a z véty 2 vyplyvd, Ze je o(w™®) = § pro viechna dostateéné velkd m.
13. RIZENI NA ZAKLADE NEUPLNE INFORMACE

V piedchozich odstavcich jsme pfedpoklddali, Ze po kazdém kroku zndme stav,
ve kterém se soustava nachdzi, tj. v &ase n zname posloupnost Xo, X, ..., X,. V fad&
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tloh stav soustavy nelze pozorovat ptimo. Zminime se velmi stru¢né o nejjednodus-
§im takovém modelu. UkdZeme, jak se pfejde k Fizenému Ffetézci s Gplnou informaci
o stavu soustavy, charakterizovaném aposteriornim rozloZenim pravdépodobnosti.

Priklad 6. Vrafme se k pfikladu 3. U&iime o vzniku zmetki tuto hypotézu: Kazdy ze stroji
bloku se muZe nachdzet ve dvou stavech: dobrém (0) a poruchovém (1). Stroj nachdzejici se
ve stavu 0 vyrobi vadny vyrobek s pravdépodobnosti p,, dobry vyrobek s pravdépodobnosti
qo = 1 — po. P¥itom s pravdépodobnosti p piejde do stavu 1, s pravdépodobnosti g ve stavu 0
setrvd. Ve stavu 1 stroj setrvdvd. Pravdépodobnost vyrobeni zmetku je p;, dobrého vyrobku
g, = 1 — p,. Sefizenim je stroj pifeveden do stavu 0.

Stav bloku je tedy urcen dvojici &isel (/, m), kde I == 0, 1 je stav stroje 1, m = 0, 1 stav stroje 2.
Pravdépodobnosti pfechodu v pfipadg, Ze blok nesefizujeme, p(i, j; 4), jsou uvedeny v tabulce 9.

Tabulka 9.

Za predpokladu, Ze stav kaZdého ze stroji bloku zndme, li§i se novd formulace
jen velmi mdlo od piikladu 3. Pfipustme vsak, Ze stav stroje nemtzZeme zjistit, dokud
nepiikro¢ime k jeho sefizeni. To znamend, Ze v obdobich mezi sefizovdnim stroje
je veskerd naSe informace o jeho stavu obsaZena ve znalosti vyskytu dobrych vyrobki
a zmetk. Ulohou je nalézt optimdlni zpfisob sefizovdni bloku na zdkladd této
informace.

Budiz {X,,n=0,1,...} Fizeny Markoviv fetézec s mmnoZinou stavii I =
={1,2,...,r} a soustavou matic pfechodu

o) Iolijs Niger s 287 = (L2000}

(I kdyZ se obsah pojmu Fizeny fetézec v tomto odstavci neshoduje piesn& s d¥ive
zavedenym, neni nebezpedi nedorozuméni) Predpoklddejme, Ze realizaci fetdzce
{X,,n=0,1,...} nemiZeme bezprostfedn& pozorovat. Pozorovat lze pouze, po-
sloupnost ndhodnych veligin {Y,, n = 1,2,...}, nabyvajicich hodnot {1,2, ..., h},
kterd souvisi s Fetézcem ndsledujicim zpiisobem: Je ddna soustava rozloZeni pravdé-
podobnosti

(V)] [»(1; ], 2), ©(2; j, 2), ..., w3 4, 2)], jel, zeld.

7 (k; j, z) je pravd&podobnost, 7 Y, = k za podminky X, = j pfi parametru fizeni z.
Pritom jakékoliv dalsi podminky tykajici se velitin {X,.m + n} a {Y,, m + n}
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tuto pravdépodobnost neméni. Y, pfedstavuje vlastné pozorovdni X, zatiZené
chybou.
Vynos z fetézce je definovdn funkci &ty proménnych

e(i,j.k;z), i,jel, k=1,..,h, zelJ.

c(i, J» k; z) je vynos z pfechodu ze stavu i do stavu j za podminky, Ze byla pozorovdna
hodnota k a parametr fizeni byl roven z. Rizenim rozumime posloupnost funkci
o ={z,(k,,.... k,),n = 0,1,...}, kde z, je konstanta uddvajici po¢dtetni hodnotu
parametru Fizeni a z,(k,, ..., k,) je hodnota parametru ¥izeni, kterou volime za pfed-
pokladu, Ze vysledkem pozorovéni veli€in Yi,..., ¥, je posloupnost ki, ..., k,.
Celkovy vynos z N prvnich kroki fetézce je tedy roven

N
Y. X1 X Ty 2ges(Ti o o)
n=1
Jelikoz fetézec {X,, n = 0,1, ...} nelze pozorovat, nemizeme také pfedpoklddat,
Ze zndme jeho pocdtetni hodnotu. Necht viak je ddno pocdtetni rozloZeni pravdg-
podobnosti
p;=PX,=j), jel.

Pii daném fizeni o = {z,(ky,...,k,),n =0,1,...} a poCdtetnim rozloZeni p =
= (p1, ..-» p,) soustavy (1), (2) definuji rozloZeni pravd&podobnosti posloupnosti
{X,n=0,1,..,Y,n=12..) Z ptedchoziho vyplyvd, Ze toto rozloZeni
je ureno podmin&nymi pravd&épodobnostmi

(3) P(Xu+1 =Js Yusr = k|X0 =ie Xy =i, Y, =k, ... X, =1 Y, = kn) =
= p(i,j; zo(ky, - k) mlks Ju zkys oK)y, m=0,1, ..

Stfedni hodnotu a pravdépodobnosti pfi tomto rozloZeni budeme oznalovat Ey,

P(.).
»
Budeme se zabyvat celkovym olekdvanym vynosem do pfedem zvolené doby
N
@ u¥(p; @) = E3 Y. e(Xp-1, X Y3 2= 1(Y1, oo Yomt)) -

n=1

Zavedme aposteriorni rozloZeni pravdépodobnosti veliginy X,, vyplyvajici z pozoro-
vant Yy, ..., ¥,

(5) (I; = ‘I;(kl’ ) ku; (1)) = P‘:(Xn =Jl Y1 = kl,..., Y,, = k,,),
jel, n=12,...., ¢4 =p;, jel.

r-tici (g7, ..., ¢7) budeme znatit q" = q"(ky, ..., k,; ). UkdZeme, Ze existuje fizeni
maximalizujici (4), které zdvisi pouze na aposteriornich pravdépodobnostech.
K obdobnému vysledku by bylo moZno dospét i pfi ostatnich definicich vynosu.
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Nejprve vypiSeme Bayesovu formuli pro vypocet aposteriorniho rozloZeni pravdg-
podobnosti. Mdme dle (3)

PoXper =j Yooy = k| Y, =k, ... Y, =k)=
= ;P;"(X.. =i, X =5 Yy =k| Yy =k, Y, = k) =
= ;P;’(X,‘ =i|lY, =k .n Y, = k)P Xpey =Jj, Yoy =
=k|Y, =ki...Y,=k,X,=1)=

= 2o ) D05 2l o o) 7y s )
Odtud odvodime, Ze je jednak
6 P =k|Yi=k, .Y, =k)= Zi‘J;q,f w(i, j3 z) nlks . 2,) 5
jednak pH Y4y = k
(7) it = (gq? (i, J; 2) n(ks J, z,) (;qu? p(ir js za) m(ks 4, z,)) 7

Viimnéme si vztahti (6), (7). Pfedpoklddejme, Ze pozorujeme posloupnost
{Y,,, n=12, } a napocitdvdme postupné aposteriorni rozloZeni. Takto ziskdme
posloupnost r-rozmérnych nédhodnych velicin {Q", n =0, 1, ...}, kde

Q=p, =(0L...0)=q"....Y50), n=12,..

Je-li Q" =q = (4, ..., 9,) a hodnota parametru fizeni z, potom Q"' miiZe dle (7)
nabyvat pouze hodnot

(8) (%d: p(0, js 2) nlles J, 2)) (a4 p(3, 33 2) nlks j, 2) ™ =
7 L
=¢Xq;z), k=1,...,h,
kazdou dle (6) s pravdgpodobnosti
© YXaip(i s 2) nlks d, 2)
ij

nezdvisle na Q°, Q', ..., Q"L )
Vidime, Ze posloupnost {Q", n = 0, 1, ...} tvofi Fizeny Markovilv fetézec (s éiplnou

informaci o stavu soustavy) s mnoZinou stavil R, jejimiZ prvky jsou r-tice nezdpornych

&isel o soudtu 1 a s pravdEpodobnostmi pfechodu uréenymi vztahy (8), (9). Dokd-

Zeme, Ze lze nalézt fizeni

(10) C o={a@n=01.],

pro n&z (4) nabyvd maximdlni hodnoty. V (10) je z,(q) hodnota parametru ¥izeni
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., Y, je rovno q. To zna-

za pfedpokladu, Ze aposteriorni rozloZeni na zdkladé Y3, ..
..} postadujici k maxi-

mend, Ze informace o priib&hu posloupnosti {Y,, n =1,2,.
malizaci (4) je obsaZena v aposteriornim rozloZeni pravd&podobnosti.
Nejprve uréime maximum (4) pfi fizenich splitujicich (10). Oznagme

r(q, z) = Z”Z;qi p(i, js 2) nlks . 2) (i k3 Z), qeR,

odekdvany vynos za jeden piechod pfi hodnot& parametru Fizeni z, je-li poédtedni
rozloZeni pravdépodobnosti q. Oekdvany vynos pii platnosti (10) splituje vztah

(11) u™(q; w) = (q, 7o(q)) + }d%fg_q p(i, J; 2o(q)) 7(ks J, zo(q)) -

M (DK(q; 2o(q)); '), g€ R,
kde
q;2) = (¢3(q; 2). .., 0l(q; 2)), k=1,..,h,

o ={z,::(q)n=0,1,...}.

Na definici #%(q; z) v pfipadg, kdy (8) nemd smysl, celkem nezdleZi. (11) je bez-
prostfednim disledkem (8), (9) Optimdlni vynos stanovime z Bellmanovy rovnice,
kterd je obdobnou (4 § 6). Definujme postupné

#(0) = max 3. 2],
(1) #°(g) = ma [ 2) +
+ ;JZ)\Z([, p(i, j; z) (ks j, z) a(@*(q: 2))], qeR.

Je-li £(q) ta hodnota parametru fizeni, pro niz vyraz v hranaté zdvorce ve (12)

nabyvd maxima, potom dle (11) fizeni &y = {£¥ """ '(q),n =0, 1,..., N — 1} spliiuje

u™(q; &y) = #(q), g€ R .
DokdZeme, Ze pro libovolné w = {z,(k,, ..., k), n =0,1,...} a libovolné celé
Kladné N plati
(13) *(q) = uM(q;w), qeR.

Budiz q € R. Ozname

N
uplks, oo ks @) = EZ{L Y Xy, X Yisza-) | Yoo = ki Yo =k}

n=m+1

m=1,..,N-1, uo)=1u"(q;ao).
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Obdobou (2 § 6) je tento vztah plynouci ze (3)

(14) ul_ (kg oo ks @) = E2{e(X o1, Xy Vs Zmn) | ¥y =

N
=k ooy Yoy = kpoy} + E Y (Xo-1. X, Vs Zn—:)l Y, =
1

=t

=bkyy ooy Yooy = kpoy} = 1@ kys ooy ke 13 @), Zpe (R ooy Kipey)) +

+ );ngq',-"“(kl, oK1 @) P(is s Zge s (ks oo K q))
(ks Fy Zme (ks oo e 1)) 88K s s Ko s K5 @)
Postupng pro m =N — 1, N — 2, ..., 0 odvodime nerovnost
(15) W s ) < T (g K o )
Pfi m = N — 1 mdme
U=y (kgs o kyors @) = 1@ (ks oo ke 3 @), 2y (ks o k1)) £

< max @V (ky, o kyo @), 2) = 2'(qV ks s kyo g @)

Plati-li (15), dostdvdme ze (14)

uz—l(kl! RO SN w) < max [r(qm-l(kls R w), Z) +
AT (kg s K15 @) (L G5 2)
Tk

ks . 2) @ (WG (K o Ky 0); 2)] = @G (K Ky )

Tedy nerovnost (15) plati také pro m = 0. To v3ak je nerovnost (13), kterou jsme
chtéli dokdzat.

Rizeni fetézce s netiplnou informaci o stavu soustavy bylo pfevedeno na Fizeni
fetézce s uplnou informaci a mnoZinou stavit R. I kdyZ zdkladni principy Fizeni,
vyloZené v §§ 6—10 pro konetné fetzce se vztahuji na novy pfipad, nachdzeni
optimdlnich Fizeni z Bellmanovych rovnic se stdvd pomérné obtiZnym. Stejn& tak
odvodnéni limitnich pfechodt v § 9, 10 vyZaduje sloZitéjiiho matematického
apardtu.
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