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* Drobnosti z.geometrie elipsy.
Dr. Vdclav Sukdol, profesor reélky v Pisku.
2 2
- 1. Budiz M (a cos a, "b-sin ¢) bod ehpsy ( ) + (}L) =1,

b
V ném sestrOJme normélu

ax sin @ — by cos ¢ = (a? — b?) sin @ cos ‘ (1)

" a nanesme na ni od bodu M tsetku MM, rovnou délce poloméru
elipsy sdruZeného s polomérem OM. Soufadnice bodu M; jsou

2, = acos o + MM, cos A, Y =bsine + MM;sink, (2)

kdez A znadi thel normaly (1) s osou . Pondvadz

asin «
o tg;":.'bcosa’
- Jest dos P " beosa , | (3)
~_ Va?sin?a -+ b2cos?e ,
asina

(@

gin A =

Va’ sm” o+ b%cos? «

. Polomér a, = OM = |a? costa +-b?sin2a a tedy polomér s nim
sdruZeny b, = MM, = Ja®sin? a + b2 cos? e, takZe rovnice (3), (4) -
Ize psétl ta.kto o S -

MM, cos 2 = b cos a, @)
' . MM,sm/‘l—-asma .o ~(5')

- DosadIme-h tento vy'sledek do rovnic (2), obdrilme o
(a + b) cos a, ) . = (@ £ b) sin d. . (6)

e Gebmetncky'm mistem bodu M, je tedy kruzmce ky opsana.
" . kolem st¥edu O elipsy polomérem o+ b resp kruzmce ks
o 'sttedu 0 a poloméru a —b. ‘

2 Z bodu M [(a+b) cos a, (a+b)sma] ved’me k ehpse

B ’_M}ly-
HGERAECN MiN“b:ccosﬂ+aysmﬁ—ab-—0 \-_'; _-'; ]

M,S——bzcosy-{—aysmy—-ab—o (8)

o ph éemi — ]ak sna.dno vypoéteme i‘eéenim rovmce polé,ry bodu M B

. &' roynief vehpsy — plati L LG
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. b"czosaz—smcz]{(a&—i—b)"b1 — ah? V(g)

cos f = pEwa 5ot
-, b 2 b)? b2 — a?h?®
Vsu‘1ﬂ= s @ sma—l—cosa]/b(a;-l— 2 b2 —a ,(10)
b2 + b)2 b,2 — a?b? '
cosy = a_T_b ) cosa—l—smayb(;—t )2b2—a ’ (11)
b a?sin ¢ — cos e }/(a + b)? b2 — a2b?
smy = a+b " . R blg s.(12)
kdeZ znaéi - 7 ,
b, =} a®sin® ¢ + b2 cos? a. ‘ o (13)

Sestroﬁme-h v. bod® N resp. S normélu elipsy a naneseme-li na
ni tiseSku NN, resp. ;S'S1 rovnou délce poloméru sdruZeného s po-

lomérem ON resp. O, dospé]eme k ‘bodu N, [(a + b) cos B,
(@ -+ b) sin B], resp. 8, [(@ + b) cos ¥, (@ 4 b) sin p] na kruZnici k,.
Spojnice N,8, m4 rovnici

»m(smﬂ—smy)—i—y(cos;;—cosﬁ) (a—b)(smﬂcosy—

— cos B sin p).
Dosa,dime-h ‘sem hodnoty (9) aZ (12), nabude tato rovnice tvaru
bxcosa—[—aysma—-ab. (14)

To vﬁak je rovnice tetny elipsy v bodé M. Tétiva N,8, kruzmce k,
je tednou elipsy e.

, -Z bodu @, [— (@ 4 b)cosa, — (a + b) sin a] na kruzm01 k,
— soumérného s bodem M, podle sttedu O — vedme k elipse e
teény ' L : L o
QP =bzcosy + aysiny +-ab =0 (15)
QIR—bxcosﬂ-i—aysinﬁ-i-ab—O . (16) .
Bad dotyény P (— a’cos p, — b sin ) jest oviem soumémé sdruﬁen '

8 bodem 8 (a cos y, b sin ), bod dotyény R (—a cos. B, — b sin g)
8 bodem NN (a cos B, b sin §) podle stiedu Q. . :

. Tedna QIP protind kru¥nici k, jedt& v.bodd N, [(a + b) cos ﬁ,
(@ + b) sin ﬁ]ateéna Q,R jeité vbodé S,[(a + b) cos » (a b) sin y]
nebot pro obo;e tvrzen{ je spoleénou podminkou - .
ba+ b)cosﬂcos'y+a(a+b)smﬂsmy+ab-0 (17)'
: Ze tato podminka jest 1dent1cky sp]néna, snadno se pi-esvédéime' '
dosazenim hodnot (9) aZ (12) a pak (13).-.
Tedy tétlvy NlQl a 0181 kruimce Ic1 ]Sou teéna,m ehpsy e



R 52

Tro;uhelnik Nllel jest elipse e opsan a kruZnici &,
vepsan.

Ponévadz Q,9, j ]e teénou elipsy v bodé R soumérné sdruzeném
s bodem N podle stfedu O, jest @8, || M,N, a dile N,N je nor-
malou ehpsy \4 bodé N je tedy NN 1 @,S,. Podobné je patrno,
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26 SIS L N,Q1 Pruseéik H normél N1N a SIS je tedy orthocentrem
'_ A NIQIS’1 Jeho soufadnice ~obdrZfme feSenfm - rovmc =

,axsmﬂ—bycosﬂ (a’—b“)smﬁcosﬁ,;_ v (18)
axsmy—-bycosy—(a’—b’)smycosy , _,(1'9)

Tim obdriime, pnhliie]fce k rovmcim (9) az (12)

'. R .xg_—a [b'—— (@ + b)’ sm’ a] cosa, (20)

B
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ya =. b 7 [(a +0)° cos?a—at]sine. (21)

Zdvojmocnénim a sebtenim téchto rov_mc obdrzime
zg® + yr® = (a —b)%,
t..j. geom. mistem orthocentra A N,Q,8, jest kruZnice k,.

- Podobné je také A M,P;R, opsén elipse e a vepsin do kruZ-
nice k. Mame tedy dva Sestithelniky:- MNPQRS vepsany do
elipsy e a M,N,P,Q,R,S, vepsany do kruZnice k,. Spojnice vrcholi
MM,, NN,, PP,, QQ,, RR,, 88, jsou normalami elipsy e v bodech
M, N, P,Q, R, S. Uhloptitky MP,, N\@Q,, P\R,, @,8,, B, M;, 8N,
Sestitthelnika MIN1 1@1 RS, jsou tednami elipsy e v bodech N, P,
QRS M.

3. Potitejme deIky stran Sestithelnfka M,N,P,Q,R,S;:
M,N2= Q,R?2 = (a + b)? [(cos B — cos a)? + (sm f —'sin a)?,
N,P? =RS? = (@ + b)? [(cos B + cos p)? + (sin § + sin-p)?],

PQ® = 8;M2= (a + b)?[(cos « — cos p)? + (sin ¢ — sin y)?].

Dosadime-li sem hodnoty (9) a# (12),. obdriime V

M, N,? + NP2+ PyQ2 4 QLR12 + RS + 8, M2 =
= 8 (a? + ab + b?). (22)

Tedy soudet ¢tverct.stran sestluhelnlka M,NlPlQlRﬂS’l '
jest konstantni.

Poditejme délky stran Sestitthelnfka MNPQRS:
MN = ]/a2 (cos ﬂ — cos az)2 + b2 (sin B — sin )2,
il ey g (a A (23) ‘

Ponévadz bod N e + b) cos ﬁ, (@ + b) sin ﬂ] lez{ na teéné
" MN, =bzcosa +aysm a—ab =0,

= 2sm

platt ~b (@ 4- b) cos @ cos B —]— a (@ + b)sin a sin- ﬂ—ab = 0. ~(24)
Mimo to jest - “ . . '

- cos a cos 8 —l— sin e sin § = cos (f — a}. . (25)
Z rovnic- (24), (25) vypoéteme , : ' o

TR AN

oo

cos ¢ cos f = » b” [(a b) cos (ﬁ — a) — b],

»‘r, - ax

éina'sin,s'— ' vb s [a—v—(a-i—b) cos- (ﬂ—q)]



 RO&4 .
Odettenfm druhé z téchto rovnic od iu-vé obdrz{me

008 (a4 B) = (a@ 4 b)? c(;i(ﬁ;-a)—%b‘ (20

Dosa,dime-h tento vysledek do (23), vyjde

lt[N—-2(¢z+b)mn“ﬂ2 z... (27)
: Avéak z rovnoramenného A M,0N, plyne
M1N1—2(a+b)smﬂ 2“ (28)
Srovnanim (27) a (28) obdrfme tedy ' -
| o TG |
o Y=36tn) (29)
Obdobné jest také 7
= NP = PQP = QR
NP = "1t P it 5.2 S , R — .2 et S
2etd 9" 2a+n’ FT 2ty
. RS2 — SIM1
RS_2(a+b)’ S = 2@+d)
Sebtenfm téchto ¥esti rovnic obdrifme hledlce ke (22).
a?® + ab -+ b2

MN+NP+PQ+QR+RS+SM—4 . (30)

a+b

6. . i obvod éestluhelnika MNPQRS je konstantni.

. ‘4, Uvaéu]me nyni, co jest obdlkou t&tivy M,N, kruZnice k,.
Rovmce pifmky M,N, jest \

g sina——sinp _sin(B—a)
'.y_‘:xcosa—cosﬂ+(a+b) cos @ — cos f§

~M\°1ieme ]1 upra.vxtt na tvar

a:]/a’-——(a+b)"u—l-y]/(a-}-b)’u—-bz e

PR =(a + b) V(a"—b’)(l—u): A (31)‘
L kdei % = sm’ }(ﬁ-—a) ]e proménny parametr Denvu]me tuto "
'«‘,rovnicx podle w o ‘ » ,
| @Oz . @bry . V ﬂ
-.:-;V__--<a+b>-u Tesore=s" ‘““””_ RN
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Z rovnic (31), (32) vypoéteme

a4 2ab |/ a®— (a + b)2u
T a+b ]/(az—b’) I—uw’ (33)
_ 2ab + b2 |/ (@ + b)® u— b2 (34)

atb | @@= (1—u)
Délme rovnici (33) vj'ra.zem Ja? + 2ab, rovnici (34) vyra.zem '
]/2ab + b2, potom obé& zdyvojmocnéme a seétéme; &imZ vznikne
a2 ys
+
a4 2ab ' 2ab 4 b
Obalkou tétivy M,N, kru¥nice k, je tedy ehpsa &
konfokalnf s danou elipsou. JeJi poloosy ]sou Va’ + 2ab,
V/2ab + 02,

5. Hledejme déle, co jest obalkou tétivy MN ehpsy e. Rovnice
piimky MN jest

y—bsina

=1. (35)

b (sin B — sin «)
a (cos B — cos a)

(zx — a cos a).

MizZeme ji uvéstl na tvar
ba)a*—(a + b u + ayl/(a + b)au —br= ab]/(az-— b?) (1 —u), (36)

.'kdeZ op&t u = sin® {(f — a) je proménny parametr Denvaci podle u
obdrzime

_ b(a+b)2x‘+ a(a—i—b)’y _ abl/a?—b? (37)
Vat—(@+bPFu Y@+ b)tu—bt Vl-—u' :

'Z rovnic (36), (37) vypodteme '

) a(a?+ 2ab) ]/ a*— (a + b)’I B

Tt f@—ma—w

b(2ab-hb)"1/ @+bpu—>pb (39)

@+ 07 V=059 (l—u) N o
Ehmmaci u z té&hto dvou rovnic vychéz{ ném rovmce

(a+b2z . (a+bpy* 1. S (0)

‘ ~a*(a* + 2ab) - b*(2ab + b*) S :

Je tedy obalkqu tétlvy MN ehpsy e ehpsa e o polo- '

/a® + 2ab bV2ab + b2

- a
oséch atb T ath .
-’]est ehpsa e konfoké.lni 8 elipsou ea tedytaké 8 ehpsou €.

- Jak se snadno presvédéime,,

e

NCORE
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6. Body M,, N, vedme kruZnici k, orthogonilnou ke kruz-
nici k;. Stfed O;- kruZnice ks je pruseéxk piimek

x cos ¢ + ysm.q_a-l—b x cos f - ysxnﬂ_a-{-b
mé tedy soufadnice -

a-+b

m = b3 T 2ab [b (2a -+ b) cos @ — sin qV(a + )2 b2 — a?], (41)
_a+b 2%) sis T, (42
=m[a(a+ ) sin @ + cos e |/ (@ + b)? b2 —a2b?]. (42)

Polomér kruZnice k; jest

. o=V F R —@Top (43)
tedy jeji rovnice :
—|—y—2mx——2ny+(a+b)2—0 . (44)
Prisedik I pi{mek : '
MNl_bxcosa + a,ysma—ab =0,
NM,=bxcosf 4 aysinf—ab=0"

am bn
atb ath Dosadfmeh je do rovnice (44),

obdriime na levé strané rovnice
' (@ + b)* — (a® + 2ab) m? — (2ab + b2) n?, :

a zavedeme-li sem hodnoty (41) a (42), shledime, %e se tento
vyraz rovné identicky nule. Tedy kruZnice k,, protinajici kru¥nici %,
. orthogonélné -v bodech M, a N, prochazi prusetikem I piimek
MN, a NM,. Z toho pak plyne, Ze

' X NM0 = x MN,M,, ’ (45)
nebot’ jsou to v kruzxucl ks Ghly obvodové- nad tétivou IM,.

Ponévadz ¥ M,NN, = 90°, 9: M,MN, = 90°, jest étyfahelnik
M N NIM tétivovy, takze

- X MNM, = X MNM,. (46)

mé soufadnice ——

- Srovnénfm- (45) a (46) dostaneine

X MNM, = %E_NI_!I;O; ' (47)

‘ 7. Parabola p, kters se dotyka elipsy e v bodech N, S, mé4
patrnd osu rovnobézn&ou sespo;mci boduM se. stfedem(}useéky NS. )

__Bod C ma soui‘a.dmce
‘ ’E-— }a,(cosﬂ +008y)

i ab cos &
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7 =14b(sinf +siny) =

a?b? sin «
(@ + b) b,?
jak snadno vypodteme uZitfim hodnot (9) az (12). Z toho plyme

, (49)

n=~¢étge,
. bod C lezi na piimce OM,. Parabola »p ma tedy osu rovno-
béznou 8 piimkou OM,. :
Vedeme-li bodem N paraboly p Fimku NZ || OMI, jest
X ZNM,= X NM,0, (50)
nebot to jsou thly stifdavé. ' '
Srovname-li (50) a (47), vidime, Ze
X ZNM, = XMNM, (51)

t. j. tetna paraboly NM, jest osou thlu pifmek NZ a NM. Ohnisko
paraboly tedy lei v pimce NM.

Docela obdobné lze dokdzati, Ze ohnisko le# v piimce SM.
Ohniskem paraboly je tedy bod M. Tim jsme dokézali vétu:
Parabola dotykajici se elipsy e ve dvou bodech, jejichZ
tedny se protinajf na kruznici k;, ma ohnisko na elipse e.

Ridici prlmka. paraboly mé rovnici

xcosa-l—ysma——-d—O ) (52)
Bod N (a cos 8, bsin ) paraboly mé od fidici ptmky vzdélenost
—acosacos f—bsin asinp 4 d,

,a. od ohmska M (a cos e, b sin a) vzdilenost MN, ktera se podle (27)
rovnd 2 (a - b) sin? {(f — a), takZe

—a.cosacosﬂ—bsinasinﬁ +d=2(+ b)sin_zi(ﬂ.—-d),
z dehoZ vypotteme, piihliZejice k rovnicim (24) a (25),
a® +ab+ b2
a-+b

Tedy Fidicf primky parabol, které majl ohnisko na
elipse e a dotykaji se ji ve dvou bodech; oba,lu]i kruznici

d = (53)

a? 2
o stfedu O a poloméru -——%_{:—b .
Vzda,lenost ohmska, M (a cos a b sin @) ‘od ridlci primky

@+ ab + bt
a +’b

xcosa—i—ysma——- =0

/
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jest :
' ' . a? + ab 3 b?
—_— <2 oy 2 —
p=—acos?a—bsin?a + Y
_a? sin? ¢ + b2 cos? a
a-+b
Parametr paraboly, majici ohnisko na elipse e v bodé M a do-
tykajici se elipsy ve dvou bodech, jest

26 '
2p = P PR : (54)
kdeZ b, je délka polomeru elipsy sdruZzeného s polomerem OM

Osa paraboly mé rovnici

zsine—ycosa = (a—b)sinacosa. (55)
Derivujme tuto rovnici podle proménného parametru a:
zcos ¢ + y sin ¢ = (@ — b) (cos? &« — sin? a). (56)
Z rovnic (55), (56) vypotteme o ,
: ‘ x = (@ — b) cos® (57) -
y = — (@ — b) sin® a. - (58)
Eliminaci « z téchto dvou rovnic obdrzime
xt 4 yﬁ = (@ — b)%. ‘ (59)

Tedy obélkou os viech parabol, majicich ohnisko na elipse e
a dotykajicich se elipsy ve dvou bodech, jest asteroida.

' Sestr_ojeni tecen jistych kiivek rovinnych.
. Dr. Jan Schuster. - _—

1. V.ro¢niku X. na str. 51—54 tohoto dasopisu udan ]edno-
- duchy vznik n&kterych kiivek rovinnych. Zde chei podati dalif
pifspévek pro sestrojeni teden, takZe potom konstrukce pfejde
v proloZeni kfivky jistym opsanym polygonem.
- Budte dény dvé& kiivky prochéazejici poditkem soustavy
x=gt), y =tet); *=1yp(t), y= tap(t). :

-+ Na paprsku y = {z piidruzme k po&itku novy bod dvoj-
pomérem A k prisedikim s danymi kiivkami jako zdkladnim
bodtim. Hledany bod je pak urden rovnici
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