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jednotnosti, mohou byti velmi vyhodny v pfipadech, kdy kuzelo-
selka jest ddna formou, jak o ni hovofeno, nebo kdyZ jeji stfed
& drubé ohnisko ubihd z ndkresny, coZ se velmi tasto stdva
pti fezu hyperbolickém.

Piispévek k analytické geometrii kuZelosecek.
Dr. Karel Cupr.

Uloha nalézti osy kuzelosetky dané rovnicf

a,, 2 + 2a,,7y - ayy® + 2,3z + 2a5,y 4 a3, =0,
(a4, @yqy + « « g3 jsou tisla redlnd) Fedfvd se pravidelnd trans-
formaci soufadnic. V ¢ldnku tomto bude podéno FeSeni jiné,
transformaénich vzorci vibec neuzivajicf. TéZ nékteré jiné de-
taily budou odvozeny zptisobem jinym. VySetfovini provedeme
pro soustavu os kosotihlou, za tim itelem odvodime si dva.vzorce.

1. Je-li ddna soustava os svirajicich Ghel w, jest vzddlenost
dvou bodd M, (x,, v,), M, (x,, y,) déna dle Carnotovy vty

vyrazem :
=@ — )+ (4, — ) + 2 (2, — 75) (4, — ¥o) c0s @
Rovnice kruhu o stfedu (p, ¢) a poloméru r jest pak
@E—p)P+U—0*+2@E@—p)(y—qcoso=r~
Spojme body M,, M, se stfedem soustavy O; jest stano-

viti Ghel M,0M,. Zpisobem tymZ jako v soustavé pravoiihlé
odvodime, %e plocha trojihelnika OM, M, jest déna vyrazem

z, %

—1
4=3 .
Ty Yo

> — 1 y .
sin © = § (T,Y — Y1%,) Sin o;

jest viak téz
A4 = 3 rr, sin @,
kdez ¢ jest hledany thel
ry=a1 + 41 + 25,9, cos @, v; =5 + Y3 + 22,9, cos o.
Jest tedy

. LYy — Y, 2,) Sin @
smtp:(’-/9 r-'ll;za) ) )
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ddle
2, -+ Y, U5) + (2,43 + 2,0 cosw
cos ¢ = (7,7, Y1 Yy rEr; a 2th)
odkudz
tg g = @y —nz) sinow
@2y + ¥1%2) + (@,Y2 + ¥a7,) cOs @
Oznatme
Y K
‘JT:" = 4,, 'Zf‘ = 4,;
pak mime
. sing = (4, — A',) s o (1*)
V14 24, cos o 4+ A% V1 4 24, cos o 4 A2
€08 @ — (14 4,4,) 4 (4, 4 4,) cos »
‘p—V1+2A1 cos w + A 1 4 24, cos w + A2
tg = (4; — 4) sinw

(14 4,4 + (4, + 4;) cos » )
Jsou-li piimky rovnob&Zné, musi byti
A4, = A,, 2)
jsou-li k sob& kolmé, musi byti ¢ = 90°, &ili
14 4,4, + (4, + 4,) cos @ =0,

14 A4, cosw
A4, 4+ cosw ° ‘ )
2. BudiZz ddna kuZelosetka majief stied v konetnu (= cen-
trickd) rovnici

f(xy ¥) = a,,2* + 2a,,2y + a5,y° + 24,32 -+ 2a4,y + a5 =0.

Stfed kuZelosetky definujeme jako prisetik sdruZenych
priméri. Protndme danou kuZelosetku svazkem rovnob&Znych
pimek danym rovnict y = A= + b, kdez A jest velitina stdld,
b proménnd. Pak o abscissich prisetikd plati rovnice

(ay + 2a,,A+ag, A7) 2 + 2[(ay, -} ag34) b+ 4,3+ ay.4)] =
+ (@g90® + 2a550 + asa) =0.
Stred seény mé tedy abscissu
fe—— (@13 + 055d) b + (a5 + aqa) A

@y + 20154 + a4
pak poradmce sttedu jest n — A& + b.

odkudz
A, = —
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Eliminaci  z poslednich dvou rovnic obdrzfme rovnici
sdruzeného priméru ku priméru rovnobéZnému s pifmkou
y = Az 4 . Rovnice ta po nékolika tipravich znf

(2126 + a9m + a13) + (@106 + aen +a53) A=0. (4)

Na pfimce této lezi i stfed na$f kuZelosetky. Rovnice sdru-

* zeného priméru k ose X obdrZime poloZice 4 — 0; délme (4)
4 a polozZme 4 — o, tak obdrZime rovnici sdruzeného priméru
k ose Y. Stfed kuZelosetky jest tedy ddn prisetfkem pifmek

a, & + apn + a3 =0, (4%)
_ Qo€ + a0 + gy = 0, 4"
joZ tefeny dle £, % divaji soufadnice stiedu:
Q13 O3 21 O3
£—- Ggq Qg3 6=— (e Qg
T lan ay |’ - a3 Oy
Ay UOgq ) G013 Gy
Mé-li tedy kuZelosetka miti stfed v konetnu, musf byti
a Qg
'a — 11 12 O.
Qg dy 4:

Ndsobme rovnici (4*) £ a (4**) 7, jest pak, seteme-li
8116 + 28,080 + a5, 7* = — (815 + ag3n) (5%
-V dalsfm budeme pottebovat vyraz
als_g ~+ a7 + ag;.
Rozlozme determinant
D=|a,y ay ay

Qi3 G5 Q3g

dpy Qg a:al

dle elementid poslednfho fédku; jest pak

Ay Q-
a

a; O3

D=a
— ‘3 .
g Qg

— Qg3
A9 23

odkudZ snadno . obdrZime , ,
. . D
y3é + agen + a5, = 23 6**)

-+ @330,




287

Jest mozno, aby stfed kuZelosetky leZel na téze kuZelo-
setce? Pak by musilo byt

0,,8% + 20,580 + a3%® + 2a,5€ + 20y + a3 =0,
&ili
£ (ay,& 4 aym 4 ay3) + 1 (4,8 + a4 ay3)
+ (a,€ + “23’] + az3) = 0;

s ohledem na rovnice (4*), (4**) jest
a,38 + ayn 4+ ay; =0. (5**)

Rovnice (4*), (4**), (5**) nesmi pak obsahovati spor; musf
tedy byti

¢ili D.= 0. KuZelosetka takov4 neni jiZz kuZelosetkou v pravém
slova smyslu, zvrhd se ve dvé piimky protinajici se v bodé
uréeném dvéma z rovnic (4*), (4**), (5**). Z odvozeni jest
patrno, Ze D — O jest podmfinkou nutnou a postalujici, aby
kuZelosetka zvrhla se ve dv& piimky; pak nerovnina D == 0
jest podminkou nutnou a postatujici, aby rovnice f(z, y) = O
definovala kuzelosetku skutelnou, nezvrhlou; mé4-li tato byti
jestd centrickou, jest nutno, aby 9 == 0.

Uréime nynf tetnu ke kuZelosece v bods (a;:l, Y1) Vedme
piimku timto bodem a stfedem kuZelosetky; smérnice jeji jest

Z‘ _Z. Sdruzeny prumér k tomuto sméru jest rovnob&iny

8 tetnou v bodé (z,, y,). Z rovnice (4) vyplyva, je-li A smérnice
Jednoho priméru, %e smérnice sdruZeného priméru jest

A = % T + am
' A + amA
Jest tedy smérnice tetny déna vyrazem
Yo — 7

P11 + et z, — & _ a7 -+ Qi9Yy — (aué + am’?)

—_— - — a y
ays + ay, H a19%; + ga9; — (G108 + Gaa?)

A¢=~—
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kterfito zlomek s ohledem na rovnice (4*), (¢+*) dd
A= — an,@; + a9 + &,
ays%, + ¥y + (T
Znatme k vili strutnosti
an %y + any, + a; = fy
ay® + 0y, + 03 =1

pak jest
Ay = — —;—'—, (6)
2

a rovnice tetny
T=f.x+fo.y— (®f + 9f)=0. (6%)
Rovnice normdly jest, uzijeme-li vzorce (3)
N=(fy—ficoso)z+(—f, + fycos0)y (6*%)
- [xlfﬂ —nfy — (@ fr — nfy) cos 0] = 0.
Poznamenejme si je§té smérnici normély
A — Ja— [, cos o
ET i —fscos @
Ze sdruzenych primérd vynikajf prim&ry k sob& kolmé.
Zoveme je osami kuZeloseéky Smérnice 0s snadno urtfme: sméry

A an:.__au"l' 194

dyg + gy
dle vzorce (3) byti

A® (@13— g, c0s @) + A(a,3 —a55) +(a;, cOs0 —a,,) =0. (7*)
Mé-li byti jedna z os kuZelosetek rovnobéZna s osou
asetek, musf byti kofenem rovnice (7) 4 = 0; t. j., musi byti
01, €08 © — a,, = 0. M4-li byti jedna z os rovnobézna s osou
pofadnic, wusi bjti 4 ==oo kofenem rovnice (7); t. j.

2 jsou pak k sob& kolmé, musi tedy

(,, s & — a;, = 0,

Kruznice m4 nekone¢nd mnoho os; rovnice (7) poskytuje
pak pro A hodnotu neurtitou; jest tedy, mé-li kuZelosetka déna
byti kruZnicf,

‘ a9
== "tos "
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Existuji né&jaké telny, jez by Sly stfedem kuZelosetky?
Pak 3 pfimky

» ez + . y—@f +ufl) =0, o
anZ + Y + ay; ' =0,
130 + Ay + Gy - =0,

jdou jednim bodem; jest tedy
fi fo —@fi +u/)

| @11 Gy o Oyg
Qg Qg qy3

)

fi fu O
@i @Gy fi
Ay Gy fy

= a5,/ — 2a,,f\fy + a,,f; =0, 8%
pii éemZ s determinantem jsme provedli snadnou transformaci.
Tetny tohoto drubu zndme u hyperboly, jsou to asymptoty. *

Snadno odvodime podminku, aby kuZeloselka f (z, y) =0 byla.
hyperbolou. Rovnici (8*) 1ze téz psdt se zfetelein ku (6)

, ag A2 + 20,34t + 4,y =0, . (8**)
kterdzto rovnice podavé’smérnice asymptot. Maji-li asymptoty
bjti redlné, musi bjti a2, — a,,a,, = 0, &li 3 < 0. Pipad
9 > 0, jak hned uvidime, definuje elipsu; elipsa md tedy
asymptoty imaginirné. Aby jedna asymptota hyperboly byla
rovnob&zna s osou X, musi byti a,, = 0; je-li a,, = 0, jest
jedna z asymptot rovnob&né s osou Y; je-li konein&

a, = ay =0,
Jsou asymptoty rovnobézny s osami soufadmcovyml

Odvodme spoleénou rovnici asymptot. Jsou- 11 koreny rov-
nice (8**) 4,, 4,; jsou rovnice asymptot
y—n— A4, (@—§ =0,
, Y n— A @ —EH=0.
~Znésobenim obdrzime
=1 — (4 +4) g—n)@—§+ 4,4, c— =0,
Gl — pongvadz A, 4 A, = — 241 g4 =% _

2 oY)
U (y — )+ 2a,3(y — ) (¢ — &) + a, (@ — §)*=0.

19
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Dalsf dprava divd

a,x -+ 20,y 4 asiz?/g — 22 (a,,§ + a,m) _
— 2y (@45 + ) + a,,8% + 2a,,5n 4 ayy7?
= ay, &% 4 20,7y + a5,y* + 2a,5% 4 205,y — ;3§ 4 an

: . D
= 0,8+ 20,37y + a3,y + 20,5% + 2055y + a5, —3 = 0.

Je-li tedy d4na kuzelosetka f (x, y) = O, jes't spole¢nd rovnice
asymptot _
' R D ' KA
[y = 2 ' (8"
3. Dosud jsme predpokladali, ze D =5=0; je-li D =0,

degeneruje kuZelosetka ve dvé piimky, jichZ vzédjemnou polohu
urtime z rovnice (8**). Uréfme thel téchto dvou pfimek. Jest pak

to? (4, — 4,)*sin%e
P9 =TA+ 4,4) + 4, F 4,) cos o] *

Z rovnice (8**) plyne

4 + 4, =— "'_2;1: 3
_a
A4, = a:: ,

A, — 4, = VA4, 4 4,)* — 44, 4,;
jest tedy
- toto — — 4 (3,8, — a,,%) sin’w

9= (ap +az3—2a,,c080)%
4dsin’o
(201 A 033 — 23,005 @)*

9%

" (Dokongeni.)
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