Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Karel Petr

O raciondlnych ktivkach ¢tvrtého stupné

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 32 (1903), No. 1, 9--21

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/124077

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1903

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/124077
http://project.dml.cz

0 racionalnych krivkach ctvrtého stupné.

Dr. K. Petr,

professor 1I. gymnasia v Brné.

L.

Budeme o raciondlnych ktivkdch &tvrtého stupné ptedpo-
klddati, Ze majif tii dvojné body;*) =zvldstni piipad pak, kdy
dva nebo tii dvojné body se sjednotf, ze své vahy vylouéfme.
Zvolime-li pak ony tfi body dvojné za vrcholy trojahelnfka
soufadnic, 1ze rovnice obecné takové ktivky patrné psdti

(1) oz, =£,0000), ox, =105 @), oz =01,
kde
fit) = a? + 2t b, +ct:, i=1,2,3.

Na proménny parametr ¢ :#, mozno pouziti libovolné transfor-
mace linedrné a jest -tak vidéti, ze lze prevésti projektivnou
theoris raciondlnych kiivek tvrtého stupné na theoric ¢4 kvadra-
tickych forem, kterdito theorie neposkytuje prazddnych potizi.
Pii tom souasné zachovéna jest symmetrie vyrazi, ¢imz veskeré
vypoléty znaéné zjednoduSeny.

Chei ukdzati v ndsledujicim, jak snadno lze odvoditi z oné
theorie t¥f kvadratickych forem vlastnosti projektivné zmiuénych
kiivek. Z té pffeiny vypiSu nejprve formule pro potitdnf s tiemi
formami kvadratickymi, pokud ndm jsou potfebny, kteréito for-
mule ¢étendi' neznajfcf theorie forem snadno si miiZe verifikovati.
Lze je nalézti ve znamych ulebnicich od Salmona, Gordana,
Clebsche a j.

Ony tii formy kvadratické f,, f,, f, majf tfi kovarianty,
funk®nf to determinanty vidy dvou danych forem:

Py = (@yhy — as,) 17 — (a5 — @sCy) Uity - (By05 — €5by) £,
@, = (asb, —a,b,) & — . . .,
Qs = (a,0, — ab)) 8 — ..,

*) Viz pojedndnf Ed. Weyre ,0 raciondlnych Carach v roviné“. Ca-
sopis pro pést. math. a fys. roénik ‘VIIL str. 193. a n4sl: § IX. a X,
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& Sest invariantd D,;, D, D, . . ., kde
Da,,: Dki = AiC + Cilly — 2b§bk

a kone¢né invariant

a’h bl) cl
R=|ay b, ¢
as, by, ¢

Jest pak platna nejprve tato identita

Dll' DIZ’ D13
Dﬂl’ D22’ D23
Dav D32’ D33

Oznacime-li subdeterminanty tohoto symmetrického deter-

@) 2R? =

minantu 4,,, 4,,, ..., jest dale:
, 2Rp, = 4,, f, + Ao fo + i3t
(3) 2Rg, = Ay, fo + oy fo + oy [
2Ry, = 4, f, + 4o /2 + dys fs
“) 29 = '—‘szss + 2f2ofsDoy — fiDoy

®) 29,9, = f,/3Dy; — f1/2D1s — f1fsDya 1+ fi Doy

6) f1() . 9, (0) + 1o t) . o(u) 4 f5(8) - @5 (w) = R (tlul—t2u1)2'

Z formule posledni, ve které se vyskytuji dvé proménné,
s a kde tudfz argumenty za znaménky funkénimi jsou uvedeny,
plyne, klademe-li w —=1¢,

) . S19, + oy + S, =0

anebo se zietelem ku (3):

(8) dnff"}‘dzzf:‘f‘dssf:“*‘ 2412f1f2+24’13f1f3
+2A23f2f3:01

kterdzto identita md pro nds velikou dilezZitost.

Jednoduchy vyznam majf D,,, D,,, Dy, jsou to, jak patrno,
diskriminanty forem f,, f,, f; ndsobené dvéma. Resultant forem
fay Ja-jest 4y, analogicky vyznam majl A,,, 4,,.

Jestlize R = 0, lze vyjddtiti jednu ze tii forem na pri. f,
linedrné pomocf f; a f;: .
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Js = Af, + ufs;

tento v8ak pripad nutno z nasf dvahy vylouéiti, nebof pak bychom
mohli misto parametru £, :¢, zavésti do rovnic kiivky parametr
na pi. fi(?) : f,()*) a rovnice (1) by piedstavovaly ktivku raci-
ondlnou stupné druhého. Budeme tedy ovSem ptedpoklddati,
ze R jest od nully rozdilno.

Rovnéz 4,,, 4d,,, d,, jsou nutné od nully rozdilné; kdyby
totiz nma pf. 4, =0, mély by £, a f, a tudiZ i vyrazy pro z,,
z,, &, spoletnou miru a byla by kfivka rovnicemi (1) urcend
stupné ttetfho.

II.

1. Nejprve rozfeffme dvé obecné tlohy. Prvni jest: Jsou
dany na kfivce dva body, jichz parametry uréeny jsou obecnou
rovnici stupné druhého **)

9) @ f1(6) + e, fo(t) + @ f/,(6) =0.

Ve kterych bodech protind ptfmka tyto dva body spojujici kiivku ?
Tyto body jsou obecné ddny opét vovnic{ stupné druhého

(10) BLA1(@) =+ B S5(8) + B, f4(2) =O.
Maji-li étyti body (9) a (10) lezeti na piimce
Az, + Ay, + Ay, =0,

musi sou¢in vyrazd na levych strandch rovnic (9) a (10) lisiti
se od ndsobku vyrazu

A]fz(t)f:'-)(t) ’+‘ Azfl(t)fs(t) + Asfl(t)fz(t)

pouze o ndsobek levé strany identity (8), z ¢ehoz, jak patrno,
plyne ihned, Ze souliny «f,, a,B,, ¢;8, musi byti dmérny vy.
razim 4,,, 4,,, d,,. Primka tudiz spojujici body (9) protind
kiivku jesté v bodech o

(11) aye,dy f, -+ eyedy f, + a0,y fy = 0.

*) Viz cit. pojedndnf § IL. a ndsl.
#*) Ze tato rovnice jest obecn4, to plyne privé z predpokladu, ktery
jsme uginili o R.
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2. Druhy ikol, ktery rozieifme, jest: Nalézti podminky,
za kterych rovnice Sestého stupné

. (12)  Apofife + A S35 + . AALAE =0

uréuje na kiivece Fest bodli kuZeloseCky a ustanoviti ony dva
body, ve kterych ona kuZelosecka jeSté protind kiivku. Rovnice
(12) jest tvar rovnice, na kteryZ obecnd rovnice Sestého stupné
v ¢ (nebo jinak forma ttfetiho stupné v f,, f,, f;) se d4 pomocf
identity (8) prevésti.

Aby Sest bodd (12) leZelo na kuZelosetce, kterd protind
kiivku jesté v bodech

(13) B, /1(8) + B, fo(9) + B, £3(5) = O,

musime, zndsobime-li levé strany rovnic (12) a (13) a pouZivie
indentity (8) obdrzeti vyraz, ktery obsahuje pouze ¢leny

fifely 1=k, 121,
soudiny to xxz. Cleny tudiz obsahujici fif, musf odpadriouti

a dostaneme snadnym poltem jakoZto nutnou a postatujicf pod-
minku pro to rovnice:

B Ay _ ByAu,

4y, Ay
BoAgs, _ BsAgy,
(14) | dy T Ay
' B:xAmz — BlA‘.’,nl
Ay 4, "’
ze kterychzto ihned plyne rovnice _
(15) Ago - Agar - Avoe — Ao« Agia - Agyye

~ JestliZe tato rovnice jest splnéna, leZi body (12) na kuzelo-
seéce, mené-li pak splnéna, neledi na kuseloseéce. Rovnice pak (13)
a (14) uréujf ndm body, ve kterych kuZelosetka, jestliZe onémi Sesti
body prochdzi, protind kfivku.
Podobné by bylo lze feSiti tkol, rozhodnouti, kdy 8 bodd
uréenych obecnou formou ¢tvrtého stupné ve f,. f,, f; leZi na
kuZeloseéce a t. d.
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IIL

1. Piimka, kterd dotykd se kiivky v bodé ¢ —w, protind
kiivku je§té ve dvou bodech, jichz palametlv t dle (6) a (11)
jsou dény rovniei:

(16) 4,1 11(8) @o(u) y(w) 4 Aoy £5(F) Py (w) P, (%)
= gy f5() @1 (W) @, () = 0.

Polozime-li v této rovnici ¢ = u, dostaneme rovnici urcujici
parametry bodd, ve kterych méd pifmka s kiivkou styk troj-
ndsobny: rovnici bodd inflexnich. Dosadime-li misto soudini
@) @,(),... dle () a =redukujeme-li pomoci identity (8),
obdrzime rovnici pro inflexni body ve tvaru:

17 Fifed gDy + 13453 Dyy 1+ -
~+ fifofs (— R* — 2D, Dy, Dy, + 2Dy, Dy, Dyg) = 0.

Dle odstavce predchézejiciho jest okamzZité patrno: Inflexni body
leZi na kuZelosecce, kterd protind k¥ivku je§té v bodech danych
revnici

(18) Ay Dy fy + Ao difo + dggd,fy = 0.

2. Z rovnice (16) plyne ddle: Teéna v bodé u urceném
vztahem @ (%) = 0 protind kiivku v bodé dvojném f,(¥) =O0;
t. j. parametry bodd, ve kterych se dotykaji kiivky teény ze
dvojnych bodd vedené jsou ddny rovnicemi:

P.(f) =0, P,(t) =0, @,(t) = 0.

Zndsobenfm téchto tii rovnic a redukei pomoci (3), (D)
a (8) dostaneme, Ze Sest téchto bodid jest uréeno vztahem:

(19) 4R, 9,9, = ffod3Dys + f1f i dysDygs + . .
—+fifofs (— 2R* — 2D, D,;D,, + ‘)D11D22D33) =0.

Rovnice téchto Sesti bodl 1i8i se od rovnice bodd inflex-
nich jenom v koefficientu vyrazu f,f,f;, plati tudiZ pro t&chto
Sest bodd totéz, co jsme odvodili pro body inflexni, totiz:

Sest bodii dotyénych teden ze dvojnych bodd ku krivce vede-
‘nych lei na kudelosedce, kterdsto tymis dvéma body na kiivee
_ prochdzi, jako kuZelosecka inflexnich bodi.
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Zaroven jest patrno, Ze rovnici inflexnich bodi se zfetelem
ku (19) 1ze jednoduSeji pséti takto

4‘;719’2‘1’3 + R’f]fgf;; =0.

3. Tetny ve dvojném bodé f,(f) =— O protinajf kiivku ve
dvou bodech, jichZz rovnici najdeme, hleddme-li body, ve kterych

»KuZelosetka“ fi(¢) = O ktivku protind. Obdrzime tak jakozto
rovnici téch bodi:

dnfo 424, f, + 24, f, =0

a podobné dvé rovnice pro tetny v druhych dvou bodech dvoj-
nych. Zndsobenim levych stran téchto rovmnic dostaneme snadno
jakoZto rovnici Sesti prisekd teden ve dvojnych bodech s kiivkou:

Fifody oy dyy +f1 frdy dygdyg + ... =0,

ve kterézto rovnici nevytkli jsme ¢len obsahujfcf f,f,f; pro nds
acel nedilezity. Z rovmice oné jest ihned ziejmo, Ze pomér
koefficientd pfi vyrazech f:f, a f,f: jest tentyz jako v rovnici
inflexnfch bodd a plati tudiZ opétné:

Sest bodi, ve kterych protinaji teény ve dvojmych bodech
kiivku, lei na kuZeloseice, kterd protind krivku v tychZ dvou
bodech, Lterymi prochdzi kuZeloseéka inflexnich bodi.

4. Rovnice @:f* =0 uréuje osm bodd na kiivce. Téchto
osm bodi lezi pa ,kuZeloseéce®, jak bezprostfedn& patrno, nebot
lez{ téchto osm bodd na tefndch ze dvojného bodu f, =0 ku
kiivece vedenych. Rovnice tudiZ

Pl —@if; =
uréuje 8 bodd leZfcich na kuZelosetce, kterd prochdzi ¢tyfmi
priseky teten vedenjech ku kiivce z bodd dvojnyeh f, =0,
f: = 0. Av8ak dle (7)
PLfi — 91 fi = — 93 S5 (P S1 — P21)

a tedy: Ctyii priseky teten ze dvou dvojnych bodi, tieti dvojny
bod a dotyéné body teten z tohoto bodu ku kfivce vedenych
lezf na kuZelose&ce.
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1V.
1. Teény dvojné. Mé-li pifmka spojujicf dva rdzné body:
(20) MWMA+ 4+, =0

byti tetnou dvojnou, musf protfnati kfivku jest& jedmou v tychz
bodech, t. j. rovnice (20) a rovnice

Ay i+ Aoho oy fo + Mdodyy f3 = 0

musi byti (nehled& k libovolnému é&initeli) stejné. Zcela snadnym
poétem dostivdme tudiZ jakozto rovnice dotyénych bodG ¢&tyf
teten dvojnyeh:

T : Vit + Nty + V5, =0,
T, :—Va,, /i + \“4221‘2 + vdsafs =0,
T,: \;’Allf.l_VfEfZ +@3:Oa
T;: v41|f1 + vdz'zfz "‘Vdaxfs =0.
Soucin levych stran téchto rovnic poskytuje, pouZijeme-li identity
(8), vyraz kvadraticky vz, y, ¢ a leZl tudiz dotyéné body tecen
dvojnych na kuzelosetce, kterouzto vétu vSak hned jako speci-
elnf pfipad jiné obecnéjSi sezndme.

2. KuZelosecky tecné wve Ctyrech bodech. BudteZ ddny na
kiivee Ctyfi libovolné body; ucelné napiSme jich rovnici takto:

(22) A4\ fi+ By f* + Cdy, f + 2Dy, f, f,
+ 2B4,f\ 1y + 2F4d, f, f; =0
a najdeme podminky, za kterychito lze sestrojiti kuZelosecku,
jez se kiivky v téchto Ctyfech bodech dotykd. Povysfme-li na
druhou levou stranu rovnice (22) a zredukujeme-li pomocf identity
(8), dostaneme ihned tyto podminky ve tvaru:
A—F=+B-—-F),
B—D=+(C—-D),
C—E=+(A—E).
Zvolime-li si aspoii ve dvou z téchto rovnic znaménko kladné,
mdme samoziejmy piipad A = B = C; &tyfi body (22) lezf na
ptimce. KuZelosetky dostaneme pouze tenkrite, kdyZ zvolime

si dvé anebo tfi znaménka zdpornd, tedy celkem ve étyiech
"piipadech:

2D
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B, 2D =B +C, 2E=A-+C;
C, 2E=A+C, 2F =A-}B;
A, 2F=A-+B, 2D=B-}C;
2D=B+C, 2E=A+C, 2F= A+ B;

A
B
C

I

0o =

‘dosadfme-li do (22), zjedndme si tyto &yii systémy ctverin bo-
dovych, kde 4, w, v jsou libovolné konstanty

2Rf1(P1 + A’ldzsfzfs =0,
(23) 2Rf9, + 2’2413f1f:% =0,

RS9y + Ao S /s =0,

A9y + w9, +vfie, = 0,

pii CemZ je tfeba poznamenati, Ze posledni rovnice jenom zddn-
livé obsahuje dvé libovolné, jakz sezndme, ptipamatujeme-li si
identitu (7).

Souéin dvou vyrazit patticich ku jednomu systému, na pi.
soutin

CRA@; + 4,40, 11.15) CRA9; 454,11 1s)
lze psati [(3) a (4)]: '

- 2R2f§('_ffD22 + 2f1f2D12 "‘f:an)

+ ()":; ‘i’ }*lal) dlzf1f2f3 (dlsfl + A2sf2 'J." Aa3f3)

+ 445401115
t. j. jakozto kvadratickou funkei z, y, z a leZi tudiZ dvé ctveriny
bodii z kaZdého systému na kuZelosecce.

Takové Etvefiny bodové jsou ndm jiz zndmy. Jednak jsou
to dotyéné body dvou tecen dvojnych, neb takovéto dvé tecné
lze poklddati za kuZelosetku étyindsobné tetnou, jednak dosta-
neme, klademe-li v rovnicich téchto &tvefin bodovych za libo-
volnou konstantu O nebo oo, &tvefiny bodové se znimym geo-
metrickym vyznamem. Tak patif k systému prvému (a podobné
druhému a tiet{mu) tyto &tvefiny bodové:

1. Dvojny bod f, =0 a dotyéné body tecen z tohoto
dvojného- bodu ke krivce vedenych.

2. Dvojné body f, =0, f; =0.
3. Dvojné body teten dvojnyeh T a T,; piislugny para-
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metr md hodnotu 4, =1 ———\ 2l s jakz sezndme, zndsobi-

me-li spolu prvé dvé rovnice (21)
4. Dotycné body teéen dvojnyech T, a T,, 4, =1 +v424’33 .

V systému Cétvrtém jest zvldStnfm piipadem: dvojny bod
kterykoliv a dotytné body tecen z onoho bodu ku ktivce vede-
nych. Z toho plyne jakoZto zvld§tnf pripady véty svrchu uvedené
nékolik vét jako na pi.: Dotytné body dvojnych telen lezi na
kuzelosetce. Anebo: Dvojné body f, =0, f, = O a dotycné body
teten z téchto bodl ku kiivce vedenych lezi na kuZelosecce.

Jest pak patrno z vyrazu nahofe uvedeného, ‘Ze prolo-
zime-li jednou Ctvefinou nékterého systému svazek kuZelosedek,
tento svazek protind kiivku vesmés ve &tvefindch (a to ve vSech)
téhoz systému a bylo by snadno definovati kiivku &tvrtého
stupné raciondlnou, jakoZto prisek dvou svazki kuZelosecek
k sobé linedrné piifadénych a o spoleiné kuZelosecce.

V.
1. Soufadnice teny sestrojené v bodé ¢ kiivky jsou ddny
rovnicemi
(24) u=r9, =f9,, ow=r9,.

Aby teény Sesti bodl prochazely jednim bodem (a, b, ¢), jest tedy
nutna podminka:

af| ¢, + bf; @, +cf3 9, = 0.
Z toho na pf. plyne, Ze dotylné body tefen jednoduchych se-
strojenych ku kiivce z prisekd teéen dvojnych T, a T, jsou
ddny rovnicf 4
(25) vdnfl +V4’22f2 =0
a prochdzi pifmka tyto dva body spojujicf tretim bodem dvoj-
uym f, = 0 (11) a zdroven prisekem tecen dvojnych TT,*). Do-

*) Nebot (vgufx + VZI'-' f.+ \’gﬂf“)z - (V‘—’u fi + VZJQ fe ‘_'sts f3)?
=4 Vzaa Sy (v/_’nfx + v;_,/_)

9
<
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tyéné body teten jednoduchych z priseku T, a T,, pak z pri-
seku T, a T, a konetné z priseku T, a T, le#f, jak snadno se
dle (15) ptesvédciime, na kuZelosecce, kterd protind kiivku v do-
tyénych bodech dvojné teény T.

2. Aby tetna w, v, w v bodé ¢ kiivky sestrojend dotykala
se kuzelosetky >

au?® 4 bv? 4 cw? + 2dwv + 2ewu 4 2fuv = 0,
mus{ dle (24) byti splnéno
of L9 + bf 9 + ... =0.
Vyloutime-li z této rovnice @i, @i, ¢, ¢, @,,... pomoci (4)
a (b), dostaneme snadno obecnou rovnici uréujici parametry dva-
ndcti bodd, jichZz tetné dotykaji se jedné kuzelosetky.

Pomocf této rovnice snadnym poctem dokdZeme vétu: Ku
Sesti bodlim, jichZ rovnice jest:

(26)  fifuDgsdiy + 112 Dss dos + ... + A fo Sy,
kde A libovolné, lze vidy nalézti Sest bodd, jichZ rovnice jest:

(26")  SfifeDgg i+ 1S Dygdyg + ... + X1 o3 =0,

takovych, aby teény v téchto dvandcti bodech byly teény jedné
a téze kuzZeloseCky. Tato kuZzelosetka dotjkd se pro kazdé 4
dvou pevnych pfimek ve dvou pevnych bodech.
Koefficienty a, b, ¢, d,... v rovnici pifmkové této kuzelo-
setky se vyskytujfci jsou
: a = od,, — 2R?*D:,
b = od,, — 2R?*D},
@7 ‘ ¢ = ¢dy — 2R*D},
d=—od,, — 2R?D,, D,
kde ’ .
A+ AV =-—40—4(D34,; + Dyy 4y + Dy, 4))

a kde pro 4 a A’ jest platny vztah
1 .
(28) ’u"""z(l‘i‘”) ('— 10R* — 8D12 D13 D23 + 81)11 D22 Dss)

‘+‘ (Ra + 2012 Dx:s D23 - 2011 Dzz Das)
. (4R? 4 2Dy, Dyy Dy, — 2D ; Dy, Dyy) = 0.
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Podotknouti jest, ze body (26) i (26‘) odtindny jsou na kiivce
svazkem kuZeloseCek, jehozto dva zdkladni body leZf na krlvce
a dédny jsou rovnici (18).

Specidlnf pifpady svrchu uvedené véty jsou:

1. Tecny ve dvojnyjch bodech dotykaji se jedné Luzelosecky
(A= ).

2. Teény ze dvojnych bodi ke krivce vedené dotykaji se jedné
l-uZelosecky.

3. Teény v inflexnich bodech sestrojené dotykaji se jedné
kuzelosecky.

Viechny tyto tri kuZelosecky dotykaji se dvou primek ve dvou
pevnych bodech, coz plyne z vyrazil pro koefficienty a, b, ¢, .. ... 20.

KuZeloseCka ve vété 3. vytéend nemd jiz Zddnych tecen
spoleénych se kfivkou, nebof teénu v inflexnfm bodé jest nutno
titati dvakrate jakozto spoletnou tetnu kiivky a kuZelosetky.
Utinime-li tedy ve vztahu (28) 1= 14’, musime dostati rovnici,
jejizto jeden kofen odpovidd rovnici inflexnich bodd, totiZ ona
rovnice bude miti dle (17) kofen

4= — R* — 2D, D,y Dy, + 2Dy, Dy, Dy,
Druhy kotfen jest v tomto pkipadé (A —=41'):

4= — 4R* — 2D,, D)3 Dy + 2Dy, Dy, Dy

= —2(Dy, 4,5 + Dys 45 + Dy, 45,).
Tomuto kofenu odpovidd ¢ =0 a dle vztahi (27) ,kuZelosecka®,
jejiz rovnice jest
D:,u?+ D3, v + D7, w? -+ 2D,, Dy, wo -+ 2D, D, waw
—+ 2D;, D,y vu = 0,

a kterd ptedstavuje, jak ziejmo, bod o soufadnicich D,;, D,,,
D,,. Vedeme-li z tohoto bodu ku kfivce tecné, jsou dotyéné
body uréeny rovnic{
ff2Daad]3 + ff2D33A23 +

+ ("‘ 4R* — 4D12 Dﬂs sz + 2Dn D"z Das)flfzfs =0
a lezf na kuZelosefce téhoz svazku jako kuzZelosecka inflexnich
bodié a kuZelosetka prochdzejici dotyenymi body teen z dvoj-
nych bodd.

9%
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3. Jesté na jednu okolnost chceme poukdzati, kterd se ndm
zd4 byti zajifmavou. Vypocteme-li rovnice kuZeloseéky inflexnich
bodi, kuZelosecky prochdzejici dotyénymi body dvojnych tecen
a konetné kudelosecky, které se dotykagi tecny inflexni, dostaneme
snadno po fadé tyto rovnice

— 2R? (D,, 2?2 + Dy, 9* + Dyy 2> — D,y y2 — D, 222 — D, 2y)
. +D31‘dnx2+Dzzd‘Z'ly?_l_DiuASzz?

) 1
+ 4y, (E‘ Dy, Dy — “2_D§:;)?/Z+ e =0,

2R* (Dn z? —T‘ D22 y*+ Dss &) — 2yz 4, Ay — 22w Aoy Ay,
— 2wy Ay, 4y, = 0,
— 2R*(Dy, @ + Dy, * + Dy 2° + 2D, y2 + 2D, 22+ 2Dy, xy)
+4(D}, 4,,2* + D}, 45, y* + D}, 4,, 2*
+ 435 (Dyy Dy +- D3 yz ... =0,

a sezndme, Ze tyto kudelosecky patri k jednomu svazku.
Nebot rovnici tret{ dostaneme, ndsobime-li prvni 4 a druhou
tffndsobnou od ni odecteme.

VI

Ke konci budiZ je§té nato upozornéno, zZe zpiisob, kteréhojsme
uzili v predchdzejicim, neni jediny, jimZ prevésti lze theorii
raciondlnych kiivek &¢tvrtého stupné na theorii tif kvadratickych
forem. Predpoklddali jsme, Ze zndme body dvojné. Kdybychom
byli pfedpoklddali, Ze ureny jsou parametry dotyénjch bodid
tif teten dvojnych pomoci ttf rovnic kvadratickych, dostati jsme
mohli rovnice kfivky ve tvaru

29) o, =@, oz, =@}, ou,=2..

A vyrazy, které bychom byli obdrZeli, byly by rovnéz sym-
metrické vzhledem ku formdm a soufadnicfm. Aviak kazdy, kdo
pohlédne na rovnice urdujfcf tyto parametry (21), pozn4 ihned,
%e né&jak podstatné se tim neodchylime od projedndvdni theorie
na zédkladé bodd dvojnych. NeZ za supposice rovnic (29) lze
vySetfovati kiivku raciondlnou i v tom pifpads, ktery jsme hned
na potdtku vyloutili, Ze totiZz dva nebo tii dvojné body splyvaji.
Pak mdme ovSem je$té to zjednodufienf, Ze invarianty kvadra-
. tickyeh forem @,, @,, P, jsou viziny jednou nebo nékolika
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podminkami. Kdyby piimky urcené body @,, ®@,, @, sbihaly se
v bodé jediném, pak ani této cesty nebylo by lze pouziti.

Aviak mimo tyto dva zplisoby, sobé téméf ekvivalentni,
pievésti theorii kiivek raciondlnych ¢tvrtého stupné na theorii
tii forem kvadratickych, jest fada jinych, ale nesymmetrickych
vzhledem k systému soufadnic. Uvedeme k osvétlenf toho jeden
ptiklad, nechceme vSak nikterak tvrditi, Ze by volba soufadnic
v prikladé tom zvolend méla néjaké zvldstni vyhody.

Zvoliti si miZeme (jak lehko sezndme) jakozto rovnice
raciondlné kiivky &tvrtého stupné zcela obecné tyto rovnice:

ox, = (¢ w, —t,u,)° [(Aw, + Bu')t, + (Bu, + Cu,)%,],
ox, = (¢, u) — b, u))® [(Aw, + Bu))t, + (Bu" - Cu})e,1,
ox, = (ot - 2B¢, ¢, 4+ p83)? = D2

Tato volba soufadnic md snadny geometricky vyznam u,, w),;
w), w, jsou parametry dvou riznych bodd inflexnich, @ urduje
parametry detyénych bodd teény dvojné. Pak theorie pro-
jektivnd kiivky raciondlné étvrtého stupné se prevddi na theorii

tff forem kvadratickych, totiz formy @ a forem:

= (b — bl (8 0] — £,0) = at? 20,8, - et
F = A#? + 2Bt ¢, + Ct2.

Pomoci téchto forem a jich invariantd lze vypotlisti rovnice pro
vSecky projektivné prvky a formou rovmice vyjadiiti projektivnou
zévislost ridzoych prvkd (jako jsme to ulinili na jednom pif-
kladé¢ v odst. II.). Tak na pf. rovnice pro body inflexni jest

f["' 2Dy, D3sf2 + 6D12 D::sfF — 64, P — 12D12 D13 Fo
+ 34, @*] = 0,

pti éemz Dy, Dy maji tyZz vyznam jako v odst. I., jenom indexy
1, 2, 3 vztahujf se po fadé ku formdm f, F, @.

Jest patrno, Ze takovym zplsobem bychom mohli odvoditi
vlastnosti projektivné, na pf. dvojice inflexnich bodd, kteréito
vlastnosti p¥i zpéisobu v této praci pouZitém byly Gplné nepif-
Stupny, nez symmetrie vyrazd, kterd byla nasi hlavnf pomﬂckou,
jest dplné ztracena.
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