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Piispévek k sestrojovani
kuzelosecek dvojnasobné se dotykajicich.

Napsal

Jan Sobotka,
v. I. professor c. k. Ceské vysoké Skoly technické v Brné.

Sestrojovdn{ kuZelosetek dvojndsobné se dotykajicich vzalo
nepochybné sviij pivod v deskriptivni geometrii; v8echny kuZelo-
seCky v dané roving, které pevné kuZzelosetky se dvojndsobné
dotykaji, lze povaZovati za priméty, ze spoletného stiedu pro-
mitdni odvozené, kuZelosetek leZicich na ploSe 2. stupné, kterd
pevnou kuzelosetku md za ktivku obrysovou. Zvid§tnf zdijem
pro konstrukce kuZeloselek takovych vzbuzen byl hlavné dvéma
obsdhlymi pracemi J. Steinera, obsazenymi v sebranych spisech
jeho v 2. svazku str. 389. a str. 445. a zandSejicimi se specielné
dvojndsobnym dotykem kuzeloseéek s kiivkami kruhovymi. Steiner
uvddi vetsi ¢dst vét a konstrukef v pracich téch obsaZenych,
jak u ného byva zvykem, bez dikazu. Klassické odvozenf vysledki
Steinerovych poddvd W. Fiedler v pojedndni: ,Uber die Durch-
dringung gleichseitiger Rotationshyperboloide von parallelen Axen“
na zdkladé své methody o promitini cyklografickém (Acta mathe-
matica 5. 1884). Vétsinu vét a konstrukef zminénych odvozuje
elementarné a vyhradné planimetricky R. Schiissler v ,Archiv
der Mathematik v. Physik® IIL. Reihe, 2. Band, str. 1. Nemdm
zde Gmyslu, zabyvati se dosti bohatou bibliografif pfedmétu toho.
Chci zde pouze k jedné okolnosti poukdzati.

Podle Fiedlera uvazujme promitdni orthogonalné a kazdé
kitivce kruhové v roviné pfisuzujme vyznam obrysové kiivky
plochy kulové a zdrovei rotatnfho hyperboloidu rovnostranného,
iehoz ptimky povrchové jsou k primétné pod dhlem 45° na-
klonény. Pak jest kazdy bod 4 v roviné priimétem dvou realnych
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bodii, bud plochy kulové, kdyZz 4 lezi uvnitt, aneb hyperboloidu,
kdyz A lezf vné kiivky kruhové. Mdéme zde zvldstni piipad
imaginarné projekce koule v hyperboloid a naopak, jak o ni
ob§irné jednd Chr. Wiener v 2. svazku svého dfla o deskriptivnf
geometrii.

" K novym konstrukefm a k doplnéni znidmych konstrukei
Ize dojiti, kdyZ povaZujeme kazdy bod v roviné za stied kuZe-
lovyeh ploch opsanych ploSe kulové a hyperboloidu, jejichz
kiivky dotyéné, af jiZ realné neb imaginarné, maji patrné spo-
leény primét v polife bodu vzhledem ke kfivce kruhové ob-
rysové, a ddle, kdyZz kazdou pfimku povaZujeme za stopu rovin
tetnych obou ploch vytknutych. Presvédéfme se o tom ihned na
nésledujicim jednoduchém piipadé.

Uloha. Dvéma body A, B md se poloiti kuZelosecka o daném
stFedu a dané délce jedné poloosy.

Opisme danou délkou jakozto polomérem kiivku kruhovou
k o stiedu O. Tu, mé-li byti kuzelosetka moznou, dluzno roze-
zndvati dva ptipady.

Body 4, B lezi: 1) uvnitf; 2) vné kiivky k.

Co se tyka ptipadu prvého, vyhovuji aloze dvé ellipsy,
majic{ danou délku za poloosu hlavnf. V tom piipadé md uloha
jistou praktickou dileZitost a-z toho ohledu se ji zabyvali opétné
Holzmiiller, Hauck, Fiedler v Hofmannové ,Zeitschrift fir ma-
thematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht* r. 1898.

Ellipsa jest tu primétem priiseku koule s rovinou bodem
O a body na kouli, jichz priméty jsou 4 a B, prochdzejict.
Na zdkladé tom sestrojuje Hauck ob&é mozZné ellipsy na misté
prévé uvedeném. Nutno ale poznamenati, ze konstrukce ta se
dplné kryje s konstrukef, jiz podal R. Niemtschik jiz r. 1873
(Sitzungsberichte d. k. Akademie d. Wissensch., Wien, Band
LXVIL), ktery v celé fadé pojedndn{ v uvedenjch zpravich
uveiejnénych se zabyva kuzelosetkami dvojndsobné se dotykajicimi
na onom zdklad®, ktery jsme zde v tvodu uvedli. Provedeme
piipad druhy, kdy 4 a B lezi vng ktivky k. Povazujme A a B
za stfedy kuZeli K,, K;, resp. H,, H; opsanych kouli resp.
hyperboloidu.

Kuzele K., K; rovnéz jako H,, H; se proto budou pro-
tinati v kuZeloseckdch, jichZ roviny budou promitacfmi. Vedeme-li
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tedy z A a B tetny ku %, budou tyto tvofiti Gplny &tyrstran.
AB jest jednou jeho twhlopfiénou, ostatnf dvé dhlopfiény R/, S’
jsou priméty rovin, v nichZ leZ{ kuZelosetky k., ks resp. A, hy;
spoletné kuzelim K,, K; resp. H., Hy. KaZdd z naSich kuzelo-
seéek miize byti hyperbolou, ellipsou neb parabolou.

a) BudiZz na pf. £, hyperbolou, jak tomu jest v pfipads
obr. 1. vyjidteném, a nazveme m, » jeji asymptoty. Tyto jsou
patrné stejnosmérny s dvéma piimkami ., », soumérn¢ k pri-
métné poloZenymi kuZele K. a rovnéZz s takovymi dvéma piim-

Obr. 1.

kami my, ng kuzele Kz OpiSeme-li nyni kouli, za zdklad konstrukee
slouzicf, plochu vélcovou M stejnosmérnou s pfimkou m, budou
pro ni m,, msz dvéma pifmkami povrchovymi. Stopa vélce toho
bude tedy ellipsa u, dotykajicf se ve svych vrcholech vedlejsfch
kiivky kruhové k a prochdzejici body 4, B. Ellipsa ta vyhovuje
tudiZ nasi tloze. Plocha vilcovd N, stejnosmérnd k », jest ku
M vzhledem k primétné soumérné poloZena, md tedy s M
spole¢nou stopu a nevede k nové kifivce iloze hovici. Ellipsu
« obdrZfme tedy, kdyz vedeme ku R’ = &, priimér kolmy kfivky %,
ktery jest osou vedlej$f a pak primér stejnosmérny; na tomto lez
osa hlavni. Dalsi sestrojeni ellipsy jest znidmo. Vedeme-li bodem
1
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A ku R’ stejnosmérku aZz protne £ v 1 a kolmici, kterou pro-
tneme pirfmkou O1 v bodé 2, pak jest 02 délka velké poloosy.

Budiz za druhé v Gvahu vzata kuZelosetka, zde na pi. kg
ellipsou ¢&ili hyperbolou o imaginarnych asymptotdch. V -tom
ptipadé bude i pifslusny vélec dotyény s kouli imaginarny;
stopa jeho v ale bude nicméné kuzelosecka realnd, a to hyper-
bola, kterd bude mfti za osu hlavn{ primér kfivky % kolmy ku
8 = kj. To vychdzi z ndsledujictho.

Je-li %y ellipsou, jest ks hyperbolou o asymptotich p, g
gsoumérné k primétné polozenych.

Na kuzeli H, jsou tedy pifmky p., g. na kuZeli Hz pifmky
Pp, qp prisluSné s asymptotami témi stejnosmérné a krivka v
jest pak spoletnou stopou ploch vélcovych P, Q stejnosmérnych
s p resp. ¢ a hyperboloidu rovnostrannému opsanych. Sklon

-pfimek p, ¢ k primétné jest mensf nez 45° o cemZ se pie-
svédéime, kdyZ prolozime piimkou p. rovinu promftaci P,, pro-
tinajfc{ hyperboloid v rovnorameuné hyperbole; patrné jest p;
tetnou této hyperboly majicf v p osu vedlejsi, z éehoZ plyne,
Ze sklon teény p, od primétny jest mensi nez sklon asymptot.
Ndsledkem toho bude se plocha vdlcovd P dotykati hyperboloidu
podél hyperboly a stopa v plochy té bude rovnéZz hyperbolou
prve vytknuté vlastnosti. Mdme tedy ndsledujfci sestrojeni
kiivky v.

Vedeme primér kiivky % kolmy ku S’:Io},; tento jest
osou hlavni; ddle vedeme osu vedlejs{ stejnosmérné s 8’ a spu-
stime k nf kolmici s bodu B; od paty B, kolmice této-naneseme
na osu vedlej§f délku B,C, poloméru kiivky %, rovnajicimu se
délce poloosy hlavni a zminénou prévé kolmici protneme kiivkou
kruhovou o poloméru BB, a sttedu C,; body prisetné 3, 4 nd-
lezeji dle zndmé konstrukce asymptotdm hyperboly, ¢imz tato
jest 1plné stanovena.

Je-li konecné jedna z kuzelosecek k., kg, k., ks parabolou,
pak jedna ze Zidanych kuZeloseéek u, v rozpadd se ve dvé
‘stejnosmérné teény ktivky k.

_ Mohli jsme provésti konstrukei téZ jinym zpisobem, totiz
tak, Ze bychom direktné vyhledali rovnob&zné pifmky po-
vrchové na kuzelich K., K; resp. Ho, Hp. Za tim tcelem
posuime kuZele K., Kg, jakoz i H,, Hs rovnob&zné tak, aby
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mély viechny v nové poloze K, K, HJ, HJ spoleény vrchol

-v bodé O (obr. 2.). V poloze této uréime prisek kuzeld K, Kf
s kouli, kuzelt HY, H} s hyperboloidem rotatnim. Vedeme
tedy bodem O rovnobézky k teéndm ktivky % z bodu 4 vychd-
zejicim. Rovnobéiky ty uréuji na % dvé tetivy a), a, stejno-
smérné k tetivé styéné bodu A. Tetivy ty lze povaZovati -za
priméty kiivek kruhovych a,, a,, v nichZ Kf na$i kouli protind.
Obdobnym zplsobem -se sestrojf pak priméty b,, b, kfivek
kruhovyeh, v nichz KJ kouli tu protfnd.

Kuzel H. dotykd se hyperboloidu podél rovnoramenné
hyperboly, z ¢ehoZ ihned soudime, Ze roviny, v nichZ lezi k¥ivky
a,, a,, protinaji hyperboloid rotaénf i kuzel HI v totoznych
hyperboldch rovnoramennych a,, a,.

Obdobnym zpiisobem obdrzime priseky b,, b, kuzele H
s hyperboloidem rovnostrannym, pfi éemz opét b}, = &, b, =¥b,.

Pifmky o, a),, b, b, ¢ili a), a), b, b, tvo¥{ rovnobéznik,
jehoZ tihloptiény jsou priméty spoletnjch pifmek kuzeld K,
Ki resp. HY, Hf, a to kuZeli prvfch pro protilehlé vrcholy
rovnobéznika lezict uvniti %, kuZeld druhych pak pro vrcholy
lezfci zevniti %. Ijhlopfiény ty jsou priméty pro sméry ploch
vélcovych budto ploSe kulové aneb rovnostrannému hyperboloidu
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rotaénfmu opsanych a jest z didvodu toho jedna z nich osou
kuZelosetky u, druhd osou kuZelosetky ov.

Je-li na pi. w ellipsou, jejiz osa hlavni =’ je spojnict
bodu ., sbodem a,b,, pak jest primér U, U, kfivky % kolmy
k m’ jejl osou vedlejsf. Ddle povazujme rovinu, pfimkou =/’
kolmo k nasi roving poloZenou, za rovinu ndrysnou; prisecné
body kiivek a,, b, maji sviij ndrys v koncovych bodech tetivy
kiivky % bodem @b, kolmo k »’ vedené. Budiz M jeden z bodi
téch, pak uddvd m — OM smér plochy vélcové nasf kouli opsané
a U, U, primér jeji v roviné ndrysné lezici a kolmy k roviné
plidorysné. Vedeme-li tedy bodem U, stejnosmérku k m, protne
ném tato s’ v ohnisku F ellipsy w. Je-li Zidand kuZelosecka
hyperbolou, jako zde kfivka v, jejiz osa vedlej$i »n’ jest spojnici
bodu a0, sbodem )b, pak jest prémér V,V, kiivky & kolmy
ku »’ osou hlavnf hyperboly ». OpiSeme-li ddle nad tsetkoun
omezenou body O a a.b, jakozto primérem kiivku kruhovou
protinajici & v bodech I, II, tu jsou piimky OI, OII asymptotami
hyperboly », ¢imZ% tato jest twplné urcena. Abychom sprdvnost
konstrukce této seznali, mysleme si, Ze jest N jeden spoleiny
bod hyperbol a,, b, a tedy ON = n smér plochy vélcové hyper-
boloidu opsané, majfef v za stopu.

Bodem N prochdzeji dvé pfimky hyperboloidu NI a NII
Jsou proto roviny ONI, ONII dvéma jeho rovinami te¢nymi
stejnosmérnymi s . Jejich stopni ptimky OI, OII se proto
stopy v vdlce dotykaji; jelikoz ale stredem O kiivky v pro-
chézejf, museji byti jejimi asymptotami.

Z konstrukef téch lze dalSi konstrukce kuZelosedek danych
kruhi dvojndsobné se dotykajicich odvoditi; my zde se chceme
jen jeSté zminiti o ndsledujici tloze.

Sestrojiti jest kuseloseku danou tremi body A, B, C a kitkou
kruhovou k, které se md dvojndsobné dotykats. _

Zndm4 konstrukce ilohy té jest ndsledujicf. Jsou-li body
4, B, C uvniti k, odvodime si ktivky kruhové o stiedech A,
B, C tak, aby byly kfivkou % diametralnd protnuty. Kolmice
ze stfedu O kfivky % k osdm podobnosti téchto kiivek kruho-
v§ch jsou osami onéch &yt kuZelosetek, které nasf tloze vy-
hovujf. Lezf-li. body 4, B, C zevnité %k, pak sestrojme kiivky
kruhové, majfci stfedy v téchto bodech a protinajici % ortho-
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gonalné a odvodme osy podobnosti téchto tif kfivek kruhovych;
pak jsou kolmice z O na tyto osy opét osami onéch étyf kuzelo-
sedek, tloze nasi vyhovujicich. *)

My chceme zde ptihlizeti jenom ku p¥ipadu, kdy body
A, B, C lezi vné kiivky %, ponévadZ tu obdrZime Fe§enf, piipad
ten zvldst charakterisujici. Povazujme opét % za kiivku obrysovou
plochy kulové a rovnostranného hyperboloidu rotaéniho s osou
kolmou ku rovingé kiivky %, kdyz opét stted O této kiivky &
jest spoleénym stfedem obou ploch.

Z bodu A vedwme teény a@,, a,, z bodu B teény b,, b, a z bodu
C tetny ¢,, c, ku ktivce k; tecny ty jsou pifmkami obrysovymi
ploch kuzelovych K., K;, K, resp. H., Hy, H, majicich své
vrcholy v 4, B, C a dotykajicich se plochy kulové, aneb, pokud
se tyce, hyperboloidu rota¢niho. Plochy kuzelové K,, K;, K,
a rovnéz i H,, H;, H, budou se protinati po dvou vidy ve
dvou kuzelosetkdch, jejichz priméty budou uhloptiény v étyr-
stranech, jichz stranami jsou vZdy dva z téch diive sestro-
jenyeh pard tecen ku k. Tyto tdhloptiény se budou sbfhati vidy
po trech v jednom bodé. Kazdy takovy bod jest primétem dvou
spole¢nych bodd k primétné soumérné polozenych budto kuZelit
K., K;, K, aneb kuzeld H., H;, H,, jak z dosavadnich dvah
bezprostiedné vychdzi. Ostatné jsou zminéné takové tii whlo-
pfi¢ny dhlopti¢nami jednoho 3estitihelnika z tecen a,, a,, b, b,,
¢, ¢, utvoreného a musf se proto dle véty Brianchonovy v jednom
bodé stykati. Naopak mizeme v tom, Ze takové tii dhloptiény
v jediném bodé se stykaji, spatfovati t6Z jeden dikaz véty
Brianchonovy na zdkladé uvah prostorovych, coZ zde budiZ jen
mimochodem podotieno.

Budiz tedy bod Q jeden ze spoleénych bodd kuzeli K.,
Ky, K, aneb kuzeld H., Hz, H,; pak jsou pifimky Q4, @B, QC
tti piimky dotykajicf se plochy kulové resp. hyperboloidu.

Povazujeme-li tedy Q za vrchol kuZele, ktery jest kouli
resp. hyperboloidu opsdn, bude jeho stopni kfivka # prochdzeti
body 4, B, C a dvojndsobné se dotykati kiivky % a patrné
jest k viilli soumérnosti se zde vyskytujici Q'O jednou osou

*) Viz na pf. v uvedeném pojedndni od Fiedlera str. 347.
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kuzelosetky u, a ddle jest poldra bodu Q’ vzhledem ku % tetivou
styénou kiivek % a w.

Méme tedy ndsledujici FeSeni nasf dlohy.

Z telen a,, a,, b,, b,, ¢, c, utvorime jednoduchy Sestistran
tak, aby primky v parech a,a,, bb,, c.c, byly v ném stranami
protilehlymi, pak jest primér krivky kruhové k smérujici k bodu
Brianchonovu Q' Sestivihelnika toho osou kuZelosecky prochdzejici
body A, B, C a dvakrdte se dotykajici kiivky k.

Mozné, od sebe riizné, Sestistrany jsou tu:

a, blc]¢z2b202 )
a,b,c,a,b,¢,

a,b,c.a,b, co ,
a,byca.b, ¢,

tak Ze jsme vskutku vedeni ku ¢tyfem kuzelosetkdm tdloze vyho-
vujicim. Ze pii teSeni ilohy :
Ma se sestrojiti kuZelosecka, dané krnky kruhové dvakrdte

se dotykagici, jsou-li ddny i tecny jeji, z niché kadd krivku k
protind, dospéjeme k vysledku dualnému, vysvitne, kdyZ obrazec
pravé nabyty polarisujeme vzhledem ku k. Protind-li % te¢nu
jednu v bodech 4,, 4,, druhou v bodech B,, B, tiet{ pak
v bodech C,, C,, obdrzime jednoduché Sestinhelnfky kiivce %
vepsané :

4,B,CA,B,C,,

4,B,C,4,B,C,

AIB201A2B1 Cz;

4,B,C,A,B,C,,

jejichz ptfmky Pascalovy jsou tetivami styénymi mezi £ a kuzelo-
setkami Z4danymi, kdezto kolmice k nim ze sttedu O kiivky %
vedené jsou osami. jejich.

Dalsi disledky konstrukei uvedenych, jakoz i ptevedeni
dloh na pifpad obecny, kdy % jest libovolnou kuZeloseckou,
poddvdme na jiném mfsté.
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