Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Bohumil Machytka

Speciélni grupy Gg und G4 rovinnych involuci a kfivky k nim invariantni

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 55 (1926), No. 3, 245--253

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/124058

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1926

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/124058
http://project.dml.cz

Specidlni grupy ©, a 6, rovinnych involuci a k¥ivky
k nim invariantni,
Napsal Boh. Machytka.

V préci ,O jistych grupdch Jonquiérovych rovinnych involuci“?)
zabyval jsem se studiem grupy 16. stupné G,, kvadratickych a ku- *
bickych rovinnych involuci, jeZ jest dokonale uréena skupinou pé&ti
bodli A,, A;, — — As Vv rovin& obecn& poloZenych a vyzna&na tim,
Ze reprodukuje oo’ kfivek stupn& 6n, (n=1, 2,...), které maji
v péti bodech (A) body 2n-ndsobné a tvoii jisty linerni systém
Zf",‘ jehoZ dimense r="(n2+ 3).
se grupa G,, redukuje v grupu &, resp. @, pfi zvlastnich polohdch
zdkladnich pé&ti bodli a sice 1. ]esthie tfi z nich leZi v pfimce,
2. jestlize dvé& trojice bodové leZi v piimce. Chci nyni doplniti vy-
Setfovani t&hto dvou pfipadfi hlavné po strance analytické, zvI4sts
pak ukdzati, kterak se redukci grupy Gy v G resp &, zmé&ni

charakteristické linerni systémy 2, v systémy Z, resp. Z re

1. V prvém piipad& nechf lezi body A,, A;, A; na pfimce p
a spojnice r = A, A, nechf seCe pfimku p v bod& /II. [Viz obr., kde
body skupiny (A) jsou znaceny toliko indexy.] Jsou-li i, A, k tfi riizna
lisla, je maji n€kterou z hodnot 1, 2, 3, ozname ty dva diago-
ndlné vrcholy &tyfrohu A, Ax A, Ab, které _nele%i na pfimce p,
znaky I; I; a /]; a sestrojme dale kuZeloseZku ci, které se dotykd pfimek
A/ A, a AjAg v bodech A,, A, a prochazi mimo to body Ipa Il
~- podmince Pascalové& jest vyhov&no. KuZelosetky takové jsou tfi.
nebof i=1, 2, 3. VSechny tfi spolnice I I; protina]f piimku r
v témZe bod& S pfi CemZ jest (A, A;SII)=—1.

Grupa G,, pfislu¥nid k této skupin& p&tibodové (A) redukuje
se v grupu osmého stupn&€ &, sloZenou ze tif obecnych kvadra—
tickfch inversi J@ (A; C?). o stfedu A; a zdkladni kfivce C?,
t¥l kvadratickych involuci tfidy prvé T® a z involutorni lineérni
centrické homologie H® o ose p a-sti‘edu S. Pfi tom jest invo- -
luce T@ urlena svymi hlavnimi body A,, A, A/ a pdrem bodii
korespondenénich An, Ax.

2«') Spisy vydavané pﬁrodevédeckou fakultou Karlovy umversity R. 1925,
“-58 ’ str. 5.

Ukdzal jsem zérovefi, kterak:
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Komutativni grupa @&, reprodukuje kaZdou ze tfi kuZeloseCek
C?; na kfivce C? vznikaji tak tfi bodové involuce: involuce g; (An;
ArS) o stfedu Ax a ose A,S vytvofend inversi J? a mvoluci T?,
obdobn& involuce g} (Ak, AxS) vytvotend transformacemi /¥ a 77,

a posléze involuce g; (S; p) vytvofend homologii H® a trans-
formacn T%. Odtud plynou pfimo tyto vztahy:

KaZdé dvé kuZelosecky CiaC? protinaji se mimo_body 4,, As
v dalich dvou bodech By, Dy, které lezf na spojnici SA, pfi tem?
te¥ny v nich-sestrojené ke kiivce C? se sbihaji v bod& A; a opatn&
tefny v nich sestrojené ku Ci jdou bodem A, Body By, Dy jsou
samodruZnymi body involuce 7%; dal$i dva samodruzné body této
involuce jsou zfejm& priisediky Ex, Fr kuZeloselky Ck s piimkou p.
Ctytroh B Dy Ex F« mé4 diagondlnf trojtihelnik A, A; Ax.

'Z komutativnich soutinfi

' T(z) 7-(2)— T7®; ‘ )
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l.) HO, T(?) = j:(?)' qu j(?)'E T(?)’ T(l?). j(%) = HW;
T(?) . j(l? = j(i), j(lzzl- j(ﬁ) = T(?), .

plyne existence podgrup: zdkladni podgrupy G,: 1, 79, 79, T9;
tH podgrap RY: 1, HO, T?, P a ti podgrup Q¥: 1, 7, J?, J2.

Grupa @, jest zvl&stnim piipadem grupy G, sloZené ze tfi
kubickych inversi a &tyf kvadratickych involuci lridy prvé?) kterd
jest co podgrupa grupy G,, tim vyznalna, Ze reprodukuje co!
kubickych kfivek jistého svazku. Reprodukuje tudiZ i grupa &,
kubické kfivky jistého svazkuzl, ktery jest tim charakterisovdn,?)
Ze proménnd ktivka K3 tohoto svazku prochdzi péti body A,, A,,
— — A; a sele piimku r = A, A, v dal§im bod& A, ktery tvofi

na této kfivce s body A4,, A,, A; Ctvefinu bodli konjugovanych,
které maji spoleZny bod tetnovy. Jeito body A,, A,, A, leZi na
piimce p, musi byti &tvrty bod A inflexnim bodem pro pi‘x’sluﬁnou )

kfivku K3 a pHimka p jeho harmonickou poldrou. Kfivka K} jest
tedy reprodukovdna linedrni centrickou involutorni homologii H®
(A; p) a jezto jest té% invariantni vzhledem k homologu HO(S; p),

musi byti A=_S. Prom&nné kfivky svazku Z prochdzeji tedy
dalsfm pevnym bodem S pfimky r.

Grupa @, reprodukuje tedy kubické kfivky, které
maji spoleény inflexni bod S, dotykaji se pfimek S4,, -
SA,, SA, v bodech A, A, A, a prochézeji dal¥imidv&ma
"body A, a A, tvoFice svazek ., Inflexni tedny v bod& S
ke kfivkdm svazku tvofi svazek; kfivka, kterd se dotykd v bod& S
ptimky 7, jest nutné reducibilni a "sklada se zfejmé z primky r
a dvojnisobn& vzaté pfimky p. Podobn¥ jest zfejmo, Ze ta kfivka
svazku, kterd se dotykd v bodé S pifimky r,= SA;=B:D, ;est
sloZena z této pfimky r; které jest invariantni k podgrupé RY,

a tudiz z dal3i kuieloseéky K?, kterd musi byti k téZe podgrupé
invariantni a kterd tedy musi pfimce i odpovidatl ve zbyva]icich
transformacich grupy G.

" Skute¥nd pfevadyji transformace J2 @ 7@ 1@ pi‘imk‘,u;n‘
v touZ kuZelosetku K7, kterd prochizi bady A,, As, By, D, Ap Ax
av poslednich dvou bodech se dotykd pfimek .r, a ry. KuZelo-
setka K? niledi svazku [C,., Ck], — kaidé kuZeloselka tohoto
svazku jest mvanantni k podgrup¥ RY.

%) Viz v uvedené prici _él. V. str. 27.
- 8) Viz tamtéZ str. 22,"a dalsi.

R
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Ve svazku > nalézaji se tudiz &ty¥i kFivky redu-
“cibilni; kfivka sloZend z pfimky r a dvojndsobné
vzaté pflmkyp a tfi kfivky sloZené z pfimky r; a ku-
feloselky K?, pti temz i=1,2, 3.

Abychom v daldim doplnili tivahy po strance analytické, zvolme
v roviné€ soustavu soufadnou tak, Ze body skupiny (A) maji sou-
fadnice:

2‘)_ AlS (1’ 0) 0); A4 (O) 110); A3 (0) 0) ]); Al (1) 11 ]); AB (l; 11 a)
Vypo&tem snadno sezndme, Ze daldi body uréeny jsou soufad-
nicemi: ‘ o
m (1,1,0); S, —1,0); 1,(0,1,a), 1, (1,0,a);
L(1,0,1), 1,(0,1,1); L(a1,a). I(@1,a a),
a dalsi dtvary rovnicemi:
Cl =9 = ax, x, —ax, (x, +xs)+xs'—0
C;—-‘Pa ax; Xg — X (X1 + X3) +x3 =0,
=g, =ax, x,— x; =0,
n=hHZ=26—x-%=0, n=f=2x—a(x+x,)=0,
r‘>:fs:x1+xg-—-0 r:xa—-o p'Exl_“x,=0,
K:—%'i“]’s 2ax, x3— Xy (X, + x3) =0,
K:—-‘}’s'*"l’x'—:‘?(lex: X, X3 — X3 X;) =0,
Ky=01+ 9 =2ax, %, — (1 + @) X, (1, + x,) + 2x3 = 0.
Zérovefi jest zfejmo, Ze plati vztahy:
4) _%""%Exsfu P, —P=XsS2,. i— P =(1—0) X, f.
Transformace grupy ®; dény jsou relacemi:
[ H®: 0§ =x,, eés =x,, (’ga——_'xs;.
]m 951"" (%, — x3) (63— ax;), @& == (x; — x;) (xy — ax,),
08y =a (x; — x;) (X,—x,); o
J‘§= eh=(x—x) (@4 —x), ok =0— %) @ —x),
o ' 06y = (ax, —x,) (ax3—x,); -
5) 1S ebi=xx  ebi=xx, - ehi=axXs;
1 T(z’ 05, = (X3 — X;) (x3—ax,), @y=(x;—X;) (X, — ax,),
e =a(xa—x) (% —x,); ,
T9: b= (6 —x) @ —1x), eks=(x—x,) (ax,—x,),
- - 06 = (ax, ""xt) (ax, — xy);
L I eh=xx  th=xx,  eh= ax, %y,

3) |
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Samodruzné body By, Dy, Ei, Fi involuct T9 maji soufadnice: .
Bl (2a1—1r 1» al) Bz (zﬂl"’.a’ a, aﬂl)' ,Bs ( 1: —‘1, VE)
D,(2e,—1, 1, @) D,(28,—a, a, aB;) D, (—1, 1, Va)
E (e, a,a) E;(B, By @) Ey (1, 1, ""Va—)
Fi(a, ‘a,a) F(B, Buva F(1 1, Va,

pli CemZ a,, @, a f3;, B, jsou kofeny kvadratickych rovnic
a?—2aa+a=0 B2—2+a=0.
Seznali jsme, Ze svazek Z kubickych kfivek invariantnich

ke grup& @&, obsahuje trl kubické khvky sloZené z jedné pﬁmky re "
a jedné kuZeloseCky K,, pfi &emZ i=1, 2 3. Vzhledem ke

vztahtim 3) mliZeme tedy svazek Z vyjadriti kterou-
koli ze tfi rovnic:
6)  Afi (Pt 1) +ufa(9x + 9) =0, kde i, b, k=1,2, 3.
JeZito jsme seznali, Ze pfimka n=fx=0 dotyké se
kuZelose&ky .
K=o +9r=0a kuzeloseéky K;,—tpk+q>g

vitémZe bodé A jest zfejmo opét, Ze rovnice 6.) znac‘.f
svazek kubickych kfivek, které se dotykaji v bodech

A, Ay, A; pfimek r,, ry, r; a prochdzeji body A, A; a S,

takZe tento posledni bod jest jejich spolednym bo-
dem inflexnim.

Zvolime-li i=1, h=2, k=3, ‘méme rovnici svazku Z, ve

‘tvaru:

6) A(2x, ——x‘1 — x,) (Zax1 x,, — X3 X3 — X3 X3) +
+u(@2x,— ax,—ax,) (2x, Xa —X; X3~ X3 xa) =
UZinfme-1i v této tovnici A+ u =0, pi‘e]de ve tvar Xs (x,—— X)? =
takZe kfivka se sklddd z pﬂmky ra dvomésobné vzaté piimky p '
Sit kuZelosetek .

‘1) l?’:’f‘!‘%‘l‘”?’a-—-o
‘skl4d4 se zfejm& z kfivek invariantnich vzhledem k homologii

H®W (S, p). Geometricky jest to patrno jiz z toho,’ Ze &tyifroh
A,, A;, By, Dy, ktery tvofi basi svazku @ — Agr =0, mé za diago-
nainy vrchol bod S a pfimku p za prot&j$i diagondinou stranu.
Jacobian této sit¥ sklddd se tedy z pfimky p a dvojndsobn& vzaté

piimky r = A, A;, nebof body A,, Ay le#i na v§ech kﬂvkéch sité.

Plyne to ostatn& thned analyticky.

Seznali jsme, Ze kad4 kuZelosetka svazku gn + Apy =0 jest-
invarianmi vzhledem k podgrup® R slozené z transformaci 1, H¢
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J? T®. :Ostatni transformace grupy ®, vytvoruji ve svazku tom
involucx o samodruZnych elementech @, =0, ¢r=0. Jest tedy
kazda reducxbxlni kvartika svazku _

Ph— Ak = o
invariantni k celé grupé Bs. [Poméry‘p z’z jsou tudiZ identické

kovarianty této grupy. Ostatné plyne to ihned analyticky, nebof
znall-li g; (J) formu, kterd vznikd z kvadratické formy ¢; trans-
- formaci J3, pak plati:

Pi (H) E‘q’h :

P () = ena@—1) (x—x;) (xs—%5) 9:= ¢:i(T)y

@i (J2) = & (1—a) (ax,—x,) (ax,—x5) 91 = 9:(T),

9:(Js) =&y AXy Xy P = P (Ty),
pri SemZ jest gp=—1 a gp=1,

Grupa @ reprodukuje tudi% oo? specidlnich elip-
tickych kvartik, které maji v A, a A; body dvojné
a tvoFi sit >, danou relaci

8.) o 19’1+12 3+ 4 93 =0

Geometricky jest zfejmo, Ze ]acobxan této sité

skldd4 se ze tif zdkladnich kuZeloselek C=@:=0,
z pfimkyp a dvojndsobn& vzaté piimky r. Plyne to ihned
té% ‘analyticky, vezmeme-li zietel k Jacobianu sit& kuZelosedek 7.).
Grupa @, jest tedy. zvla3tnim pHpadem grupy G, kvadratickych
- involuci, kieré reprodukuji obecnou eliptickou rovinnou kvartiku,
viastn& oo? takovych kvartik; — jedna kvadratickd inverse grupy
lG,, ipi‘)eﬁla v tomto pnpadé v lmeémi centnckou involutorn{ homo-
ogii.« '

, -V siti Z nalézi se zi‘e;mé svazek kublckych
kfivek Z, spojeny s pfimkou r. Utinime-li totiZ Vv rov-
‘nici 8) 4, + 4, + 4, =0, obdrZime relaci, kterou lze pséti ve tvaru -
2(pi— 1) (Pi+ Pe) + n (‘Pn—'%) (Pn + 1) =0,

“a (udlz vzhledem ke vztahiim 3.) a 4) ve tvaru

X Ao (it 90 + Wi (9n+ 9] =0, \

- c‘.imi vzhledem k. rovnici 6.), tvrzeni’ ‘prokazdno.

7 . Obecn& seznavéme, Ze grupa @, reprodukuie oof
s ki‘ivek stupné& 4n, které maji v bodech A‘ a A; body

4y Viz ‘B.- Bydiovsky Elipﬂcké kvartik rovinné, pro Lektivné specia-
L lisova.né Rozpravy Akademle I!,, 32, roé Xm (1924),
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2n-ndsobné a tvori linedrni systém Z:" dany relacf

9.) Fy (‘P?, <P§,, ‘}"g)_—_or

kde Foznaci obecnou terndrni formu n.stupnég, vzhle-
h 5

dem k @2, ¢, 92 a tudiz r="—(ni3~)-)

Redukci grupy Gy v G redukovaly se tudiZ linedrni systémy
Z?. v systémy Z, spojené s pfimkou p = A, A, A, vzatou 2n-
- ndsobng&.

2)) V pfipadé druhém, kdy dvé& trojice bodové ze skupiny (A)
lezi v piimce, pfejde grupa G,; v grupu &,. Zvolme oznaleni tak,
Ze jest p, = A, A; A, a p, = A; A, A,. Ve &tyfrohu A, A, A, A, se-
strojme k d:agonélnému vrcholu Aq protéjsi dlagonélnou stranu pg
a ureme praseliky S; = (p,, ;) a S; = (s, p;). Grupa G,
sklddd se potom z 1dent1ty a tii linedrnich- cent-
rickych involutornich homologii H, (Sy; p)), H; (Ss; p2)
a H, (Ay; ps)- Zvolime-li strany p,, p,, p, za strany soufadného °
trojiihelniku, pak dény jsou transformace grupy ®, relacemi:

Hy: eéi=—x, o06h= X 5= X
10) | Hy: o= X, e&=—x, o0&= x

Hy:  of, = Xy 05, = Xy 9§3 = — X3.
Transformace grupy ®, reprodukuji tudi% oo® kuzelo-
sei‘.ek které ma]i souradny trojiuhelnik za poldrny
a tvoFi sit o danou relaci
11) 6 x}+coxi+cx2=0.
Jacobidn sit& tvofi strany soufadného tro;uhelnikw

Obecn& jest patrno, Ze transformace grupy &, re-

produkuji oo kiivek stupné 2n, které tvofi linedrni
systém Z dany relaci
]2) Fn (xn Xg, X’)——

kde F, zna®i formu n. stupn& vzhledem k xl, x x3

a tudiZ dimense r= —— n(n+3)

- Redukci grupy G V (S)‘ redukovaly se linedrnf systémy Z

v systémy 3" spojené s pimkami pi=A AA;a py=A A, A,
vzatymi 2n-ndsobng. ~
.

©. %) Viz B Machytka Grupy G,;, G a Gy rovinnich kvadratick{
transformaci a linedrni systémy kfivek stupné 4n a 8n k nim invariantn
Rozpravy Akademie II. Rod. XXXIV., (1925), &s. 17, &L 1
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. i ’
Sur des groiupes particuliers &, et @, d’involutions planes
et les courbes invariantes respectives.

(Extrait de larticle précédent)

L’auteur a étudié dans son travail antérieur intitulé: ,Cerfains
groupes d’involutions planes de Jonquiére“?) un groupe du seizidme
ordre G,; d’involutions planes cubiques et quadratiques, déterminé
patfaitement par cinq points A,, A,,....A; et reproduisant oo’
de courbes de I’ordre 6n; ces courbes ont les points du groupe (4)
pour points 2n-uples et forment des systémes linéaires Zf" ala
) n(n+3)

2

dans les cas particuliers oit 1.) trois des points du groupe A se
trouvent sur une droite, 2.) deux ternes de points possédent cette
propriété. Dans le présent travail il étudie ces deux cas particuliers
par la méthode analytique et il trouve les résultats principaux
suivants: ' '

1.) Dans le premier cas, o1 trois points, p. ex. A,, A,, A; sont
en ligne droite p, le groupe G,, se réduit & un groupe contenant
trois inversions quadratiques /(@ (4,, C?) au centre A, et ayant C?
pour conique fondamentale, trois involutions quadratiques 7® (A,,
As, Aj) aux points principaux A,, A;, A; et une homologie invo-
lutive H, (S,p) au centre S et A I'axe p. Les points et les figures
- caractéristiques sont donnés par les coordonnées (2) et (3), les
transformations du groupe ®, par les relations (5).

Les transformations du groupe &, reproduisent trois coniques
fondamentales ¢; =0 des inversions 'f{?) et les cubiques qui touchent,
‘aux points A,, A,, A, respectivement, les droites SA,, S4,, S4,,
et passent par les points A,, A;, et dont S est un point d'inflexion
commun; par conséquent, ces cubiques forment un faisceau Z ,3,
donné par la relation (6). L'équation du faisceau fait voir que le
faisceau contlent trois courbes composées de la droite
n=SAi=f=0 et de la conique K> = gs-+9x =0 (i h k=
'=1,2,3) et, en outre, la courbe composée de la droite r=A, A,
et de 1a droite double p= A, A, A,. Le groupe G, est caractérisé
par ce quil reproduit oo” de courbes spéciales de l'ordre 4n
- (n=1,2,.,.) ayant en A, A; des points 2n-uples et formant
. 'des systdmes linéairggZ:‘", donnés par la relation (9), ot F» dé-
‘signe une forme ternaire générale du n-idme ordre par rapport
a 91, 91, 93 Donc, le groupe ®, est un cas spécial du groupe

: N Z? Publications de la facult¢ des sciences de PUniversité Charles, 1925,
‘No.27. ' ' v : ’

dimensibn r= - Il a étudié la réduction du groupe G4
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bien connu du 8¢ ordre qui reproduit une quartique. elliptique
plane générale.?) La réduction du groupe G,, au groupe @, a eu
pour conséquence que les systémes linéaires i" ont .été réduits
aux systtmes 3" et 4 la droite p = A, A, A, considérée comme
droite 2n-uple. \ - A -

2. Dans le second cas, ot deux ternes de points du groupe
(A) sont en ligne droite, de sorte qu'on ait, p. ex, p = A, A, A,,
p: = A A, A;. le groupe G,, se réduit au groupe contenant trois
homologies involutives H,, H,, H; données par les équations (10),
le triangle de référence étant formé par les cotés py, p,, ps, (axes
des_homolagies) et-le coté p, faisant division harmonique avec le
point A; par rapport aux couples A,, A, et A,, A, Le groupe &,
est caractérisé par ce qu’il reproduit oo de courbes de V'ordre 2n
formant des systémes linéaires Z‘?’, donnés par la relation (12).
Par suite de la réduction du groupe G,, au groupe ©,, les sy-
stemes linéaires Z“i" on été réduits aux systéme Z‘f” et les
droites p, et p, 2n-uples. ‘ '

*) Voir ‘B. BydZovsky: Sur des quartiques ellipticxles ‘planes, spéciales’
au point de vue projectif. Bulletin international de PAcadémie tchéque des
Sciences, 1925, p. 200. — B. Machytka: Sur les groupes G,, G, et G,, de
transformations planes quadratiques et sur les systémes linéaires de courbes
d’ordre’ 4n, et 8n se reproduisant par ces groupes. Bul. international de
PAcadémie tcheque des Sciences 1925, No. 17, ¢hap. 1. ~ = - .
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