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Tento výraz může vymizeti patrně pouze při «2 = + 1, 
t. j . pro diskriminanty tvaru D = Sk + 1; vymizí skutečně 
pro D = 17. 

Je-li D kmenné číslo, budou všecka ev od nully různá, a 
budou s2a čísla sudá, s 2 a + 1 čísla lichá. Aby 

n' 
2 €vSv =• 0 , 

w-f-1 

musí intervall (n . . . n' + 0) obsahovati sudý počet lichých 
čísel. 

V našem případě máme intervall (k + 0, 3k + 0); ten 
obsahuje sudý počet lichých čísel jen při sudém &, a tedy pro 
kmenné diskriminanty může součet (21) vymizeti jen tehdy, 
jsou-li tvaru D = 16 k + 1. Takový jest po D = 17 nejblíže 
vyšší D = 97, pro nějž součet (21) má hodnotu 8. 

O některých dalších konsekvencích vzorce (19) a o vztazích 
podobných pojednáno bude na jiném místě. Zde jenom bud 
ještě poznamenáno, že v případě kladného diskriminantu D a 

rzn . 
pro n= -g- je 

sn = 0, <p{D, n) = \y(D\ 

a tedy pro veškery kladné diskriminanty 

2 ŮvSv = > (D). 

O jistém druhu ploch. 
Dr. Frant. Velísek. 

Ke každému systému čar na ploše náleží nekonečné množ­
ství křivek jiného systému, dělících s prvními plochu v infini­
tesimální rhomby. Je-li totiž element oblouku 

ds2 = edu* + 2/ dudu + g dv*, 

a přejde-li substitucí 
ux = ti, vx = ty(u, v) 
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do tvaru 
ds* .= ex (du\ + dv\) + 2f1du1dv1, 

obdržíme srovnáním 

e = ex(\ + \pj) + 2\pu fx, f= ex\pu\pv + />„, g = ex\p*. 
Eliminací ex, fx obdržíme rovnici pro funkci i/; 

e \pv* — 2f\pu\pv + g\pu2 = g. 

Rovněž tak obdržíme pro substituci 

u2 = <p (u, v), v2 = v 

rhombické dělení, splňuje-li <p rovnici 

e cpi — 2fcpuq)v + g <pu = e. 

Tvoří-li i původní čáry systém rhombický, zachovávají 
vlastnost tu i čáry uu vx. Úhel čar ux, vx nechť se rovná úhlu 
čar u, v, a geodetická křivost čáry transformované budiž vždy 
resp. rovnou geodetické křivosti .čáry původní. 

Existují plochy, na nichž by jeden systém čar takto de­
finovaných tvořil čáry asymptotické? 

Budiž lineární element vyjádřen parametry čar asympto­
tických w, v. Dle daných předpokladů jest pak 

e =. g =. s*, f = aQcos co, 

kde co úhel souřadný. 

Rovnice pro \p a qp přecházejí ve tvary 

xpl — 2\pu\pv cos co + \pl = 1, cpi — 2(pucpv cos co + cpi = 1. (1. 

Uhel sevřený čarami ux = honst, vx = honst dán s ohledem 
na rovnice 1. výrazem 

sin co = + sin co {q)uipv — 9MřO; tudíž 
(fuipv — <Pvtpu = ± 1. (2) 

Aby čáry u = honst, v = honst byly asymptotickými, 
musí býti splněna rovnice (Darboux III, 283) 

ds ds ds ds 
^cosco- — cosco— — 
d au dv d Dv du (3) 

Ъu s sin* GЗ Ъv s sin* co 
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Z obecných rovnic pro geodetickou křivost čar na ploše 

_1 

jde 

-=-_____. í— -C--V_.l —__-____ fJL.il _v_i 

i i t d(*cos on) B « I 

1 1 j"B (e cos m) ds 1 
pt, €2 Sí-W co I 3w dfl I ' 

1 ! I " 3 , N I 3 / A1 

Čáry zachovávají geodetickou křivost, platí-li rovnice 
7S 7. 

^ - £ (</\ COS ca — ^ „ ) + —- £ Olpu COS OJ — tf)v) __ 

y - e (<pv cos co — <pu) - j - — e (q>„ cos a> — cpv) = 

d . Ze 
_ _ _ ( £ c o s r a ) _ _ 

neb 
7í Ti \ 

— £ (tf)v COS 03 íf>u COS Co) = — £ (tf)v lf)u COS CO 1 ) 

-jT- e (9?v cos w — <pM + 1) = — £ (cos co — cpu cos co + cpv) 

Eliminací cos co z rovnic 1. jde 

ipj + if,*— l_cpl+ cpi— 1 _ e b 

tyutyv . <pu<Pv 

{(pulpu (pvtyv) ((pvtyu (putyv) = (pu(pv tpulpv 

Vzhledem k rovnici 2. obdržíme jako obecné řešení 

V3 — 1 u — V2 + 1 
cpu = tf,Vf <pv = — — — n e b cpu = ~ , <pv= — *pu. 

*Pu y>v 
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V obou případech obdržíme pro určení funkcí q a tp touž 
rovnici. Položíme-li totiž v prvním případě 

q=. Qv^ = QU) 

v druhém 
q> = — QU) tp = QV, 

plyne pro Q rovnice 
Quv QuuQvv -*•• 

Obecný integrál rovnice obdržíme eliminací a z rovnic 
Q = uv — au + F(2v — a) + Fx (a), 

u — Fx'(a) + F(2v — a) = 0. 
Z toho bud 

^p =. v — a, <p = w + 2Fr (2v — a), 
neb 

<p = — v + a, ^|J = u -{- 2Fr (2v — «). 
Dávají tedy obě řešení týž systém čar. Použijeme řešení 

prvního 
\p = v — a = Qu} <JP ----- u + 2Ff {2v — a) = QV (5) 

Rovnice 4. jsou splněny, klademe-li 
£ (qv cos co — Í/>U — cos OJ) = rv, e ((/!„ — yju cos co — 1) = %uy 

e (q>v cos 03 — qu + 1) = <TV, € (cos — (a qu cos co + qv) = ďM. 

Poněvadž se dá psáti 
tpi — 2tpv— ^pl+ 1 

tyv — ipu cos 03 1 = 

гpv COS oз — гpu — cos oэ : 

2tyv ' 

, _ (tl>v+ 1) (»3 — 2 ^ - ty* + 1) 
2tl>u^v ' 

a analogicky pro q, obdržíme z předchozích rovnic 
tv Ipv + 1 #1/ <Tv 
Tu~ tyu ' Ou ~ <pu + 1 " 

Pak 

tpv — tyu COS O) — 1 " 

Dle rovnice 5. lze rovnice tyto psáti ve tvaru 
rv ccv — Ú Gv _^ av 

tu CCU 

tudíž 
r=f1(2v — «), o = f2(a). 
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Srovnáním dvou výrazů pro £ obdržíme vztah mezi x a a 

tju Ou 

ífjv — tpu COS (O — 1 COS (O — q>u COS (O + <pv 

a dosadíme-li za <p a xp 

/V = «»/,' 
al — ai av [(2 — avy

z —- a?(]' 
Z toho 

_V _ au{al — al) _ A 

/ a ' —a t f[(2 — a w ) a - a 5 ] — * 
Derivace dle w, resp. dle v dávají 

77+ fy* ~ "5? /y -\tj + / / « j a " - ^ 
Z toho 

/ / ' 1 3 log A av d log A 
fx

f 2 dv au du 

/ 2 " 1 ^ c.v Л\Ъ log A 1_ Ъ log A 
Ъu 2 Ъv 

Poněvadž pak z podmínečné rovnice pro funkce F, F1 jde 

___________ _ 2F" 
«« — p" + p>" a"— p" _j_ p » ' 

obdržíme substitucí těchto výrazů z rovnic hořejších 
1 - 4 F ' 2 

2 í " ( 4 ř ,
1 " 2 - 1)' 

3 % ^ . _ 4 _ » " , F " ' + j * ' ' 8 ZVE/" 
du ~ F" (F" + Ft") (1 — 4F"2) (F" + i?, ") (4F. "'-1 - 1) 

3 .og .4 _ 2 F / ' f " + B y " f , " J 1 " ' 
3v ~ F"^ " + i < " ) (1 — 4 í*"2) 

16ff"y,"F."' 
( í * ' + ^ ")(__?•/'-—1/ 

Po jednoduché úpravě pak 

/."_ 1 + 4F"» /,"_ 8F."F.'" 
/V ~ F"{±V"% — 1/ /V — 4F/'- — 1' 
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Tudíž 

f,'-C 4 F " a — 1 
F " , ft> = 2(7(1 F/' a ), 

kde C konstanta. 
Z toho 

_2C(F\"—F") 4F"F," — 1 
F " , C05 W — 2 ^ f f _ - p n y 

Dosadíme-li tyto hodnoty do rovnice 3 , obdržíme pomocí 
výrazů 
Dloge _F'F1'"+F1"F'" 3 log e _ P^F,'" — F / ' a F ' " 

du — F " ( F / ' a — F " a ) ' 7>v ~ F"(F\"'Í - F'"í) 

d_ F," F / " (4F" a — 1) — F / ' F " ' (4F/' a — 1) _ 
dv (F" + Fx") (4Fní — \)(\ — 4F/' a ) — 

_ d_ F^F" (4F/ ' g — 1) + F " F , ' " (4F" g — 1) 
~~ ^ « 2 F " ( F " - | - F 1 " ) ( 4 F " g —1)(1 — 4F/ ' a ) ' 

Provedeme-li naznačené výkony, obdržíme po příslušné 
redukci 

„ „ F / Ҷ F ^ + F / O ^ ^ F " ^ / ' 1) 
F " ( 4 F " a — 1) 

(F" + F1")(4F"F1" -\) 

+ 

+ ғүy 
1 _ 4A/'* + 

+ F/"2 

. F'" F Wl____+1 _ _±___\ , 
Ť ' \4F"1—\ \ — 4F1'"

1)'r 

4F'(F,"+F") . . F / ' ( F " + F 1 " ) ( 4 F " F / ' - l ) 
+ o 

4 F " F / 

1 - 4 F / ' a 

4F" F/ ' — 1 
1 — 4F/'* 

1 

(1 .. 4F'/ ' a ) a 

г ғ" -4- F " 
JĽ ғ "F"' ^ x  

T '1 x _->"2 (4/<'«в i ) 

(2Г" + F 1 " ) ( 4 F " F / ' — 1) 
= 0. 

pr (±tr„t _ _) « ( 4 i / W 2 _ 1 ) 2 

Rovnice musí býti identicky splněna, ježto a jest funkcí u. 
Upravíme-li rovnici do tvaru 

A F / ' 3 + B F,"« + C F / " + At F" + D F\" + 
+ Cx F " + D, F " a + B, = 0, 

kde 4̂, 5, (7, D jsou funkce F, Au Blf Clf Dx funkce Fv 
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plyne, že může býti jen 
F" = k, neb F1 = *, 

kde k konstanta. 

Pro F" = k redukuje se rovnice na 

-V+-V 
Z toho 

4к 
+ 

8л;" 

Fг 

4fc/'V-i ]—4Ѓ; , , І І A + * V 

4йF,"—-1 

= 0. 

a další integrací 
( 1 - 4 F / ' - ) (*+/<;") 777 — ^ i . 

4*' + l 1 1-2* 1 1+2* 
Л 

{Je + F/')4*2-i(l — 2F/'/2 5+2*(l + 2F/f) --» = /t2e*lf*? 

kde 7Č1? 7r2 jsou integrační konstanty. 
Použije-li se vztahu 

/7F' 
a г i p rr 

đa — г ' jde jako integrál 
4к -н i í * - t 1+2* 

(4 + E/') <*2-- (1 — 2F,") **+i(i + 2h\") * >-" 
== Jconst e*!^'. 

Kombinací s předchozí rovnicí dostaneme 

(1 — 2F1")2*" ,(1 + 2 F 1 " ) 2 * + , = C. e^uto+í-i). 

Vzhledem na rovnici 
F,' = t* + í* 

možno psáti 
(1 + 2.*\")-H-»(l—2F1")-^» = oeci<«+B«'>. 

Rovnicí touto určena jest funkce Fx. 

Pro F1" = k obdržíme 
1 1 8F" 

FIV+ F"fi 

_ b"(4k F" — 1) k + F" 4b"* — 1 

Značí-li l\, /a integrační konstanty, dává integrace 

= 0. 

1+4** î * + l *I(2Î<—a) 

F':a{k + Ғ ' ; * 4 * -"(-f" — 1)2*+<(2Ѓ'" + iy-'*=k2e 
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neb použijeme-li vztahu 
dFr 

UJ7 j,řr d (2v — a) 

(k + j~r")" í̂ =-T(2F" — 1)T "*+i(2í " + 1)~ - *--* = 

= konsč. e 

Ve spqjení s předešlou rovnici dává rovnice tato: 
F ' 2 (2F" — 1)2*~1(2F' + l)-(**+' = C.eciWiv-a)+F'\ 
Poněvadž pak dle rovnice Ft

ř = u + F jest 
F = /ca — M, 

možno psáti rovnici určující F ve tvaru 
F ' 2 (2F"— 1)2*~ ,(2F"+ 1 )-(-*+ ) = Cec*{9k*-Uh 

Pomocí známých funkcí F, F1 určíme a, a tím i transfor­
mační funkce <p, tp. Pro specielní hodnoty Je vycházejí výsledky 
dosti složité. 

Případ k = O jest illusorní,' ježto čáry souřadné přecházejí 
samy v sebe. 

Pro cos co = O 
by bylo dle základních rovnic 

<pM = tpv, tpv = — tptt, 

pak by Q muselo splňovati rovnice 
Quv QuuQw — -I? (*Mtt ~ r Qw — ^ . 

Rovnici druhé hoví pro reelní Q reelní část každé funkce 
komplexní proměnné F(u + iv) + Fx (u — iv), při čemž rovnice 
první jest splněna, platí-li 

4/<"Fy '=l . 
Plochy jsou v tomto případě minimálními. 
Mají-li čáry asymptotické konstantní geodetickou křivost 

— c, — cX) obdržíme z rovnic 

* Bw 3ir - ¥ A dv du' 

kde / = %e = eQ cos «. 
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Poslední rovnice svým tvarem ukazují, že lineární sub­
stitucí možno je zjednodušiti. Píšeme-li totiž 

cc^ye1— x —ci~i— c ~r = c~: ci~ri 
1 v * 1 du dv dv 1 du1 

obdržíme 
*-(„>*+ cX) = ±i(cs + clX\ 

a při 
c\ z|= c2, cxe + cx = ®VJ ce + c^ = <K 

CXФV CФU 

*— ą-c* > 
Cг Фu CФV 

X~ c\ — ćŁ' 
>-li pak 

uг = cгu -(- cv, vг = CU + CXV) 

dostaneme 

(c\ — c-)e = (c\ — c 2)0V l ? (c\ — c*)x = (c\ — C*)QU1. 

Dosazeno do rovnic předchozích dává 

nebo 

Rovnice 3. přejde pro parametry ux) v1 do tvaru 

3 *« i<\ ) v 1 n — <l>n # « i n _ 3 * t t l ^ i n — $ n $ n t^ 

dv, <W-—02-. ~du, ^ - 0> t t l 

£ l°v a"11 l1t + -A-1°9 (**i - ®*i) = °-
Označíme-li U funkci proměnné w19 obdržíme 

si, «•» I S t r + s j h9{*;' - •"->=U9 m 

Rozvinuto dává rovnici 

^ * n n — f/j«i«g _ - - ; 7 7 — 7 7 

která s předešlou 

#«!*- — *«x«i = * ^ V * n — *il> (6) 
určuje funkci O Dosadíme-li z poslední rovnice do předešlé za 
®nvi — *« l t t l, obdržíme 

_«^»«1_ _ ^ ( 7 ) 

УФì. — ФІ, 
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Differencováním dle vx plyne 

kterážto diff. rovnice Laplace-ovou transformací snadno se in­
tegruje. Výhodnějším jest však použití funkcí hyperbolických. 
Položme v rovnici (7.), psané ve tvaru 

-=-*- -=• cos h x, —*- -_- s,n h x. 

Vyjádříme-li podmínku integrability a dosadíme do rov­
nice (6.), dostaneme výrazy 

3 T ^T 
£/.. cos &3 T- U sinh3r—— = UJ sin h ^ cos h2 T, 

dux
 x dvx * 7 

oT OT 
f/.. siw &3T — řL cosh3^7^- = UJcosh^sinh3^4-U2cosh^. dux

 x dv2 • 1 ' * 
Determinant koefíicientů 

3T 3T . , 
3w1 d ^ 

— Ul(coshůT — 8Ính9T) = —Ul(l + 38inh2i;co8hqT)9 

a nerovná se tudíž 0. Řešením rovnic jde 

3T Uy
r sinh^coshh^— U^ cosh^sinhb^— U\sinh3^cosh^ 

l)u1 b\f(cosh*T — sinh*^) } 

fa Ux
f sin h2^ cosh2^-\- U\ cos h* ̂  

dvt U1(cosh6^ — sinhúr) 

Vyjádříme-li podmínku integrability, dostaneme po pří­
slušné redukci 

3Ux
r2sin h2^cos h2^ + U\ 17/(1 — 3 sin h2^ cos h2^) — 

— 317* cos hH— UJJX" (1 + 3 sin h2^ cos h2^) = O, 
nebo 

sin h* % (3 Ux
r2 ~ 3 U\ Ux

r ~ 3 ̂  Í7-") + sin A2 % (3 U/2 — 3 ffj U/ — 

— 317,17./' —30-*) + V\Ux
f — W\—UJJx" = 6. 
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Nemá-li býti ^ funkcí jen u19 musí býti rovnice identicky 
splněna. Je-li však 

3Í7/2 — ZU^UJ — 3 ^ ^ " — 3171 = 0, 

redukuje se rovnice na 

3U*sinhH-\- UlU1' — 3U{—U1U1
f' = 0. 

Muselo by tedy býti Ua = 0; v tomto případě jest však 
substituce nemožnou. Rovnice (6.) a (7 ) dávají pak 

®vlVl — * « l t t l = * V l V ® í i — *2i» ®«i ®VÍ = 0. 
Pro 

0K 1 = O jest ® = /(v1), 

/fK) = /fa(^). 
Z toho 

f(r1) = C-l(v1+C1)f 

kde O, O! konstanty. Tudíž 

* = C r-I<t> 1 + <71). 
Pro 

0V1 = O jest 0 = CM-. + C r 

Za předpokladu, že T jest funkcí wp obdržíme: 

m Ui Ui z 3 r n 
0,t „ = \ : — ± — cos h ^ -— = 0. 

x x sm h ^ s^n hL ^ dux 
Z toho 

ф=-Љ^ *-+^^ k d e 

/ > . ) = ^ • 
Vl + o2č7?' 

ÍTj jest pak určeno rovnicí 

Ít 1 " + 2Z71E!1' = 0, 
tudíž 

3> = Ct;, + cos C(CX — ux). 

Řešení podává tedy plochy velmi speciální. 
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